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Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete   der 

Mathematik,  der  technischen  und  Naturwissenschaften 

nach  allen  Richtungen  hin  weiter  auszubauen,  ist  mein  stetes  durch  das 
Vertrauen  und  Wohlwollen  zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Ge- 
biete von  Erfolg  begleitetes  Bemühen  —  mein  einschlägiger  Katalog  bietet 
Lehrenden  und  Lernenden  schon  jetzt  eine  grofse  Zahl  wissenschaftlicher 
Monographieen  und  dem  Unterrichte  dienender  Werke  dar  — ,  und  ich 
hoffe,  dafs  bei  gleicher  Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner 
des  In-  und  Auslandes  auch  meine  weiteren  Unternehmungen  der  Wissenschaft 
und  der  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden. 

Verlagsanerbieten 

gediegener  Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben  Gegenstand  in 
meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademieen  der  Wissenschaften  zu  München  und  Wien 
und     der    Gesellschaft     der    Wissenschaften    zu    Göttingen    herausgegebene 

Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften 
aufmerksam,  die  in  sieben  Bänden  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  Analysis, 
die  Geometrie,  die  Mechanik,  die  Physik,  die  Geodäsie  und  Geophysik  und 
die  Astronomie  behandelt  und  in  einem  Schlufsband  historische,  philoso- 
phische und  didaktische  Fragen  besprechen,  sowie  ein  Generalregister  zu 
obigen  Bänden  bringen  wird. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen   Zeitschriften    meines    Verlags, 

Mathematische   Annalen,    Bibliotheca   Mathematica,    Jahres- 
berichte der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik,  Zeitschrift  für  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen   Unterricht, 
die  ich  der  freundlichen  Unterstützung  der  mathematischen  Welt  besonders 
empfehlen  möchte. 

Seit  1868  veröffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräumen: 

Mitteilungen  der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner. 
Diese  „Mitteilungen",  welche  unentgeltlich  in  20000  Exemplaren  sowohl 
im  In-  als  auch  im  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum, 
welches  meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen, 
unter  der  Presse  befindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen 
des  Teubnerschen  Verlags  in  Kenntnis  setzen  und  sind,  ebenso  wie  das  bis 
auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte  jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte 

Verzeichnis   des  Verlags   von  B.  G.  Teubner 
auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissen- 
schaften nebst  Grenzgebieten,  94.  Ausgabe    [XXIX  u.  125  S.  gr.  8] 
in  allen  Buchhandlungen  unentgeltlich   zu  haben,   werden  auf  Wunsch  aber 
auch  unter  Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 
Leii'ZIG,  Poststrafse  3. 

B.  G.  Teubner. 
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Als  ich  im  Herbst  1898  den  Plan  zur  Veröffentlichung  der  vor- 
liegenden Vorlesungen  fasste,  waren  es  namentlich  zwei  Gesichtspunkte, 
die  mich  hierbei  leiteten. 

Erstlich  war  der  damalige  Stand  unserer  neueren  deutschen  Lehr- 
buchlitteratur  für  mich  massgeblich.  Wir  verfügen  über  einen  beson- 
deren Reichtum  an  eingehenden  Specialwerken  über  die  verschiedensten 
Gebiete  der  höheren  Mathematik.  Es  ist  andererseits  kein  Mangel  an 
brauchbaren  Büchern  über  die  Elemente,  vor  allem  die  Differential- 
und  Integralrechnung.  Etwas  dürftiger  dagegen  schien  mir  jenes 
mittlere  Gebiet  bedacht  zu  sein,  welches  sich  dem  Studierenden  der 
Mathematik  unmittelbar  nach  den  Vorlesungen  über  Differential-  und 
Integralrechnung  öffnet,  noch  ehe  er  an  das  Studium  der  Special- 
werke herangeht.  Die  neueren  französischen  Lehrbücher  über  höhere 
Analysis  stehen  in  dieser  Hinsicht  etwas  günstiger  da.  Es  ist  die 
Regel,  dass  sich  dieselben  über  das  engere  Gebiet  der  Differential-  und 
Integralrechnung  hinaus  auch  über  elliptische  Functionen,  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen, partielle  Differentialgleichungen  u.  a.  eingehender 
äussern.  Natürlich  ist  die  compendiöse  Form,  in  welcher  diese  Disci- 
plinen  dabei  zur  Darstellung  gelangen,  nur  zur  Einführung  und  ersten 
Orientierung  geeignet.  Dem  Wunsche,  ein  dem  gleichen  Zwecke 
dienendes  deutsches  Lehrbuch  zu  besitzen,  entsprang  der  Plan  zur 
Herausgabe  dieser  Vorlesungen. 

In  den  letzten  anderthalb  Jahren  haben  sich  die  Verhältnisse  nun 
freilich  nicht  unwesentlich  geändert  und  günstiger  gestaltet.  Ver- 
schiedene grosse  Verlagsanstalten  sind  Hand  in  Hand  mit  berufenen 
Autoren  daran  gegangen,  ganze  Reihen  mathematischer  Lehrbücher 
zu  planen  und  haben  die  Pläne  zum  Teil  bereits  zur  Ausführung  ge- 
bracht. Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dass  im  weiteren  Fortgang  dieser 
Unternehmungen  auch  speciell  denjenigen  Zielen,  denen  das  vorliegende 
Buch  dienen  soll,  Rechnung  getragen  wird.     Wahrscheinlicher  ist  mir 
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nach  dem,  was  ich  bis  jetzt  sehen  kann,  dass  mein  Buch  auch  neben 
den  in  Rede  stehenden  Unternehmungen  seine  selbständige  Bedeutung 
bewahrt;  und  vielleicht  werde  ich  wagen,  die  gleiche  Bemerkung  auch 
von  einem  weiteren  Bande  auszusprechen,  in  welchem  ich  eine  Reihe 
von  Disciplinen  der  Algebra  und  Geometrie  zu  behandeln  beabsichtige. 

Fürs  zweite  möchte  ich  mit  dem  vorliegenden  Buche  und  nament- 
lich auch  mit  seiner  eben  angedeuteten  Fortsetzung  gewissen  Wünschen 
dienen,  welche  sich  mir  bei  meiner  Lehrthätigkeit  an  einer  technischen 
Hochschule  lebhaft  aufgedrängt  haben.  In  der  That  ist  es  ein  be- 
rechtigter und  oft  ausgesprochener  Wunsch,  die  technischen  Hoch- 
schulen möchten  in  der  Heranziehung  und  Ausbildung  ihrer  künftigen 
mathematischen  Docenten  mehr  als  bisher  in  freien  Wettbewerb  mit 
den  Universitäten  treten.  Das  wäre  gewiss  von  heilsamen  Folgen;  und 
es  ist  auch  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass,  wenn  man  den  tech- 
nischen Hochschulen  eine  Entwicklung  in  der  gekennzeichneten  Rich- 
tung noch  mehr  als  jetzt  ermöglicht,  hier  ein  lebenskräftiger  Zweig 
derselben  gewonnen  werden  wird.  Ich  kann  den  gelegentlich  gehörten 
und  gelesenen  Äusserungen  von  den  so  verschiedenen  Beanlagungen  zur 
Technik  einerseits  und  zur  Mathematik  andererseits  durchaus  nicht 
beistimmen.  Wohl  noch  keiner  Generation  von  Studierenden,  die  ich 
in  die  höhere  Analysis  einzuführen  hatte,  hat  es  an  Solchen  gefehlt, 
die,  obwohl  sie  die  Technik  zu  ihrem  Lebensberuf  wählten,  den  mathe- 
matischen Wissenschaften  ausgesprochene  Anlage  und  namentlich  auch 
diejenige  Liebe  entgegenbrachten,  ohne  welche  zumal  der  Lehrer  der 
Mathematik  nicht  gedacht  werden  kann.  Es  würde  unzweifelhaft 
nützlich  sein,  solchen  Studierenden  auch  innerhalb  des  geordneten 
Lehrgangs  der  technischen  Hochschulen  in  noch  etwas  erhöhtem 
Masse,  als  es  bis  jetzt  geschieht,  Gelegenheit  zu  einer  weitergehenden 
mathematischen  Ausbildung  zu  geben. 

Diese  Worte  wollen  nicht  so  verstanden  sein,  dass  ich  an  den 
technischen  Hochschulen  Pflegestätten  abstract  mathematischer  Aus- 
bildung zu  sehen  wünschte.  Vielmehr  soll  sich  die  Mathematik  in 
lebendiger  Wechselwirkung  zumal  mit  ihrer  nächsten  Nachbarin,  der 
Mechanik,  dem  Organismus  der  technischen  Hochschulen  einordnen*). 
Dass  die  Mechanik  die  wesentlichste  Grundwissenschaft  der  Technik 
ist,    wird    kaum    einen    Widerspruch    erfahren;    und    man    kann    nur 

*)  Wir  stehen  in  einer  Zeit,  wo  diese  Wechselwirkung  zwischen  Technik 
und  Mathematik  trotz  mancher  Hindernisse  an  Boden  gewinnt.  Unter  anderen 
Erscheinungen  spricht  hierfür  die  allseitig  beifällige  Aufnahme,  welche  die  der 
angewandten  Mathematik  zugekehrte  Tendenz  der  unter  Mehmke's  Leitung 
stehenden  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  gefunden  hat. 


Vorrede. 


wünschen,  dass  diese  so  vielgegliederte  und  reich  entwickelte  Wissen- 
schaft der  Mechanik  an  den  technischen  Hochschulen  möglichst  all- 
seitig zur  Pflege  und  Geltung  gelangt.  Die  Mathematik  sollte  daneben 
aber  insoweit  zum  regelmässigen  Lehrgegenstand  werden,  als  sie  zum 
Verständnis  der  Mechanik  (und  selbstverständlich  auch  anderer  Teile 
.der  technischen  Wissenschaften)  erforderlich  ist.  Allerdings  wird  man 
ja  heutigestags  in  Deutschland  noch  nicht  an  allen  massgeblichen 
Stellen    die  Meinung  Lord  Kelvin 's    teilen,    die    uns    Perry    in    den 

Worten  übermittelt,    „ there   is   no  usefal  mathematical  weapon 

which  an  engineer  may  not  learn  to  use"*).  Aber  ich  darf  wohl  auf 
Zustimmung  hoffen,  wenn  ich  die  Meinung  äussere,  dass  zu  einem 
tiefer  gehenden  Verständnis  der  Mechanik  sowohl  in  ihren  Grund- 
problemen als  in  ihren  Einzelausführungen  verschiedene  mathematische 
Disciplinen  erforderlich  sind,  die  zur  Zeit  leider  eine  regelmässige  Pflege 
an  den  technischen  Hochschulen  nicht  finden.  Ich  glaube,  dass  die  im 
vorliegenden  Buche  zur  Behandlung  kommenden  Gegenstände  den  ge- 
meinten Disciplinen  mittelbar  oder  unmittelbar  zugehören;  die  Aus- 
führungen an  Beispielen  aus  der  Mechanik,  welche  ich  einigen  Kapiteln 
beigefügt  habe,  mögen  hierfür  sprechen. 

Diese  Bezugnahme  auf  die  Anwendungen  hält  sich  in  den  nach- 
folgenden Vorlesungen  einstweilen  noch  in  bescheidenen  Grenzen.  In 
Amerika  und  England  sehen  wir  vielfach  ein  Unterrichtssystem  in 
Kraft,  bei  welchem  mit  relativ  geringfügigen  mathematischen  Hilfs- 
mitteln höchst  ausgedehnte  Gebiete  der  Anwendungen  berührt  werden. 
Der  richtige  Weg  liegt  auch  hier  gewiss  in  der  Mitte.  Um  ihn  mit 
Erfolg  zu  betreten,  wird  die  Mathematik  mit  den  technischen  Wissen- 
schaften unter  gegenseitiger  bereitwilliger  Förderung  Hand  in  Hand 
gehen  müssen.  — 

Die  Tafeln  der  Kugelfunctionen  etc.  (pg.  69  ff.)  habe  ich  dem 
pg.  26  genannten  Werke  von  Byerly  entlehnt,  desgl.  die  Tafeln  der 
elliptischen  Functionen  (pg.  273  ff.)  dem  pg.  272  genannten  Werke  von 
Lucien  Levy.  Beide  Herren  Verfasser  haben  mir  hierzu  freundlichst 
die  Erlaubnis  erteilt,  wofür  ich  auch  hier  danke. 

Ein  paar  Verbesserungen  und  Ergänzungen  sind  am  Schlüsse  des 
Buches  angefügt;  ich  bitte  den  Leser  hiervon  gleich  anfangs  Notiz  zu 
nehmen,  damit  bei  der  Leetüre  der  einzelnen  in  Betracht  kommenden 
Stelle  die  Ergänzung  sogleich  mit  zu  seiner  Kenntnis  gelangt. 

Braunschweig,  den  10.  April  1900.  Robert  Fricke. 


")  Cf.  Perry,  The  calculus  for  engineers  (London  1899),  pg.  5. 
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Erstes  Kapitel. 

Fonrier'sche  Reihen. 

Für  die  anregende  Wirkung,  welche  die  Probleme  der  theoretischen 
Naturbetrachtung  auf  die  Entwicklung  der  Mathematik  ausgeübt  haben, 
ist  das  Beispiel  der  sogen.  „Fourier'schen  Reihen"  ein  sehr  lehr- 
reiches. 

Es  war  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts,  als  eine  Anzahl 
hervorragendster  Mathematiker,  unter  ihnen  d'Alembert,  Euler, 
Daniel  Bernoulli,  das  Problem  der  Schwingungen  einer  elastischen 
gespannten  Saite  zu  untersuchen  begann.  Handelt  es  sich  um  ebene 
und  rein  transversale  Schwingungen  und  entfernen  sich  die  einzelnen 
Punkte  der  Saite  nur  sehr  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage,  so  ist 
die  Schwingung  nahehin  eine  solche,  dass  für  sie  beständig  die  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung: 

gültig  ist*).  Hierbei  sind  x,  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Saite,  t  bedeutet  die  Zeit  und  a^  ist  eine  gewisse  positive 
Constante;  es  liegt  ferner  der  Differentialgleichung  die  Annahme  zu 
Grunde,  dass  die  Saite  in  ihrer  Ruhelage  auf  der  aj-Axe  gelegen  sei, 
etwa  zwischen  x  =0  und  x  =  l,  unter  l  die  Saitenlänge  in  der  Ruhe- 
lage verstanden. 

Mathematisch  kleidete  sich  daraufhin  das  vorliegende  Problem 
folgendermassen  ein:  Zur  Zeit  ^  =  0  habe  die  Saite  die  durch  y  =  f{x) 
gegebene  Gestalt,  wo  f  (x)  eine  im  Intervall  0  <  a;  <  Z  willkürlich  ge- 
wählte stetige  Function  ist,  welche  wegen  der  festgehaltenen  End- 
punkte der  Saite  für  x  =  0  und  x  =  l  verschwindet;  es  sei  ferner  zur 

Zeit  f  =0  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  der  Saite  durch  -^=g(x) 

*)  Man  findet  eine  Ableitung  dieser  Diiferentialgleichung  z.  B.  in  den  von 
K.  Hattendorf  herausgegebenen  Vorlesungen  B.  Riemann's  über  „Partielle 
Differentialgleichungen"  (Braunschweig  1882)  pg.  190  flF. 
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gegeben,  wo  von  g(x)  dieselben  Bemerkungen  gelten,  wie  Yonf(x): 
Welches  ist  alsdann  die  Gestalt  der  Saite  zu  irgend  einer  beliebigen 
Zeit  t?  Dieselbe  würde  durch  ein  Integral  y  =  F(x,  t)  der  obigen 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  gegeben  sein,  welches  den  vorliegenden 
Anfangsbedingungen : 

(2)  Fi.,0)^n.),         (»>-J))^^=,(.) 

zu  genügen  haben  würde. 

Hier  war  es  nun  D.  Bernoulli*),  welcher  eine  Bemerkung  Taylor's 
verwertete,  dass  nämlich  der  fraglichen  Differentialgleichung  jedes  der 
beiden  Producte: 

(3)  cos  —Y-  ^  •  sm  -y-  a; ,       sin  — p  r  •  sm  -y-  a; 

und  zwar  für  jede  ganze  Zahl  n  Genüge  leiste  (wobei  übrigens  sogleich 
für  x  =  0  und  x  =  l  die  Werte  dieser  particulären  Integrale  in  Über- 
einstimmung mit  der  Forderung  des  Problems  verschwinden).  Bei  der 
Bauart  der  Gleichung  (1),  welche  in  den  Ableitungen  von  y  „linear" 
und  „homogen"  ist,  folgerte  Bernoulli  a.  a.  0.  hieraus,  dass  auch  jede 
Summe: 

(an  cos  —j—  t  -f-  On  sm  —y—  t)  sm 
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mit  beliebigen  Constanten  a„,  &„  der  Gleichung  (1)  genüge;  und  es 
entstand  insbesondere  die  lange  umstrittene  Meinung,  dass  in  der  un- 
endlichen Reihe: 

,.^  "^-7  /  nna  .    ,    7       •     nna  ,-.     .     nn 

(4)  y  =    >  («„  cos  -y-  t  -\-0n  Sin  — y—  t)  sm  -p  x 

w=l 

das  „allgemeine  Integral"  unserer  Differentialgleichung  vorliege**). 

Hieraus  nun  ergab  sich  das  Grundproblem,  welches  die  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen  beschäftigt  hat.  Liegt  unter  (4)  wirklich  das 
oben  gesuchte  Integral  F(x,  t)  vor,  so  erhält  man  für  ^  =  0: 

(5)  f  (x)  ==  a^  sin  -y-  -f-  «2  sin  2  -y-  -}-  »3  sin  3  -|-  -}-  •  •  • ; 

und  also  muss  es  möglich  sein,  die  im  Intervall  0  <  rr  <  Z  „willkürlich 
gewählte"  Function  f(x)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die  nach  den  Sinus 

*)  Siehe  die  „Memoires  de  l'acad^inie  de  Berlin"  von  1753  pg.  147. 
**)  Man  vergl.   die  ausführlichen  Angaben  Riemann's  über  die  Geschichte 
der  Fourier'schen  Reihen  am  Anfang  der  Abhandlung  „Über  die  Darstellbarkeit 
einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Beihe",  B.  Riemanns  gesammelte  Werke 
(Leipzig,  1876)  pg.  213. 
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der    Vielfachen    von   -j-   fortschreitet.     Unter   unwesentlicher   Yerall- 

gemeinerung  werden  wir  hier  zu  folgendem  Probleme  geführt:  Im 
Intervall  —  tc  ■^x-^-\-  n  sei  eine  willkürlich  zu  wählende  Function 
f(x)  eindeutig  definiert;  giebt  es  für  dieselbe  eine  Darstellung  durch  die 
Reihe : 

(6)         f  (x)  ==  Y  ^0  ~{'  ^1  ^^^  ^  +  ^2  co^  2a;  -}-  &3  cos  3x  -{-  •  •  - 
-f-  %  sin  X  -\-  a^  sin  2x  -\-  a^sinSx  -\-  •  •  -, 

welche  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitet,  und 
welches  ist  für  diesen  Fall  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  a,  h? 

Dieses  Bildungsgesetz  war  in  Specialfällen  bereits  bei  Lagrange 
angegeben;  es  handelt  sich  um  Darstellungen  der  a„,  &„  durch  gewisse 
„hestimmte  Integrale",  wie  wir  sie  alsbald  kennen  lernen  werden. 
Fourier*)  behauptete  1807  die  Allgemeingültigkeit  des  fraglichen 
Bildungsgesetzes  für  willkürliche  Functionen;  sein  Eingreifen  ist  so 
entscheidend  für  die  Theorie  der  Reihen  (6)  geworden,  dass  man  sie 
nach  ihm  als  „Fourier'sche  Reihen"  bezeichnet. 

Der  einwurfsfreie  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Fourier'schen 
Angabe  ist  aber  erst  1829  durch  eine  äusserst  scharfsinnige  Con- 
vergenzbetrachtung  Dirichlet's**)  für  eine  grosse  Classe  von  Func- 
tionen f  (x)  geführt  worden,  und  zumal  für  alle  diejenigen  Functionen, 
welche  bislang  für  die  Anwendungen  eine  Bedeutung  gewonnen  haben. 

§  1.    Integralgestalt  der  Coefficienten  einer  Fourier'schen  Beihe. 

Die  im  Intervall  —  tc  ^x  ^  -j-  7t  willkürlich  gegebene  eindeutige 
Function  f(x)  gestatte  die  Darstellung  in  einer  unendlichen  Reihe: 

(1)  f(x)  =  Y\-{-  ^1  cos  ic  -f-  &2  cos  2x  -\-  &3  cos  3x  -{-■•'  • 

-j-  «1  sin  X  -{-  a^  sin  2x  -j-  a^  smdx  -\-  ■  •  -  •. 

Zur  Bestimmung  von  &„  multiplicieren  wir  mit  cos  nx  ■  dx  und 
integrieren  zwischen  den  Grenzen  —  7t  und  -f-  ^-  Darf  man  die  un- 
endliche Reihe  rechter  Hand  gliedweise  integrieren,  so  folgt: 

(2)  I  f(x)  cos  nx  dx  ==  -^\i  cos  nx  dx 

7t  — Jt 

+  ^    bm  1  cos  mx  cos  nx  dx  -\-  am  f  sin  mx  cos  nx  dx 


=1 


*)  Cf.  „Bulletin  des  sciences  pour  la  sociäte  philomatique"  t.  1,  pg.  112. 
**)  Journ.  f.  Math.  Bd.  4,  pg.  158. 
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Das  erste  rechts  auftretende  Integral  verschwindet  für  w  >  0  und 
ist  =  Sjc  für  n  ==  0.     Für  das  zweite  Integral  gilt: 

2   /  cos  mx  cos  nx  dx  ==  j  cos  (ni  -{-n)x-  dx  -f-  /  cos  (m — n)  x  •  dx. 

—n  —n  — n 

Da  aber  m  eine  positive  und  n  eine  nicht-negative  ganze  Zahl  bedeutet, 
so  verschwindet  in  der  letzten  Gleichung  rechter  Hand  das  erste  Inte- 
srral  stets,  und  das  zweite  ist  nur  für  m  =  n  von  0  verschieden,  und 
zwar  dann  =  2;r.  Das  dritte  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
verschwindet  stets,  da  der  Integrand  sin  mx  cos  nx  eine  ungerade 
Function  von  x  ist.  Man  folgert  somit  aus  (2)  für  jede  nicht-negative 
ganze  Zahl  n: 


J 


f  (x)  cos  nx  dx  ==h„  ■  %. 


Die  Multiplication  der  Gleichung  (1)  mit  sin  nx  •  dx  führt  ver- 
möge Integration  zwischen  den  gleichen  Grenzen  —  it  und  -{-  jc  in 
entsprechender  Art  zur  Berechnung  der  Coefficienten  a„. 

Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  den  von  Fourier  a.  a.  0.  an- 
gegebenen Integralgestalten  für  die  Coefficienten  an,hn' 

+  rt  -\-n 

(3)         a„  =  —  I  f  (x)  sin  nx  dx  ,         ^n  =  ~  I  f  (^)  cos  nx  dx. 

—  n  — 7t 

Für  die  Brauchbarkeit  dieser  Formeln  ist  offenbar  erforderlich, 
dass  für  die  Function  f(x)  und  damit  auch  für  die  Producte  f(x)  sin  nx, 
f{x)cosnx  bestimmte  Integrale  (3)  überhaupt  existieren,  dass  also 
in  f(x)  eine  sogen,  „integrierhare  Function"  vorliege.  Diese  Voraus- 
setzung, welche  bei  den  für  die  Anwendungen  bislang  wichtig  ge- 
wordenen Functionen  erfüllt  ist,  soll  für  jede  weiterhin  in  Betracht 
kommende  Function  f  {x)  als  gültig  angesehen  werden. 

Wie  aber  die  andere  oben  gestellte  Bedingung,  dass  nämlich 
die  Reihe  (1)  zur  Berechnung  der  Integrale  f  f  (x)  cob  nx  dx  u.  s.  w. 
gliedweise  integriert  werden  dürfe,  in  Dirichlet's  Behandlung  der  Fou- 
rier'schen  Reihen  aufgelöst  wird,  soll  in  §  3  erklärt  werden.  Einige 
hierzu  nötige  Hilfssätze  werden  in  §  2  vorausgesandt. 

§  2.  Dirichlet's  Hilfssätze  zum  Ccnvergenztlieorein  der  Pourier'schen 

Beihen. 
Bildet  man  die  Gleichung: 

sin  (2Jc  -\-  l)u  —  sin  (2Jt  —  1)  m  =  2  sin  w  cos  2ku 
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f{jj.  ^  ,^  1    2   ■  ■  ■,  n  und  addiert  alle   n  so  entstehenden  Gleichungen, 
so  folgt: 

n 

(1^)  '^°  ^"rnt"^  -  1  =  2  ^  cos  2Ä;  z* , 


t=i 


Y  „  2 

rsin(2n  +  i>  ^,,  _  -    =  2  y    Tcos 
0  ^"^'^  " 


2]cudu 


Da  hier  jedes  der  rechts  stehenden  Integrale  einzeln  verschwindet,  so 
ergiebt  sich: 


/'sin  (2w  4-  l)w    ■;  TT 

\^J  ^  sm  u  2 

-    0 

Die  wesentlichste  Grundlage  für  die  Dirichlet'sche  Behandlung  der 
Fourier'schen  Reihen  wird  nun  geliefert  durch  folgenden 

Hilfssatz  I:  Ist  a  eine  dem  Intervall  0  <  a  <  y  angehörende  Zahl, 
und  bedeutet  (p{u)  eine  Function,  die  im  Intervall  0<u^a  eindeutig, 
stetig,  positiv  und  mit  u  niemals  gleichändrig  ist*),  so  gilt  die  Grenz- 
formel: 

a 
r      /   s    sin  (2 «  4-  1)  ■**  j  '^       /■f\\ 

(A)  hm.    /  cp  (u)  -    \.^l         du  =  -  <piO)  ■ 

71  =  CO   *-^ 

Der  etwas  umständliche  Beweis  dieser  Behauptung  lässt  sich 
folgendermassen  gliedern: 

1)  Unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden,  setze  man  zur 
Abkürzung: 


(3) 


I  w(u)  ^^-^ —  du  =  9n 

,;   ^^  ■'  sm  u 


Das  Integrationsintervall  werde  in  (Ä;  +  1)  durch 

^'  2«+  1  '      2  «  +  1  '      2n+  !'■■■'      2W  +  1' 
fixierte  Teilintervalle  zerlegt,  wobei  die  ganze  nicht-negative  Zahl  h  so 
gewählt  sein  soll,  dass 

2n  +  1  ^^—    2«  +  1 
zutrifft.     Setzt  man: 


*)  d.  h.  mit  wachsendem  tt  niemals  selber  wächst. 


I.   Fourier'sche  Reihen. 

2  n+  1 


(4)  <y.  =  (—  1)  J  <p{u)  — \^;    '-  du, 


V  n 
2n  +  l 


wobei  jedoch  für  v  ==  Je  die  obere  Integralgrenze  durch  a  ersetzt  werden 
soll,  so  ist  offenbar  jedes  0y  positiv,  und  man  hat  für  ^„  die  Dar- 
stellung: 

(5)  0„  =  (^0  —  ^1  +  ^2  —  (?3  H f-  (—  ^f^k  . 

Transformiert  man  Formel  (4)  in  die  Gestalt: 

7t 

2n  +  l 

so  folgt  aus  der  Eigenschaft  von  g)(u),  im  Intervall  O^w^a  mit  u 
niemals  gleichändrig  zu  sein,  die  Ungleichung  6^  >  <Sr  +  i  für  alle  In- 
dices  V  =  0,1,  •••,  Je  —  1. 

Hieraus  und  aus  der  Formel  (5)  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  für 
jeden  Index  2^  ^Jc  die  Ungleichungen  gelten: 

(6)  ^0  — 0^1  +   <?2 ^2;a-l<    ^„<^o  — <?l  +  <?2 h^2f.' 

2)  Diesen  Ansatz  specialisiere  man  für  den  zulässigen  Fall  cp(u)  =  l 
und  «  =  Y ,  wobei  Je  =  n  wird.  Bezeichnen  wir  die  specieUen  hier 
eintretenden  Integral  werte  <jy  etwa  durch  r^  und  berücksichtigen,  dass 

zufolge  (2)  gegenwärtig  das  Integral  0^  =  —  ^^'^^}  ^^  *^i^^  ^^  ^^^ll^ 
von  (6)  im  specieUen: 

(7)  tQ  —  t^  +  ^2 t2f,-i  <  Y<'ro— "^1  +  ^2 h  ^2/,, 

wo  2(1  in  derselben  Bedeutung  wie  unter  (6)  gebraucht  ist. 

3)  Da  g)(u)  im  ganzen  Intervall  des  Integrals  6y  nirgends  grösser 

^^®  ^  (2^1^^)  ^^*^  nirgends  kleiner  als  95  f^^-r^)  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  (4) 

Man  schliesst  hieraus  leicht  auf  die  Richtigkeit  von: 
^  (2J+1)  (^i'-i— "^0  ^  (?v-l  — (?v  • 

Wendet  man  diese  Bedingungen  auf  die  beiden  in  (6)  vereinten  Un- 
gleichungen für  0n  an,  so  folgt: 
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^'^  >  ^  (2^)  (^o-^x)  +  9P  (^)  (-2-^3) 

^n  <^(0)to-(p  ( J^l)   (^1-^2)  -  9>  (2^)   (^3-n) 

Da  aber  keiner  der  hier  vorkommenden  Werte   tp  (2^)   kleiner  als 
/_2i^\  igt  so  werden  um  so  mehr  die  beiden  folgenden  Ungleichungen 
richtig  sein: 

0.XP  (2^)  (■',—',  +  H-^^  +  ■■■  +  ^^/.-»-'^^."-i)  ' 

Unter  Vermittlung  von  (7)  schliessen  wir  von  hieraus  auf: 

(8)  T^&)-^-^&)<''- 

*.  <  f  ^  {&  +  ^(«)  -  ^  &)]  ^»  +  ^-  '^  (^-^')  • 

4)  Man  lasse  jetzt  die  ganze  Zahl  n  grössere  und  grössere  Werte 
annehmen  und  wähle  dabei  insbesondere  ^  stets  als  die  grösste  unterhalb 

ay2OT4-l    ggjgggj^g  ganze  Zahl,  so  dass  man  hat: 

(9)  lim.  ^  =  00  ,         lim.  ^^  =  0  . 


n=  CO 


Für  Tv  folgt  aus  (4),  indem  man  (p{u)  =  l  setzt: 


271+1 


Vit 


V  •^''  #    r,,-Ki    /O«    _1_    1    A   ly.    .    /Y'JA    =:   


^-  <  .     ,, j      /  '^^  (2w  +  1)  ^  •  ^^  =  i;^ 


sm 


^"^27Hri^  -2n  +  l 

2n  +  i 

woraus  man  für  v  =  2u  vermöge  (9)  den  Grenzwert  lim.  Tg^  =  0  ent- 
nimmt,  während  für  v  =  1  unter  Gebrauch  von  (7)  folgt: 


^  %    ,         ^  «    .     2      2W+1 
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Da  hiernach  r^  für  lim.  w  =  oo  unterhalb  einer  angebbaren  endlichen 
Zahl  bleibt,  so  haben  wegen  der  Stetigkeit  der  Function  (p(u)  die 
beiden  Ausdrücke,  zwischen  welche  der  Betrag  0„  in  den  Formeln  (8)  ein- 
geschlossen wurde,  für  lim.  w  =  oo  den  gemeinsamen  Grenzwert  ~  <piO). 
Hiermit  aber  ist  die  Gleichung  (A)  bewiesen. 

Hilfssatz  TL:  Ist  0<a<&^Y,  und  genügt  (p{iC)  im  Intervall 

a^u<.l)  den  heim  Hilfssatz  I  genannten  Bedingungen,  so  gilt  die 
Grenzformel : 

(B)  lim.  L{u)  ""^^!^+^)^  rf^.  =  0 . 

a 

Definiert  man  nämlich  die  Function  (p{u)  im  Intervall  0<u<a 
dahin,  dass  sie  daselbst  constant  =  (p{a)  sei,  so  hat  zufolge  (A)  jedes 
der  Integrale: 

ft  a 

/_,   s  8in(2«4-l)w  r        .  sin(2w+l)M    , 

0  0 

für  lim.  w  =  oo  den  Grenzwert  y  95(0).  Ihre  Differenz  hat  demnach  in 
der  That  den  Grenzwert  0. 

Zusatz  I:  Die  Formeln  (A),  (B)  ileihen  gültig,  falls  man  von 
der  Forderung,  (p(u)  sei  im  Integrationsintervall  überall  positiv,  absieht. 

Da  nämlich  cp(^u)  im  Intervall  überall  stetig  und  also  endlich  ist, 
so  kann  man  eine  positive  Constante  c  so  wählen,  dass  c  -j-  (p(u)  im 
Intervall  überall  positiv  ist.    Dann  knüpfe  man  z.  B.  für  Formel  (A)  an: 

,  rsin^2«-f-  1)  u               /ir«^'i?L(!!Hl^  ^„         /r.    r         r  ^1  sin  (2w  +  1)  «  , 
J         sinu        (i^^+j9>W ^^ du=l  |_C+  (p(u)\       \^^  ^  -du, 

0  0  0 

woraus  sich  für  lim.  w  =  00  ergiebt: 

U 

d.  i.  die  Gültigkeit  der  Formel  (A)  für  (p(u). 

Zusatz  II:  Man  kann  ferner  an  Stelle  der  Forderung,  (p{u)  sei 
mit  u  niemals  gleichändrig ,  die  entgegengesetzte  treten  lassen,  dass  (p(u) 
im  Integrationsintervall  mit  u  niemals  ungleichändrig  ist. 

Im  letzteren  Falle  gelten  nämlich  die  Formeln  (A),  (B)  für  die 
Function  —  cp(u)  und  also  zufolge  ihrer  Bauart  auch  für  g)(u). 

Hilfssatz  III:  Die  Formel  (A)  bleibt  gültig,  falls  die  Function  (p(u) 
im  Intervall  O^u^a  eindeutig  und  endlich  ist  und  ebenda  nur  endlich 
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viele  Maxima  und  Minima  besitzt,  sowie  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Unstetigkeitsstellen  (mit  endlichen  Sprüngen)  aufweist. 

Durch  die  Argumente  u  mit  den  Maximal-  und  Minimalwerten 
(f  (u)  sowie  durch  die  Unstetigkeitsstellen  ist  das  Intervall  0  <  w  ^  a 
in  endlich  viele  Teilintervalle  zerlegt.  Für  das  am  Punkte  u  =  0 
liegende  TeilintervaU  gilt  Formel  (A),  für  die  übrigen  Formel  (B). 
Die  Addition  dieser  einzelnen  Formeln  ergiebt  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung. — 

Ist  Uq  eine  Unstetigkeitsstelle  von  (p(u),  so  werde  symbolisch 
durch  (p{Uq  -\-  0)  resp.  ^(mo  —  0)  der  Grenzwert  der  Function  bei  An- 
näherung an  Uq  von  rechtsher  resp.  von  linksher  bezeichnet.  Im 
gleichen  Sinne  wird  man  den  in  Formel  (A)  gemeinten  Functionswert 
f  W  genauer  durch  <p  (-\-  0)  zu  bezeichnen  haben. 

Hilfssatz  IV:  Ist  ~  <ia^^,  während  übrigens  die  Voraussetzungen 

des  Satzes  III  erhalten  bleiben,  so  gilt: 

(A)  lim.f^(»r<^,-+'>"<;»  =  fy(+0), 

71=  OC^ 

0 

falls  a  <i3C  gilt;  dagegen  hat  man  für  a  =  n: 

(C)  lim.  fcpiu)  ""^^;^+^^"  du  =  ^[<p(+0)  +  <p  (:r-0)]. 

ü 

Man  hat  nämlich  gegenwärtig: 

7t  n 

a  2"  y 

/'    /  V  sin  (2 «  +  1)  M  ,  /*    ^  X  sin  (2  w  -{-  1)  M  ,  /*    .  .  sin  (2  n4-  1)  u  -, 

qp(n) — ^^-^ — ■ — —du=  I  w(u)  — ^-^ — ' — ^— du —  /  q)(u) —    .   '    ^    du, 
r  \  y         sin  u  I  y  \  /  gm  ^  t  -r  \  j         sin  m  ' 

0  0  u 

oder  wenn  im  letzten  Integral  u  =  tc  —  v  geschrieben  und  zugleich 
der  Grenzübergang  für  lim.  n  ==  oo  vollzogen  wird: 

n 

a  2 

,.        /*    .  .sin(2n+l)M  ,  n      /  i    a\   i  v        Cr  n  sin  (2w -f  1)  w  , 

hm.  /  y (u)        ^.^^  ^ du  =  -- y (-f  0) 4- hm.  /  cp{:t  —  v)      \^^        dv. 

0  TT  —  a 

Hieraus  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorangehenden  Sätze  die 
Behauptungen  des  Hilfssatzes  IV. 

§  3.    Dirichlet's  Convergenzthecrem  der  Fourier'schen  Reihen. 

Man  setze  jetzt  für  irgend  ein  x  des  Intervalles  —  n  ^x  ^  -\-  n 
die  unendliche  Fourier'sche  Reihe: 
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(1)  Y  ^0  +  ^1  ^^^  X  -\-\  cos  2x  4-  &3  cos  3a;  +  •  •  • 

-}-  «1  sin  a;  +  «2  ^i^  ^^  +  ^3  ^i^  ^^  4"  "  * ' 

an;  die  Coefficienten  sollen  in  Übereinstimmung  mit  (3)  pg.  4  durch: 
-frt  4-rt 

(2)  an  =  —  I  f{t)  sinnt  •  dt ,     hn  =  -^  1  f(f)  cos  w^  •  dt. 

—  n  —n 

gegeben  sein,  unter  f{x)  eine  gleich  näher  zu  bezeichnende  Funktion 
verstanden.  Die  Reihe  (1)  soll  auf  Convergenz  und  Summenwert 
untersucht  werden.  Man  verstehe  zu  diesem  Zwecke  unter  Sn  die 
Summe  der  (2w  -f-  1)   ersten  Glieder: 

Sn=-^\-\-h]_  cos  X  -\-  \  Q>OS  2x  -\-  •  •  '  -\-  hn  COS  UX 

-\-  «1  sin  X  -\-  a^Bin.2x  -\-  •  •  •  -\-  an  sin  nx. 
Trägt  man  für  die  a^,  hk  ihre  Werte  (2)  ein,  so  folgt: 

Sn  =  —  I  fit)   Y  4-  ^/(cos  ^^  COS  ]cx  +  sin  Ä^  sin  lex)    dt , 

+  ^  n 

Sn=^ff{t)  [I  +^cos  Ä;(^-a:)]  t^^ 

—  7t  *  =  ^ 

und  unter  Benutzung  von  (1)  pg.  5: 

+  7t 

r       8in(2w+l)^ 

—  TT 

Man  kann  hierfür  auch  schreiben: 

+  «  -n 

r        sm(2,.  +  l)^  /•        8in(2n+l)^ 

oder,  wenn  man  im  ersten  Integral  t  =  x-\-  2u,  im  zweiten  t  =  x  —  2v 
setzt: 

7t— X  7t+X 

(4)    S„=^  />(^+2^)^i^!L±i)-«f^  +1  /7(:r-2i;) !^-+iI^ 
^  ^  TT^  /VI         y         gm  ^  '    n  J  '  ^  -'         sin  v 


(?V. 


Um  auf  diese  Integrale  die  Hilfssätze  des  §  2  anwenden  zu  können 
formulieren  wir  folgende 
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Dirichlefsche  Bedingungen:  Die  Function  f{x)  soll  im  Inter- 
vall —  ^<x<-{-  7C  überall  eindeutig,  endlich  und  integrierbar  sein-^  sie 
soll  daselbst  höchstens  endlich  viele  Maxima  und  Minima  darbieten  und 
höchstens  endlich  viele  Unstetigkeitsstellen  (mit  endlichen  Sprüngen)  be- 
sitzen. 

Ist  nun  a;  4=  +  :t,  so  findet  auf  jedes  der  Integrale  in  (4)  für  lim.  w  =  oo 
die  Grenzformel  (A)  pg.  5  bez.  9  Anwendung;  man  gewinnt: 

(5)  lim.  5„  =  I  [f(x  +  0)  +  f(x  -  0)]  . 

Ist  hingegen  a;  =  +  ^  oder  —  7t,  so  ist  beide  Male  eines  der  In- 
tegrale in  (4)  gleich  0,  während  das  andere  nach  der  Grenzformel  (C) 
pg.  9  zu  berechnen  ist;  man  findet  in  beiden  Fällen: 

(6)  lim.  5„  =  I  [fiTt  _  0)  +  /•  (-  ;r  +  0)]  .  - 

Diese  Ergebnisse  gestatten  den  einfachsten  Ausdruck,  falls  man 
f  (x)  über  das  bisherige  Intervall  —  7t  ^x  ^-{-  7t  hinaus  für  un- 
beschränkt yeränderliches  x  definiert;  und  zwar  hat  man  zu  setzen: 

f{x)  =  f(x  ±  27t)  =f{x±4,7t)  =  ---, 

so   dass  fix)  eine  periodische  Function  mit  der  Periode  27t  wird.     Es 
wird  alsdann  die  rechte  Seite  von  (6)  z.  B.  für  a;  =  +  :r  in  der  Gestalt 

—  [f(7t  —  0)  -}-  f(7t  -\-  0)1    geschrieben    werden    können   und   sich    der 
rechten  Seite  von  (5)  unterordnen.     Wir  gelangen  solchergestalt  zu 

Dirichlet's  Convergenzsatz:  Jede  den  „Dirichlef sehen  Be- 
dingungen" genügende  periodische  Function  f(x)  von  der  Periode  2ä  ge- 
stattet die  Darstellung  durch  eine  convergente  Reihe  (1),  für  deren  Coeffi- 
cienten  das  „Lagrange-Fourier'sche  Integralgesetz"  (2)  gilt,  und  zwar  ist  der 
Summenwert  der  Reihe  für  jede  Stetigkeitsstelle  x  gleich  f{x),  für  jede 
Unstetigkeitsstelle  x  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  baden  Grenz- 
iverten  f(x-\-Q))  und  fix  —  0)*). 

§  4.    Zwei  Specialgestalten  Fourier'selier  Reihen. 

Ist  /  {x)  nur  für  das  Intervall  0  <  rr  <  jr  und  zwar  in  Überein- 
stimmung  mit   den  Dirichlet'schen  Bedingungen  gegeben,  so  liegt  es 

*)  Das  Ziel  neuerer  Entwicklungen  ist  gewesen,  zu  untersuchen,  inwieweit 
convergente  Reihen  von  der  Gestalt  (1)  für  solche  Functionen  existieren  mögen, 
welche  nicht  oder  nur  zum  Teil  den  Dirichlet'schen  Bedingungen  genügen.  Vergl. 
hierüber  z.  B.  die  Darstellung  in  Serret-Harnack,  Lehrbuch  der  Differential- 
und  Integralrechnung  (Leipzig,  1885)  Bd.  2,  Teil  1,  pg.  343. 
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besonders  nahe,  den  Definitionsbereich  der  Function  auf  das  Intervall 
—  ^  ^  ^  ^  0  dadurch  auszudehnen,  dass  man  entweder  /"( —  x)  =  —  f(x) 
oder  /"  ( —  x)  =  f  (x)  vorschreibt." 

Im  ersten  Falle  wird  man  für  die  so  vervollständigte  Function 
eine  Darstellung  (1)  pg.  10  gewinnen,  in  der  alle  Coefficienten  h  ver- 
schwinden; im  zweiten  Falle  werden  entsprechend  alle  Coefficienten  a 
verschwinden.  Man  erkennt  von  hieraus  leicht  die  Richtigkeit  des 
Satzes:  Eine  im  Intervall  O^x^Tt  definierte  und  den  Dirichlef sehen 
Bedingungen  daselbst  genügende  Function  lässt  sich  ebenda  durch  die  con- 
vergente  Fourier'sche  Reihe: 

(1)  f(x)  =  ttj  sin  X  -j-  a^  sin  2x  +  a^  sin  3x  -\-  •  ■  • 

darstellen,  und  zwar  ist  dabei: 


(2) 


^n  =  -^  I  f(t)  sin  nt  ■  dt ', 


sie  ist  gleichfalls  dortselbst  durch  die  convergente  Fourier'sche  Reihe: 

(3)  f(x)  =  y  b^  +  b^  cos  a;  +  &2  cos  2x -\- b^  cos  3x -\ 

darstellbar,  und  zwar  gilt  alsdann: 

(4)  bn==^Cf{t)coBnt-dt. 

0 

Jedoch  ist  hier  der  Zusatz  zu  machen,  dass  der  Summmwert  der  Reihe  (1) 
sowohl  im  Anfangspunkte  0  wie  Endpunkte  7t  des  Intervall  nur  dann  den 
richtigen  Funktionswert  liefert,  wenn  letzterer  gleich  0  ist. 

Die  Reihe  (1)  bezeichnen  wir  kurz  als  eine  „Fourier'sche  Sinus- 
reiJie"  und  entsprechend  (3)  als  eine  „Fourier'sche  Cosinusreihe". 

§  5.    Beispiele  Fourier'sclier  Reihen. 
1)  Die  im  Intervall  —7i<:x<7t  durch  f(x)  =  x  gegebene  ungerade 
Function  lässt  sich  durch  eine  Fourier'sche  Sinusreihe  darstellen,  deren 
Coefficienten  geliefert  werden  durch: 


a„=~  j)  sinnt -dt  =(--lf'^^.~. 

0 

Man  hat  also  im  Innern  des  genannten  Intervalles: 

(1)        x  =  2  (sin  X  —  y  sin  2x  +  ^  sin  3;r  —  ^  sin  4^  H )• 
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Allgemein  ist  der  Summen  wert  der  Reihe  durch  die  in  Figur  1 
stark  markierten  Geraden  und  Punkte  versinnlicht,  wenn  wir  hier  und 
weiterhin  zur  Veranschaulichung  unserer  Functionen  rechtwinklige 
Coordinaten  x  und  y  =  f{x)  benutzen. 


Fig.  1. 


Für  X  =^  gilt  die  Gleichung  (1)  und  liefert: 


=  1-4-  + 


7    ~    9  11  ^ 


2)  Die  im  Intervall  0<x<7C  durch  f{x)  =  ^  definierte  Function 
gestattet  die  Darstellung  durch  eine  Fourier'sche  Sinusreihe,  in  welcher: 


In  =  ~ßi 


sinnt -dt 


i  +  (-i) 


2w 


ist.     Man  hat  also  als  in  dem  genannten  Intervall  gültig: 


(2) 


sin  X  4-T  sin  ^x  -{-  —  sin  öx  + 


Versteht  man  unter  Sn(x)  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der 
einzelnen  Reihe,  so  ist  es  interessant  zu  beobachten,  wie  schnell  z.  B. 
im  vorliegenden  Falle  die  durch  y^  =  S^ix),  y^  =  S^{x),.  ..  dargestellten 
Curven  sich  der  dem  Summenwerte  der  Reihe  entsprechenden,  aus  lauter 
geradlinigen  Strecken  und  isolierten  Punkten  bestehenden  Curve  an- 
nähern.   Man  kann  hierbei  aus  der  einzelnen  Curve  die  nächstfolgende 

SlU  71/ cc 

stets  leicht  durch  „Composition"  mit  einer  einfachen  Sinuscurve  y  =  — ~ — 

herstellen;  hierbei  besteht  der  Process  der  Composition  zweier  gegebenen 
Curven  einfach  in  der  Herstellung  einer  neuen  Curve,  deren  Ordinate  beim 
einzelnen  x  gleich  der  „Summe"  der  zugehörigen  Ordinaten  der  gegebenen 
Curven  ist.  In  Figur  2  findet  man  für  das  Intervall  —  :r  ^  ic  ^  -f-  :r  die 
vier  ersten  Annäherungen  für  die  Reihe  (2)  zusammengestellt.  Die 
jeweils  punktierten  Curven  sind  die  zu  componierenden;  die  Annäherungs- 
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curve  ist  ausgezogen,  die  den  Summenwert  der  Reihe  (2)  darstellenden 
Geraden  und  Punkte  sind  stark  markiert*). 


;iC^"Clv  ''T^''Cj""T,~^ki^'ii^;^ 


'■si^:'-'- 


II  'T^-r- 


!-*'t-J  ^1  tOCj'' 


-^ 


Fig.  2. 


3)  Definieren  wir  eine  Function  für  das  Intervall  0^x^~  durch 
f(x)  =  X,  sowie  für  ~<x^7t  durch  f(x)  =7t  —  x,  so  ist  bei  der 
Entwicklung  in  eine  Fourier'sche  Sinusreihe: 


an  =  ~  j  tsmntdt-\-  -^  Utv  —  t)  sin  nt 


dt 


*)  Man  findet  diese  und  analoge  Figuren  sowie  eine  reiche  Auswahl  weiterer 
Beispiele  in  dem  Werk  von  W.  E.  Byerly,  „An  elementary  treatise  on  Fourier's 
series  etc."  (Boston  1893). 
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Die  Darstellung  der  vorgelegten  Function  f{x)  im  Intervall  0  -^x-^n 
ist  somit  zufolge  einer  leichten  Zwischenrechnung  gegeben  durch: 

(3)    fix)  =  -^  (sin  :r  —  y  sin  3a;  +  ^  sin  5a:  —  ^  sin  7a:  -I ). 

Da  hier  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  in  den  Nennern  auftreten,  so 
ist  die  Convergenz  der  Reihe  eine  besonders  schnelle.     Die  in  Figur  3 


Fig.  3. 


gezeichnete  Näherungscurve,  welche  der  Summe  der  ersten  vier  Glieder 
entspricht,  schliesst  sich  an  die  der  Function  y  =  f(x)  zugehörige 
Zickzacklinie  bereits  sehr  eng  an. 

Nimmt  man  in  (3)  für  x  speciell  — -,  so  folgt: 

W  Y  =  i  +  |,  +  v.  +  -^  +  ---- 

4)  Die  im  Intervall  —  tc  -^x  <.x  durch  f(x)  =  a;  •  sin  rr  gegebene 
gerade  Function  von  x  wird  sich  in  eine  Fourier'sche  Cosinusreihe  ent- 
wickeln lassen.     Für  dieselbe  gilt: 

7t  Jt  }t 

hn  =  —  1 1  sin  t  cos  nt  dt  =  —  j  t  sin  (w-j-l)  t  dt /  ^sin(w  —  l)tdtf 

0  0  0 

&i  =  — y,       &„  =  (— 1)""'^^^  für  w4=l. 

Man  hat  also  im  genannten  Intervall  die  Entwicklung: 

/-x             .               rw  / 1         cos  aj         cos  2a;     ,     cos  3a;         cos  4a;     ,  \ 

(o)    x-smx  =  2[--- r:3-  +  -TT4 3T5-+"| 

Für  X  =  Y  folgt: 

(6)  ^  =  1-^-1 -4-- --{-••'. 

^^  4  2~l-3         3.5~6-7         7-9~ 

5)  Wir  setzen  endlich  f(x)  =  cos  fix,  unter  ^  eine  beliebige 
positive  oder  negative,  jedoch  nicht   ganzzahlige  Constante  verstanden. 
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Diese  Function  gestattet  im  Intervall  —  7t<.  x  <.  -]-  7t  die  Darstellung 
durch  eine  Fourier'sche  Cosinusreihe,  wobei  der  Coefficient  &„  gegeben 
ist  durch: 

hn  =  —  I  COS  ^t  cos  nt  dt  =  —  I  [cos  (fi  -\-  n)t  -\-  cos  (^  —  n)t]  dt, 


1  rsin  (ft -j- *^) ''^  _i    sin  (/i — n)7t~\         ( — 1)"    .  2/a. 


1  rsin  (ft -j- «)  jr  j^  sin  (/i — wjjr"]        ( — 

"  T  L       f'  +  w  '  fi  — «       J  ff 


sm  fi:^;  -y- 


Es  gilt  hiernach  im  Intervall  — 7t  :^x  -^  -j-  :t  die  Darstellung: 

/r,\  2ti    .  r  1  cos  ä;     ,    cos2aj         cos  3  a;    ,         n 

(7)  cos^:r=-sin/t;rL— ,-^^,— ^  +  ^^,-^,-^^,-^,4-...] 

Setzt  man  x  =  7t  und  ersetzt  demnächst  ^  wieder  durch  x,  so  er- 
giebt  sich  die  Partialbruchreihe  für  cotg  Jtx: 

(8)  ^  cotg  „x=^,  +  ^^,  +  pi-^,  +  ^^,  +  .  .  .  . 

Aufgabe  1.  Man  entwickele  im  Intervall  0  •<«<»  die  Function /■(«;)=  o;' 
in  eine  Fourier'sche  Sinusreibe. 

Aufgabe  2.  Die  Function  f{x)  =  e'^  im  Intervall  0  <  a;  <  «  in  eine  Cosinus- 
reihe zu  entwickeln. 

Aufgabe  3.  Es  sei  f{x)  =  0  für— jr<ic<0  und  f(x)  =  x  für  0<a;<7r. 
Wie  lautet  die  zugehörige  Fourier'sche  Reihe"  de~ Gestalt  (1)  pg.  10?  "" 

Aufgabe  4.  Die  Function  sin  fix  für  das  Intervall  0<a;<3r  in  eine  Fourier- 
sche  Sinusreihe  zu  entwickeln. 

§  6.    Allgemeinere  Gestalt  der  Fourier'schen  Reihen. 

Man  setze  in  den  Formeln  der  §§  3  und  4: 

(1)  ^  =  T^i,      f(^)=f{T^i)-fiM, 

wobei  l  irgend  eine  positive  endliche  Grösse  bedeutet.  Das  Intervall 
—  ^^oc^-\-7t  liefert  dabei  für  x^  das  Intervall  —  l^x^^-\-l  Lassen 
wir  nach  Transformation  der  Formeln  (1)  und  (2)  pg.  10  die  Indices 
bei  der  Variabelen  x^  und  der  Function  /i  (a;^)  wieder  fort,  so  ent- 
springt folgender  allgemeinere  Ansatz  für  die  Fourier'schen  Reihen: 
Jede  den  „DiricJdef  sehen  Bedingungen"  im  Innern  des  Intervalls — l^x^-\- 1 
genügende  periodische  Function  f{x)  mit  der  Periode  21  gestattet  die  Bar- 
stellung in  Gestalt  einer  convergenten  Fourier'schen  Beihe: 

(2)  fix)  =  -1  ?,„  +  &^  cos  ^  +  \  cos  ^  +  &3  cos  ^  +  .  .  . 

4-  üy  sm  ---  +  «2  sm  -.-  +  a^  sm  -,-  -\ 
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(3)  a.  =  i-J>(0  sin  "^dt,         h  =  \Jf{t)  cos  ^  dt, 

—i  —i 

wobei  jedoch  an  jeder  JJnstetigkeitssteUe  der  Summenwert  der  Beihe  gleich 
dem  arithmetiscJien  Mittel  aus  den  beiden  Grenzwerten  f  {x  -\-  0)  und 
f{x  —  0)  ist. 

Die  besonderen  Theoreme  des  §  4  aber  kleiden  sich  in  folgende 
allgemeinere  Gestalt:  Eine  im  Intervall  0  ^x<l  definierte  und  da- 
selbst den  „Dirichlef sehen  Bedingungen"  genügende  Function  f{x)  lässt 
sich  ebenda  durch  die  convergente  Fourier'sche  Beihe: 

(4)  f{x)  =  «1  sm  -j-  -\-  «2  sm  — ^ f-  a^  sin  — ^ h  •  *  * 

darstellen  mit: 

i 

(5)  ^^  =  T  \f^^^  ^^^  ^nr  ^^' 


sie  ist  gleichfalls  in  diesem  Intervall  durch  die  convergente  Beihe : 
(6)      f(x)=^b,-\-b,co 
darstellbar,  in  welcher  gilt: 


(6)      f{x)  =  y  &o  +  &i  cos  ^  +  \  cos  -^  +  &3  cos  -^  +  •  • 


(7)  K  =  ~Jf(t) 


COS—y—  dt. 


mt(t — x)   ,, 
COS  — ^ — -  dt . 


Jedoch  ist  hier  wieder  der  Zusatz  zu  machen,  dass  die  Formel  (4)  für 
X  =  0  und  x  =  X  nur  dann  gilt,  falls  /"(O)  =  0  bezw.  /"(;r)  =  0  ist. 

§  7.    Die  Pourier'schen  Integrale. 

Trägt  man  in  (2)  §  6  für  a„,  &„  die  Integralausdrücke  (3)  ein,  so 
ergiebt  sich  unter  Zusammenfassung  jeweils  der  beiden  Grlieder  mit 
gleichem  Index  n: 

Diese  Formel  kann  man  mit  Benutzung  des  Umstandes,  dass  der 
Cosinus  eine  gerade  Function  ist,  auch  so  schreiben: 

n=— CO         _j 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  diese  Gleichung  auch  dann  noch  gültig 
bleibt,  wenn   l  über  alle   Grenzen  wächst.     Die  Summe  geht  alsdann, 

Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  2 
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indem  wir  -y-  =  m,  y  =  ^m   schreiben,    in    ein    Integral    über;    man 
gewinnt  nämlich: 

-1-00  -|-  00 

(1)  f{x)  =  ~l  {du  Cf{t)  cos  u{t  —  x)  dt)  . 

00  00 

Man  sagt,  es  handele  sich  in  dieser  Formel  um  die  Darstellung 
einer  „willkürlichen"  Function  f(x)  durch  ein  „Fourier'sches  Integral'^.  In 
der  That  kann  man  durch  eine  genauere  Untersuchung*)  feststellen, 
dass  die  Formel  ( 1 )  unter  gewissen  Voraussetzungen  betreffs  der  Function 
f(x)  eine  richtige  ist.  Hinreichende  Bedingungen  sind  z.  B.  die,  dass 
f(x)  eine  überall  stetige,  eindeutige  und  integrierbare  Function  ist,  die 
für  X  =  —  oo  und  37=4-00  verschwindet,  und  die  im  ganzen  nur 
endlich  viele  Maxima  und  Minima  aufweist. 

Zwei  specielle  Fourier'sche  Integralformeln  schliessen  sich  an  die 
Gleichungen  (4)  und  (6)  §  6  an.  Man  gewinnt  für  alle  positiven 
Werte  von  x: 

00  CO 

(2)  f(x)  =  —  /  (du  I  f(t)  sin  ux  sin  ut  dt)  , 

0        0 

00        00 

(3)  f(x)  =  —  I  (du  I  f(t)  cos  ux  cos  ut  dt)  . 

0        0 

Bei  Ausdehnung    auf  negative   x  erweist  sich   die  in   (2)    dargestellte 
Function  f(x)  als  ungerade,  die  in  (3)  dargestellte  als  gerade. 

§  8.    Physikalische  Anwendungen  der  Fourier'schen  Keihen  und 

Integrale. 

1)  Das  bereits  in   der  Einleitung  zum  vorliegenden   Kapitel  ent- 
wickelte   Problem    der    Saitenschwingung   werde    für   den    Fall  gelöst, 

dass  die  Gestalt  der  Saite  zur  Zeit 
^  =  0  die  in  Fig.  4  angegebene  ist. 
Es  erscheint  hier  also  die  Saite  an 
der  Stelle  x  =  a  etwa  durch  einen 
Stift  abseits  gezogen.  Zur  Zeit 
t  =  0  denke  man  den  Stift  fort- 
Fig.  4.  genommen    und     die    Saite    ihrer 

eigenen  Spannkraft  überlassen.    Es 
ist  die  Frage,  wie  sich  die  Saite  bewegen  wird. 

*)  Siehe  hierüber  z.  B.   das  pg.  11   genannte  Werk   von  Serret-Harnack, 
pg.  371  ff. 
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Die  pg.  2  mit  f  (x)  bezeichnete  Function  ist  liier  für  das  Intervall 
0  <^x-^l  definiert,  unter  l  wie  oben  die  Saitenlänge  verstanden;  und 
zwar  haben  wir: 

f{x)  =  —  X  für  0  -^x-^a,    f{x)  =  b  j—-  für  a-^x^l, 

wenn  hierbei  &  die  zu  a;  =  a  gehörige  Ordinate  der  Saite  zur  Zeit 
^  =  0  ist.  Da  ferner  eine  Anfangsgeschwindigkeit  für  keinen  Punkt 
der  Saite  vorliegt,  so  haben  wir  für  g  (x)  in  (2)  pg.  2  die  Constante  0 
einzutragen. 

Wir  lösen  nun  unsere  Aufgabe  dadurch,  dass  wir  eine  Function 
y  =  F  (x,  t)  angeben,  welche  die  Gestalt  der  Saite  zu  jeder  beliebigen 
Zeit  t  darstellt.  Als  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  pg.  1  setzen 
wir  diese  Function  in  der  pg.  2  unter  (4)  gegebenen  Gestalt  an: 

y  =     >    UJLn  COS  — j—  t  -\-  On  SIU  — =—  tj  SIU  -j-  X. 

n  =  X 

Die  zunächst  noch  unbekannten   Coefficienten  a„,  &„  werden   auf 
folgende  Art  aus  den  Anfangsbedingungen  bestimmt. 
Man  hat  zur  Zeit  ^  =  0: 

CO 

y=  F{x,0)=  f{x)  =^  an  sin  ^ x, 

n  =  1 

und  also  ergiebt  sich  aus  dem  Ansätze  (5)  p.  17*): 

i 

an  =  -j  I  /  (^)  sm  — p  ds, 

0 
a  l 

2        &/*.W7tS,       ,2  b        ^f^  V      .      mis    ^ 

«»  =  T  •  tJ  ^  sm-p^s  +  -j  .  p-^J  G  -  s)  %m-^ds, 

ü  a 

2&Z*  .     nna 

Sin 


a(Z  — a)««7r*  l 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  &„  knüpfen  wir  an: 

/  \        loy\  na  "vn     ,      .    mt 

^  ^^)  =  (wj.=o==  -r2  ""^^  sin  T  ^  • 

n=l 

Da  nun  g(x)   constant  gleich  null  ist,   so  erkennt  man  mit  Hilfe  von 
(5)  pg.  17,  dass  alle  Coefficienten  &„  verschwinden. 

Die  Bewegung  der  Saite  ist  hiernach  durch  folgende  Formel  dar- 
gestellt: 


*)  Wir  haben  hierbei  zur  "Vermeidung  von  Verwechslungen  mit  der  Zeit 
die  Integrationsvariabele  t  durch  s  ersetzt. 

2» 
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CO 

2hP       "K^  1     •     nna         nncct    .     nitx 

n  =  l 

Es  handelt  sich  hiernach  um  eine  periodische  Bewegung;  die  Dauer 

2Z 
einer  einzelnen  Schwingung  ist  t=—  *)• 

2)  Ein  anderes  wichtiges  Gebiet  der  Anwendung  der  Fourier'schen 
Reihen  und  Integrale  ist  die  Theorie  der  Wärmeleitung. 

Wir  denken  z.  B.  den  gesamten  rechts  von  der  y^-Woene  eines 
rechtwinkligen  dreiaxigen  Coordinatensystems  gelegenen  unendlichen 
Raum  durch  eine  Substanz  erfüllt,  welche  nach  allen  Richtungen  hin 
die  Wärme  gleichmässig  zu  leiten  fähig  ist**).  Die  Verteilung  der 
Temperatur  rj  sei  eine  solche,  dass  zur  Zeit  ^  ==  0  jeweils  in  allen 
Punkten  der  einzelnen  Ebene  x  =  Const.  eine  und  dieselbe  Temperatur 
herrscht;  7]  wird  demnach  allein  von  x  abhängig  sein  und  möge  zur 
Zeit  ^  =  0  durch  die  willkürlich  zu  wählende  stetige  Function  rj  =  f{x) 
gegeben  sein.  Für  x  =  0  werde  f(x)  =  0,  und  es  sei  eine  Anordnung 
getroffen,  dass  die  Temperatur  der  Grenzebene  x  =  0  unseres  Körpers 
dauernd  auf  der  Temperatur  0  erhalten  bleibe.  Welches  wird  nach 
Verlauf  einer  beliebigen  Zeit  t  die  Temperaturverteilung  im  Körper  sein? 

Die  Änderung  der  Temperatur  ij  wird  eine  solche  sein,  dass  auch 
nach  Verlauf  einer  beliebigen  endlichen  Zeit  rj  von  y  und  2  unab- 
hängig, d,  i.  wieder  für  alle  Punkte  der  einzelnen  Ebene  x  =  Const. 
selber  constant  ist.  Es  stellt  hiernach  die  Temperatur  rj  eine  Function 
allein  der  Coordinate  x  und  der  Zeit  t  dar;  und  zwar  ergiebt  eine  ein- 
gehendere Untersuchung,  dass  diese  Function  rj  =  F{x,  t)  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  genügt: 

in  welcher  a^  eine  von   der  Natur  der  Substanz   abhängende  positive 
Constante  ist. 

Der  Differentialgleichung  (2)  genügt  nun  die  Function: 

unter  u  eine  beliebige,  von  x  und  t  unabhängige   Grösse   verstanden. 


*)  Vergl.  wegen  der  akustischen  Bedeutung  dieser  und  ähnlicher  Entwick- 
lungen H.  Helmholtz,  „Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen"  (Braunschweig, 
1877)  pg.  604  ff. 

**)  Man  sehe  wegen  einer  ausführlichen  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
sowie  namentlich  betreffs  des  Beweises  der  im  Texte  unter  (2)  mitgeteilten 
Differentialgleichung  die  pg.  1   genannten  Vorlesungen  B.  Riemann's  pg.  117ff. 
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Da  wir  aber  wieder  mit  einer  homogenen  linearen  Gleichung  (2)  zu 
thun  haben,  so  ist  auch 

Q—a^u'-t  gij2  ^x  ■  ^  (u)  du 

ein  Integral  von  (2),  unter  il){u)  eine  beliebige  Function  von  u  und 
unter  du  das  Differential  von  u  verstanden.  Es  werden  aber  auch 
Summen  solcher  für  verschiedene  u  gebildeten  Ausdrücke  die  Differential- 
gleichung (2)  befriedigen',  und  wir  setzen  insbesondere  die  gesuchte 
Function  tj  als  eine  solche  Summe,  nämlich  als  das  folgende  Inte- 
gral an*): 

ij  =  /  e-«'w*'  sin  ux  •  f{u)  du. 

0 

Für  t  =  0  soll  nun  ij  ==  f{x)  werden.     Man  hat  also  zu  fordern: 

CO 

f{x)  =  I  sin  ux  •  ip{u)  du, 

0 

während  andrerseits  zufolge  (2)  pg.  18  der  Ansatz  gilt: 

CO  oo 

f(x)  =  —  /  (sin  ux  •  du  i  f{s)  sin  us  ■  dsj  . 

ü  0 

Der  Vergleich  dieser  beiden  Darstellungen  von  f  (x)  liefert: 

CO 

f  (ti)  =  —  I  f(s)  sin  US  ■  ds 

0 

und  damit  die  gesuchte  Function: 

rj  =—  j  (e-«"-"*'  sin  ux  j  f(s)  sin  us  •  ds'j  du. 

0  0 

Wechseln  wir  hier  die  Reihenfolge  der  Integrationen: 

CO  cc 

»2  =  —  /  (f(s)  ds  I  e-  "'' "° '  sin  ux  sin  us  •  duj, 

0  0 

so  lässt  sich  die  Integration  nach  u  ausführen.     Man  hat  erstlich: 

*)  Da  es  sich  im  Texte  nur  um  die  Ausführung  eines  Beispiels  handelt,  so 
unterbleibt  eine  genaue  Untersuchung  der  Frage,  inwieweit  die  Zulässigkeit  der 
gezogenen  Schlussweise  etwa  an  Voraussetzungen  über  die  Functionen  ip  (u)  und 
f{x)  gebunden  ist. 
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fj  =—  f(f(s)  ds  je- «' "' '  (cos  u  {x — s)  —  cos  u  (x -}-  s))  duY 

V  0 

Hier  aber  lässt  sicli  die  sogleich  zu  beweisende  Gleichung: 
(3)  Ce-i""'  cos  qudu  =  yVj 


anwenden,  vermöge  deren  wir  für  rj  das  Ergebnis  gewinnen: 

0 

Um   aber  die  Formel  (3)  zu  beweisen,  setzen  wir,  unter  r  einen 
Parameter  verstanden: 


00. 

1  e"  ^"^  cos  rx  dx  =  (p  (r). 


Durch  Differentiation  nach  dem  Parameter  r  folgt: 

00 

e    ^  sm  rx  •  x  dx  = 5-^-^  • 

dr 

0 

Andrerseits  folgt  durch  partielle  Integration: 

/e~'^'^  cos  ra;  dx  =  —  e~^''  sin  ra;  -] 1  e~^''  sin  ra;  •  x  dx. 
r                        ^   rJ 

Setzt  man  hier  die  Grenzen  0  und  +  00  ein,  so  ergiebt  sich  unter  Be- 
nutzung der  beiden  letzten  Gleichungen: 

(p{r)  = y-^  • 

T  \  y  r      dr 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  für  q)  (r)  ergiebt: 

(pif)  =  C  ■  e     "^  , 

wo  C  eine  von  r  unabhängige  Constante  ist.     Zur  Bestimmung  von  G 
setzen  wir  r  =  0  und  finden: 


C 


00 


das  hier  auftretende  Integral  pflegt  man  in  den  elementareren  An- 
wendungen der  Integralrechnung  zu  behandeln.  Um  aus  der  damit 
bewiesenen  Formel: 
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I  e"'"' COS  rxdx  =  yV^  ^    * 

0 

endlich  die  obige  Gleichung  (3)  abzuleiten,  führe  man  Stelle  von  x 
die  neue  Integrationsvariabele  u  vermöge  x  =  uyp  ein  und  schreibe 
tYp  =  q*). 

*)  Weitere  Beispiele  von  i^hysikalischen  Anwendungen  der  Fourier'schen 
Reihen  und  Integrale  findet  man  u.  a.  in  dem  pg.  14  genannten  Werke  von 
Byerly. 


Zweites  Kapitel. 

Kugel-  und  Cylinderfnnctionen. 

Die  in  diesem  Kapitel  zur  Behandlung  kommenden  Functionen 
weroen  in  verschiedenen  Gebieten  der  mathematischen  Physik  sowie 
auch  in  der  Astronomie  gebraucht.  Zur  Einführung  ist  es  zweck- 
mässig, an  den  Begriff  des  Potentials  solcher  Kräfte  anzuknüpfen, 
welche  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Massenanziehung  gehorchen. 

Es  mögen  n  materielle  Punkte  der  Massen  %,  m^, .  .  .  ^  nin  im 
Räume  fest  gegeben  sein,  und  es  seien  die  Coordinaten  des  ¥^^  Punktes 
dieses  Systems  in  einem  rechtwinkligen  dreiaxigen  Coordinatensystem 
durch  «i,  hk,  Ck  bezeichnet.  Diese  n  materiellen  Punkte  mögen  nach 
dem  Gravitationsgesetze  von  Newton  anziehend  auf  einen  beweglichen 
Angriffspunkt  der  Coordinaten  x,  y,  z  wirken,  dem  wir  der  Einfachheit 
wegen  die  Masse  1  erteilen.  Die  Entfernung  r^  des  Angriffspunktes 
vom  ¥^^  Punkte  des  Systems  ist: 


(1)  n-  =  y{x-a^J-\-{y-\y^-iz-  c,)^. 

Wir  bilden  nun  die  mit  dem  Angriffspunkte  {x,  y,  z)  veränderliche 
Summe: 

(2)  F(^,,,.)=^  +  ^  +  ...  +  f= 


und  bezeichnen  dieselbe  nach  Gauss*)  als  das  „'Potential  des  gegebenen 
Massensystems".     Bereits  Lagrange**)  kannte  die  erste  Grundeigen- 

P  TT"        Ci  TT 

Schaft  dieser  Function  V,  dass  ihre  drei  partiellen  Ableitungen  j-jV-, 

dV  ^       ^ 

-^   den  nach   den  Axen  genommenen   Componenten   der  auf  den  An- 


*)  Siehe  die  1840  erschienene  Abhandlung  ^.Allgemeine  Lehrsätze  in  Be- 
ziehung auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden 
Anziehungs-  und  Abstossungskräfte" .     Gauss'  Werke  Bd.  5  pg.  195. 

**)  Vergl.  den  Aufsatz  „Sur  Vequation  seculaire  de  la  lune"  in  den  „Memoires 
de  l'acad^mie  des  sciences"  (Paris,  1773)  oder  „Oeuvres"  t.  6  pg.  349. 
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griffspunkt  wirkenden  Anziehungskraft  gleich  sind;  und  Laplace*) 
stellte  1787  die  nach  ihm  benannte  partielle  Differentialgleichung: 

auf,  welche  für  jeden  von  den  Punkten  nik  verschiedenen  Punkt  (x,  y,  z) 
richtig  ist**). 

Auch  die  Ausdehnung  dieses  Ansatzes  auf  den  Fall,  dass  die  an- 
ziehenden Massen  Teile  des  Raumes  continuierlich  erfüllen,  hat  schon 
Lag  ränge***)   ausgeführt.     Hier  tritt  an   Stelle   der   Summe  (2)  das 
Integral: 
(4)  r(x,y,.)=f-^, 

WO  dm  ein  Element  der  anziehenden  Masse  und  r  dessen  Entfernung 
vom  Angriffspunkt  (x,  y,  z)  ist,  während  das  Integral  über  die  ge- 
samte anziehende  Masse  auszudehnen  ist.  Die  oben  genannten  Grund- 
eigenschaften des  Potentials  bleiben  hier  erhalten,  wenn  wir  an  der  An- 
nahme festhalten,  dass  der  Angriffspunkt  ausserhalb  der  anziehenden 
Masse  gelegen  ist. 

Bei  Untersuchungen,  welche  mit  dem  Potential  von  „Punkten  auf 
einer  festen  Kugelfläche"  zusammenhängen,  wurden  nun  Legendre 
vermutlich  zu  Beginn  der  achtziger  Jahre  vorigen  Jahrhunderts****) 
und  Laplace  1782f)  zur  Einführung  einer  Gattung  neuer  Functionen 
geführt,  welche  wir  nach  Gauss  ff)  als  „Kugelfundionen"  bezeichnen. 
Die  Definition  und  die  Grundeigenschaften  dieser  Kugelfunctionen  sollen 
in  dem  vorliegenden  Kapitel  entwickelt  werden.  Wir  haben  dabei 
neben  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  auch  noch  Polarcoordi- 
naten  im  Räume  zu  benutzen.     Die  letzteren  sollen  gleich  zu  Anfang 

*)  Cf.  „Memoire  sur  Ja  theorie  de  Vanneau  de  saturne"  in  den  „Me'moires  de 
l'academie  etc."  (Paris,  1787)  oder  „Oeuvres"  t.  11  pg.  278. 

**)  Die  Beweise  dieser  Behauptungen,  welche  übrigens  auf  Grund  der  Formeln 
(1)  und  (2)  leicht  durchführbar  sind,  findet  man  in  jedem  Lehrbuche  der  Potential- 
theorie; man  vergl.  etwa  R.  Clausius,  „Die  Potent ialfunction  und  das  Potential", 
3.  Aufl.  (Leipzig,  1877)  oder  P.  G.  Lejeune-Dirichlet,  „Vorl.  über  die  im  um- 
gekehrten Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte",  herausgegeben 
von  Grube,  2.  Aufl.  (Leipzig,  1887). 

***)  An  der  bereits  oben  genannten  Stelle. 
****)  Seine   bezüglichen  Veröffentlichungen  finden  sich  in  den  „Mdmoires  des 
savants  ätrangers"  (Paris  1785). 

t)  Vergl.    die   Abhandlung   „Theorie   des  attractions  des  spheroides"  in  den 

„Me'moires  de  l'academie  des  sciences"  (Paris,  1782)  oder  „Oeuvres"  t.  10  pg.  362. 

tt)  Siehe    den   letzten   Teil    eines   von    Gauss    verfassten   Referates  in   den 

Göttingischen  gelehrten  Anzeigen  vom  10.  Jan.  1828,  Gauss'  Werke  Bd.  6  pg.  648. 
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des  Kapitels  eingeführt  werden;  und  es  soll  insbesondere  die  Laplace'sche 
Differentialgleichung  (3)  auf  Polarcoordinaten  transformiert  werden*). 

Es  kommen  in  der  theoretischen  Physik  und  Astronomie  noch  ver- 
schiedene Gattungen  von  Functionen  vor,  welche  mit  den  Kugelf  unctionen 
nahe  verwandt  sind.  Am  leichtesten  ist  von  den  Kugelfunctionen  aus 
der  Übergang  zu  den  sogenannten  „Cylinderfunctionen^^  zu  gewinnen, 
welche  ihren  Namen  daher  tragen,  weil  sie  beim  Potential  des  Cylinders 
eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die  Kugelfunctionen  beim  Potential  der 
Kugel. 

Historisch  treten  die  Cylinderfunctionen  zuerst  in  Fourier's 
Untersuchungen  über  Wärmeleitung**)  auf.  Noch  nachhaltiger  wirkte 
der  Gebrauch,  den  Bessel  von  diesen  Functionen  bei  Lösung  der  sogen. 
Kepler'schen  Aufgabe  machte,  d.  i.  der  Aufgabe,  aus  der  mittleren  Ano- 
malie eines  Planeten  die  exentrische  Anomalie  desselben  zu  berechnen***). 
Die  fraglichen  Functionen  werden  dieserhalb  vielfach  auch  als  „Bessel- 
sche  Functionen"  bezeichnet. 

Die  Grundeigenschaften  der  Cylinderfunctionen  und  die  Lösung 
der  Kepler'schen  Aufgabe  vermittelst  derselben  sollen  unten  behandelt 
werden. 

Für  das  ausführliche  Studium  der  Kugelfunctionen  und  der  mit 
ihnen  verwandten  Functionen  sei  auf  E.  Heine 's  „Handbuch  der  Kugel- 
functionen"**^*') verwiesen.  Kürzer  und  an  Anwendungen  reich  ist  das 
schon  im  vorigen  Kapitel  mehrfach  genannte  Werk  Byerly's  „An 
elementary  treatise  on  Fourier's  series  and  spherical,  cylindrical  and 
ellipsoidal  }iarmonics"f). 

§  1.    Polarcoordinaten  im  Baume. 

Die  rechtwinkligen  Raumcoordinaten  x,  y,  z  sollen  wie  in  Fig.  5 
angeordnet  sein.     Die  positiven  Axenrichtungen  OX,  OY,  OZ  sind  hier 


*)  In  dieser  auf  Polarcoordinaten  bezogenen  Gestalt  wurde  die  fragliche 
Differentialgleichung  von  Laplace  sogar  zuerst  aufgestellt;  siehe  die  schon  ge- 
nannte Abhandlung  in  den  „Memoires  de  l'academie  des  sciences"  (Paris,  1782), 
„Oeuvres"  t.  10  p.  362. 

**)  Gesammelt  in  der  „Theorie  analytique  de  la  chaleur"  (Paris,  1822). 
***)  Siehe  die  Abhandlungen  Bes sei's  „Analytische  Behandlung  der  Kepler- 
schen  Aufgabe"  in  den  „Abhandlungen  der  Berliner  Akademie"  von  1816—1817 
pg.  49  und  „Untersuchungen  über  den  Teil  der  planetarischen  Störungen,  welcher 
aus  der  Bewegung  der  Sonne  entsteht"  in  den  „Abhandlungen  der  Berliner  Akademie" 
von  1824  pg.  1. 

****)  Zwei  Bände,  2.  Aufl.  (Berlin  1878  und  1881). 
t)  Boston,  1893. 
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mit  Pfeilen  versehen.    Denkt  man  k^    g 

die  :c^-Ebene  mit  der  Ebene  des 
Papiers  zusammenfallend,  so  soll 
die  positive  i/- Richtung  die  dem 
Leser  abgewandte  sein. 

In  der  y^- Ebene  nehme  man 
den  Nullpunkt  0  zum  Pol  und 
die  positive  i/-Axe  zur  Axe  eines 
Systems  von  Polarcoordinaten  (),  9?,  ^^' 

so   dass  z.  B.  für  den  Punkt   ^ 

dieser  Ebene  die  Coordinaten  ^=  OQ  und  9)  =  -^  QOY  sind. 
hat  alsdann: 
(1)      y  =  q  cos  9),      ^f  =  p  sin  9),      q  =  V/  +  ^^      tg  9)  =  ~  , 

und  es  sind  9  und  9?  variabel  in  den  Intervallen  (>^0,  0<9)<2:c. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Raumes  mit  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z  fälle  man  das  Lot  YQ  auf  die  ?/^- Ebene.  Hat 
der  Fusspunkt  Q  desselben  die  Polarcoordinaten  q,  (p,  so  bezeichnet* 
man  x,  q,  (p  als  „Cylindercoordinaten"  des  Punktes  P.  Durch  eine 
einzelne  Gleichung  q  =  Const.  ist  in  der  That  ein  gerader  Kreiscylinder 
mit  der  x-Axe  als  Axe  dargestellt. 

Um  zu  den  Polarcoordinaten  im  Räume  zu  gelangen,  setzen  wir 
noch  den  „Radius  vector"  r  =  OP  des  Punktes  P  hinzu,  sowie  den 
Winkel  -0- =  <^  POX,  welchen  dieser  Radius  vector  gegen  die  posi- 
tive x-Axe  bildet.  Hierbei  gilt  q  =  r  sin  -O-,  und  es  sind  r  und  d- 
variabel  in  den  Intervallen  r  ^  0,  0  ^  O-  ^  ::r.  Man  bezeichnet  aber 
r,  &,  (p  als  die  „Polarcoordinaten"  von  P.  Dabei  heisst  0  der  „Pol" 
und  die  bisherige  positive  x-Axe  die  „Polaraxe"  des  Systems;  der 
durch  y>0  charakterisierte  Teil  der  a;^-Ebene,  welcher  eine  durch 
die  X-Axe  berandete  „Halbebene"  darstellt,  heisse  die  „Polarebene"  des 
Systems. 

Der  Zusammenhang  der  rechtwinkligen  mit  den  Polarcoordinaten 
ist  gegeben  durch: 

(2)  X  =  r  cos  d-,       y  =  r  sind-  cos  q),       ^  =  r  sin  ■9-  sin  9); 

(3)  r  =  yx'-\-y'  +  0\       tg^  =  5V±£!^       tg  9,  =  ^  • 

Man  veranschauliche  sich,  dass  durch  r  =  C,  unter  C  einen  va- 
riabelen  Parameter  verstanden,  das  System  aller  concentrischen  Kugeln 
um  den  Pol  dargestellt  ist.  Weiter  liefert  d-  =  C  das  Büschel  aller 
Kreiskegel  mit  der  Polaraxe  als  Axe  und  dem  Pol  als  Spitze,  und  end- 
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lieh  stellt  (p  =  C"  das  Büschel  aller  Halbebenen  dar,   welche  durch  die 
Polaraxe  und  ihre  Rückwärtsverlängerung  berandet  sind. 

Auf  der  einzelnen  der  eben  genannten  Kugeln  hat  man  in  %■  und 
(p  ein  Coordinatensystem,  welches  der  geographischen  Ortsbestimmung 

auf  der  Erdoberfläche  entspricht. 
Wir  fassen  hierbei  den  Schnitt- 
punkt der  Polaraxe  mit  der  Kugel- 
fläche als  den  „Nordpol"  der  letz- 
teren auf,  so  dass  der  durch  die 
2/^-Ebene  ausgeschnittene  grösste 
Kugelkreis  der  „Äquator"  wird.  Es 
wird  alsdann  %•  die  „Poldistanz"  und 
q)  die  „Länge"  darstellen,  Bezeich- 
nungen, die  gelegentlich  gebraucht 
werden  sollen;  durch  Q^  =  C  ist 
j,ig  g  ein  „Parallelkreis",  durch  cp  =  C' 

ein„Meridianhalbkreis"dargestellt, 
.wenn  hierbei  C,  C  constante  Grössen  sind. 

Die  drei  oben  genannten  Flächenbüschel r=C,xt=C', (p=-C" liefern 
eine  Einteilung  des  ganzen  Raumes  in  unendlich  kleine  rechtwinklige 
Parallelepipeda.  Eines  derselben  werde  eingegrenzt  durch  die  beiden 
Kugeln  der  Radien  r  und  r  -f-  dr,  die  beiden  Kegel  der  Poldistanzen  %■ 
und  ^  -}-  dO',  sowie  die  beiden  Meridianebenen  der  Längen  cp  und  (p  -{-  dcp. 
Der  Volumeninhalt  dieses  Raumelementes  sei  dr-^  die  auf  der  Kugel- 
fläche des  Radius  r  gelegene  Grundfläche  desselben  habe  den  Flächen- 
inhalt dö,  so  dass  jedenfalls  dt  =  dr  ■  d0  ist. 

Zur  Bestimmung  des  Oberflächenelementes  da  aber  dient  Fig.  6, 
wo  dasselbe  durch  Schraffierung  ausgezeichnet  ist.  Man  hat  mit  einem 
uuendKch  kleinen  Rechteck  zu  thun,  dessen  eine  Seite  der  zum  Centri- 
winkel  dO'  gehörige  Bogen  des  Kreises  vom  Radius  r  ist,  während  die 
andere  Seite  der  zum  Centriwinkel  dcp  gehörige  Bogen  auf  dem  Parallel- 
kreise des  Radius  r  •  sin  0-  ist.  Der  Inhalt  des  Rechtecks  ist  hiernach 
rdx^  •  r  sin  ^  d(p.  Wir  merken  als  Resultat  an:  Bei  Gebrauch  von 
Polarcoordinaten  r,  -0-,  95  stellen  sich  das  Baumelement  dt,  sowie  das 
auf  der  Kugel  des  Badius  r  gelegene  Flächenelement  da  wie  folgt  dar: 
(4)  dt  =  r^  sin  ^  dr  dd-  dcp,     da  =  r^  sin  d-  d^  dcp . 

Wir  lösen  gleich  noch  die  Aufgabe,  den  Winkel  cj  zwischen  zwei 
Radien  vectoren  r  =  OB  und  r'  =  ÖY'  zu  bestimmen.  Die  Polar- 
coordinaten der  Punkte  P  und  B'  seien  r,  -9-,  cp  und  r',  %•',  <p',  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  gleichen  Punkte  x,  y,  z  und  x  ,  if,  z' . 
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Drückt  man  das  Quadrat  der  Entfemang  PF'  einmal  durch  x,y,---z', 
sodann  durch  r,  r',  (o  aus,  so  folgt: 

(a;  _  ^y  +  {y  —  y'y  +  {2  — /f  =  r' -{-  r''  —  2rr'  cos  co. 

Mit  Hülfe  der  ersten  Relation  (3)  pg.  27  folgt  hieraus  weiter: 
rr'  cos  CO  =  xx  +  yy'  +  ^^', 

so  dass  der  Gebrauch  der  Formeln  (2)  zu  dem  Satze  führt:  Der  Winlel  ca 
zwischen  irgend  zwei  vom  Pol  ausziehenden  Strahlen  der  Coordinaten  &,  cp 
und  &',  (p'  bestimmt  sich  aus: 
(5)  cos  CO  =  cos  ■9-  cos  Q'  +  sin  d-  sin  %•'  cos  {(p  —  cp'). 

§  2.     Transformation  der  Laplace'sclien  Dififerentialgleicliung  auf 
Cylinder-  und  Polarcoordinaten. 

Die  Laplace'sche  Differentialgleichung  (3)  pg.  25  soll  zunächst  auf 
Cylindercoordinaten  x,  q,  (p  transformiert  werden;  es  sollen  also  an 
Stelle  von  y  und  z  die  Variabelen  q  und  tp  eingeführt  werden,  deren 
Beziehung  zu  y  und  z  durch  die  Gleichungen  (1)  pg.  '21  gegeben  ist. 
Man  hat  erstlich: 

W  dy        Bq  dy    '    d(p  dy 

Aber  bei  partieller  Abänderung  von  y  allein  folgt  aus  (1)  pg.  27 : 

dy  =  dQ  cos  cp  —  Q  sin  cp  d(p,     0  =  ap  sin  90  +  ()  cos  (p  dq), 

so  dass  sich  aus  (1)  ergiebt: 

dV        dV                    dV  sin  cp 
K—  =  ^—  cos  OD  —  5 

dy        CQ         ^       0(p     Q 

Bei  nochmaliger  Differentiation  nach  y  folgt,  wenn  man  sogleich 
die  Formeln  (2)  benutzt: 

a«F                        a    /             dV         sinqp  aF\          sinqp    d    /^^„^^^         sinqp  aF\ 
^  =  cos9D^-(cosg.-^--^^) Tä^r'^^  """?"« 

oder  explicite: 

d^V  i      d^V        jjsin^cosqp    d^V      ,    sin'qpg^F 

^  =  cos  9^-^  —  2 — ^^      a7ä^+    Q^    dcp' 

^^  sin*  qp  aF  _,     cj  sin  qp  cos  qp  dV  _ 
'        Q       dQ    '  Q^         dcp 

Auf  analoge  Weise  findet  man: 


30  n.    Kugel-  und  Cylinderfunctionen. 

a*F  _    .    2      d^    ,    o  sin  y  cos  cp    d^V      ,    cosV  g»  F 

dz^  ^  gp*  "'  e  dg  dcp  ~^     Q^     dcp^ 

^^cos^(p^V        fj  sin  qp  cos  9  2 F 

Die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  liefert: 

Fügt  man  noch  die  partielle  Ableitung  ^— ^  hinzu,  so  ergiebt  sich 
als  Gestalt  der  Laplace' sehen  Differentialgleichung  in  Cylindercoordinaten: 
(4)  ^+|!I+^^  +  l|I  =  o. 

Der  Übergang  zu  Polarcoordinaten  erfordert  den  Ersatz  von  x 
und  Q  durch  r  und  -O-  vermöge  der  Formeln: 

X  =  r  cos  ■9' ,     ()  =  r  sin  ^ . 

Diese  sind  den  Gleichungen  (1)  pg.  27  vollkommen  analog  gebaut. 
Wir  werden  somit  aus  der  eben  zuletzt  unter  (3)  angegebenen  Regel 
sogleich  ablesen  können: 

dx*  "•    ae*  ~  gr*  "T"  y8  ^^2  "i     r   8r' 
Andrerseits  findet  man: 

8V^dVdrdVd&_dV.  .aFcos«- 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  liefert  somit,  wenn  wir  noch  den 
Factor  r^  zufügen: 

Unter  Zusammenziehung  der  zwei  ersten  Glieder  und  ebenso  der 
beiden  letzten  findet  man  als  Gestalt  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung bei  Zugrundelegung  von  Polarcoordinaten: 

Setzt  man  zur  Abkürzung  cos  0' =  ft,  so  wird  sin -9- aO- =  —  d^;  die 
Gleichung  (5)  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 

§  3.    Die  Legendre'schen  Kugelfunctionen  P„  (cos  O"). 
Im   Nordpol    der   Kugel    des    Radius   1    um    den    Pol    0  unseres 
Polarcoordinatensystems  finde  sich  ein  materieller  Punkt  der  Masse  1. 


Legendre'sche  Kugelfunctionen  P^(cosO').  31 

Das  Potential  desselben  auf  einen  beliebigen  Angriffspunkt  der  Co- 
ordinaten  (r,  &■,  qp)  und  der  Masse  1  werde  durch  die  besondere  Be- 
zeichnung T  ausgezeichnet.  Man  hat  nach  der  Definition  (2)  pg.  24 
des  Potentials: 

(1)  T=  .. ^^ =-■ 

^  H-j/l  — 2rcos^4-  r* 

Die  Weiterentwicklung  entspringt  aus  der  Aufgabe^  den  Ausdruck 
von  T  nach  Potenzen  von  r  zu  entwickeln. 

Man  nehme  zu  diesem  Ende  zunächst  r  <  1  an  und  setze 

—  ^  _-! 

r  =  (1  —  re^O    '2  •  (1  __  re-»^)    "2. 

Jeder  der  beiden  Factoren  rechter  Hand  lässt  sich  alsdann  in  eine 
wegen  r  <  1  convergente  Binomialreihe  entwickeln,  und  zwar  wird  der 
erste  Factor*): 

(1  —  r  e*')     ^  =  «0  ~f"  0^1  *'6'*'  +  a^r^e^^'  -f-  a^r^e^^'  ~\~  '  '  '  t 
wo  die  Coefficienten  ccq,  cc^,  •  •  •  folgende  Bedeutung  haben  sollen: 

Man  trifft  nun  den  richtigen  Wert  von  T  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen der  Wurzel  "j/l  —  2  r  cos  &•  -f-  r^,  wenn  man  setzt: 

T  =  (kq  -\-  a^re^^  -{-  a^r^e^^'-  +  • ' ')  (^0  4"  «i**e~^'  +  a^r^e~'^  ^'-j — '•). 

Multipliciert  man  rechter  Hand  aus  und  ordnet  nach  ansteigenden 
Potenzen  von  r,  so  entspringt  als  Coefficient  von  r"  der  folgende  hin- 
fort durch  P„  (cos  %■)  zu  bezeichnende  Ausdruck: 


*)  Dies  soll  heissen,  dass  einer  der  beiden  Werte  der  an  sich  zweideutigen 

Function  (1  — re"*')  2  durch  den  Summenwert  der  rechts  stehenden  convergenten 
Entwicklung  gegeben  ist.     Findet  der  Leser  eine  Schwierigkeit  im  Gebrauch  der 

_  j 
binomischen  Entwicklung  für  {^  —  z)  2  bei  complexem  2,  so  lässt  sich  der  An- 
satz des  Textes  so  bestätigen:  Ist  der  durch  |2;|  zu  bezeichnende  absolute  Betrag 
von  z  kleiner  als  1,  so  ist  die  Reihe  {a^ -\- a^z  ■\- a.^z^ -\ — )  convergent.  Be- 
rechnet man  die  zweite  Potenz  des  Summenwertes  dieser  Reihe  nach  der  Regel 
der  Multiplication  zweier  convergenten  Potenzreihen,  so  zeigt  sich: 
K  -f  a^^;  -f  ttj  0«  +  «s  03  _| )s  ===  1  _|_  2  4-  0*  -f  03  _| 

Die  hier  rechts  stehende  für  jedes  reelle  oder  complexe  z  mit  j  0  |  <]  1  convergente 
Reihe  hat  aber  in  der  That  den  Summenwert  (1  —  z)^^ .  Übrigens  vergl.  man 
die  Angaben  des  nächst  folgenden  Kapitels  über  Potenzreihenentwicklungen  com- 
plexer  Funktionen. 
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(3)  P„  (cos 'S-)  =  Uq  an  cos  nd'  -\-  a^  ccn-i  cos  (w  —  2)  O- 

-|-  «2  cCn-2Cos(n  —  4)  ■9--I f-  a„_i%cos( — n-\-2)d'-{-cCnCCQC0s{ — n)d-. 

Der  hiermit  gewonnene  Ausdruck  wird  in  seiner  Abhängigkeit  von  &  als 
die  „Leg endre' sehe  Kugelfunction  n*^"  Ordnung''  bezeichnet,  eine  Benennung, 
welche  später  motiviert  wird. 

Explicite  schreibt  sich  die  Definitionsgleichung  (3)  der  Kugel- 
function Pn  (cos  -O")  nach  Division  durch  «(,«„  so: 


(4) 


l.'S.b..(2n-l)  ^"  ^^^^  ^^ 


=cosW'9'+—  •  TT- — — tCOs(w — 2)'0'-{-T— r  •  7X- ~~—-zzGos(n — 4)'9- 

'     1      {2n — 1)         ^  ^       '1-2     (2w  —  l){2n  —  3)         ^  ^ 

,    1-3-5  n(n  —  l){n  —  2)  ,  n\  o.     \  \  r         \  o. 

+  .     o    o  •  T^ 7V7S ox  /o    V\   COS  (W 6)  ■9'  +  •  •  •  +  COS  ( —  w)  %. 

'     1-2-3     (2w  — l)(2w  —  3)  (2w  —  5)  ^  -^  '  i  V  / 

Für  die  niedersten  Zahlwerte  n  findet  man  insbesondere: 


(5) 


Po  (cos -9)  =  1, 

Pj  (cos  %■)  =  cos  d", 

P2  (cos  -9)  =  -^  (3  cos  2^  -f  1), 

Pg  (cos  -O-)  =  i-  (5  cos  3-9'  +  3  cos  d'), 

P^  (cos  «9)  =  ^  (35  cos  4-9'  +  20  cos  2-9  -f  9), 


Ist  r  >  1,  so  setze  man  Gleichung  (1)  in  die  Gestalt: 
rT=  ^ 


+  lA-^)cos^+(l)' 

Es  wird  sich  hiernach  r  T  in  eine  convergente  Reihe  nach  ansteigenden 

Potenzen  von  —  entwickeln  lassen,  wobei  der  Coefficient  von  (— j    wieder 

P„  (cos  9')  wird.  Unter  Zusammenfassung  beider  Fälle  merken  wir  das 
Resultat  an:  JDas  oben  bezeichnete  Potential  T  gestattet  für  r  <  1  die 
convergente  Entwicklung: 

(6)  r=Po(cos'9)  +  Pi  (cos^)  -r  4-  Pg  (cos'9)  -r  ^  +  P3  (cos9')  -r^  +  •  •  •, 

wo  Pn  (cos  9')  die  Legendre' sehe  Kugelfunction  n*^''  Ordnung  ist;  für 
r  >  1  tritt  an  Stelle  von  (6)  die  convergente  Beihe: 

(7)  T=Po(cos^)-i-  +  P,(cos^)i  +  P2(cos^)l+P3(cos^)^-f.... 

Ist  d-'  =  7C  —  -9,  so  ist  cos  9-'  =  —  cos  ^9  und  cos  vd''  =  ( — l)''cos  vd-. 
Man  folgert  daraufhin  z.  B.  aus  (3): 


Legendre'sche  Kugelfunctionen  P^  (cos'O').  SB 

(8)  P„(— C0S'^)==(— l)"P„(cos^). 

Die  sämtliclien  Coefficienten  UkCCn-k  in  (3)  sind  positiv.  Da  nun 
der  einzelne  Cosinus  höchstens  gleich  1  und  mindestens  gleich  —  1 
ist,  so  ist  Fn  (cos  &)  stets  auf  das  durch  die  beiden  Werte: 

+  {a^Kn  +  «iW  _  1  +  «2  ««  -  2  + h  «n<^o)  =  +   ^n  (1) 

eingegrenzte    Intervall    beschränkt.       Man    hat    aber    zufolge    (1)    für 
cos  %■  =  1  und  etwa  r  <  1 : 

T  =  — ^  =  1  +  r  +  r^  +  r^  +  r*  H , 

so  dass  P„  (1)  =  1  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  als  eine  stets  gültige  Un- 
gleichung: 

(9)  —  1<  Pn  (cos  ^)  ^  +  1. 

§  4.    Differentialgleichung  der  KTigelfuncticnen  P„  (ft).     Zweite  Dar- 
stellung derselben. 

Als  Potential  genügt  T  der  Differentialgleichung  (6)  pg.  30;  und 
da  T  von  g?  unabhängig  ist,  so  hat  man  (unter  Wiederaufnahme  der 
Abkürzung  cos  %  =  n): 

r'W  +  U'-^'^W)-'- 

Trägt  man  hier  etwa  unter  der  Annahme  r  <  1  für  T  die  Ent- 
wicklung (6)  pg.  32  ein  und  ordnet  die  linke  Seite  wieder  nach  an- 
steigenden Potenzen  von  r,  so  ergiebt  sich: 


(1)  ^r^[(n  +  l)nP„i^)  +  f^{{l-^i-  ,^    ,j 

w  =  0 


0. 


Bei  beliebig  fixiertem  stehenden  Werte  ^i  muss  diese  Gleichung  für 
alle  r  <  1  richtig  sein.  Daraus  geht  hervor,  dass  notwendig  der 
Coefficient  jeder  Potenz  r"  einzeln  verschwinden  muss*).  Man  hat  also 
als  Ergebnis:  Die  Function  Pn  (fi)  ist  ein  Integral  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(2)     .  „(„  +  1)P„«  +  |^((1_^^)^')  =  0, 

der  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

*)  Denn  es  liegt  auf  der  linken  Seite  von  (1)  die  für  das  Intervall  0<;r'<l 
gültige  Mac-Laurin'sche  Entwicklung  derjenigen  Function  f{r)  vor,  welcEe  da- 
selbst zufolge  der  rechten  Seite  von  (1)  constant  den  Wert  0  besitzt. 
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(3)  (l_^«)™_2^^'  +  «(»  +  l)P,W  =  0. 

Diese  Differentialgleielmng  soll  bei  einer  zweiten  Darstellung  der 
Kugelfunctionen  P„  Verwendung  finden.  Um  diese  neue  Darstellung 
der  P„  zu  gewinnen,  knüpfen  wir  an  den  Umstand,  dass  die  Cosinus 
der  Vielfachen  von  ^  durch  die  höheren  Potenzen  von  cos '9'  aus- 
gedrückt werden  können.     In  der  That  hat  man: 

2«-!  cos»  ^  =  Y  (^*'  +  e-^0"  =  ^^^  ^^^  +  (i)  cö^  (n~2)d'-] , 

cos  n^  =  2»-i  cos" -9- —  (^]  cos  (w  — 2)  ^  ^  (Jl)  GOs{n  —  A)d' . 

Drückt  man  rechter  Hand  cos  (n  —  2)  ■9'  entsprechend  durch  cos"  ~  ^  ■9' 
und  cos  (n  —  4)  -9 ,  •  •  •  aus  und  fährt  analog  fort,  so  folgt  für  alle 
positiven  ganzen  Zahlen  n: 

(4)  cos  »^-9  =  2"  - 1  cos"  "9  +  q  cos"  -2-9  +  ^2  cos"  -  ^  -9  -| , 

wobei  die  Werte  der  Coefficienten  q,  ^2? "  '  '  nicht  näher  bestimmt  zu 
werden  brauchen. 

Ersetzt  man  nunmehr  in  der  Darstellung  (4)  pg.  32  von  P„  die 
Cosinus  der  Vielfachen  von  -9  nach  der  soeben  unter  (4)  angegebenen 
Regel  durch  ihre  Ausdrücke  in  Potenzen  von  fi  =  cos  -9,  so  folgt, 
wenn  man  die  ganze  Gleichung  noch  durch  2"  teilt: 

l-3-5--'"(2n-l)  ^''  ^^^  =  i^"  +  ^1  ^''~'  +  «2  ^""-^  +  ■•■> 

WO  %,  ci^y  '  '  '  ^on  /*  unabhängige  Coefficienten  sind.  P„  (jit)  ist  hier- 
nach eine  ganze  rationale  Function  n^^'^  Grades  von  ^,  die  je  nachdem 
nur  Potenzen  mit  geraden  oder  nur  solche  mit  ungeraden  Exponenten 
enthält. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a^,  «2?  '  *  '  benutzen  wir  nun 
die  Differentialgleichung  (3),  der  mit  P^  {^)  auch  die  rechte  Seite  der 
letzten  Gleichung  genügt.  Tragen  wir  die  hier  stehende  ganze  Function 
w*®°  Grades  von  [i  in  (3)  ein,  so  ergiebt  sich,  falls  man  wiederum  nach 
Potenzen  von  ^  anordnet: 

^fin-2)c~-2^ci,{n—2'k){n—2h—l)-i-ak+i(2Jc-{-2)(ßn—2Jc—l)]=0 

i=0,l,2,-- 

als  eine  für  jeden  Wert  [i  gültige  Gleichung;  hierbei  hat  man  a^  =  1 

zu  nehmen  und  die  Summation  bis  Ic  =  — - —  bez.  — - —  auszudehnen,  ie 

2  2  '  -^ 

nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     Es  ergiebt  sich,  dass  der  Coef- 

ficient  jeder  einzelnen  Potenz  von  ^  verschwinden  muss: 
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a,  {n  —  21c)  (n  —  2]c  —  l)  +  ak+x{2k  +  2)  (2n  —  2Ä;  —  1)  =  0; 

hiermit   aber    ist    eine   Recursionsformel    gewonnen,    aus    der    wir  die 
sämtlichen   a   von   aQ=  1    an   berechnen   können.     Die   Legendre'sche 
Kugelfunction  n^^''  Ordnung  Pn  stellt  sich  in  yu  als  ganze  rationale  Function 
w'*"  Grades  dar: 
rM       p  .   ^       l-3-5---(2n-l)r  n{n-l)  ,      n{n-l)(n-2){n-3) 

{ö)       rnK^ii)—  -^^  [_^         2(2n  — 1)^        ^2-4.(2«-l)  (2w  — 3)f* 

_  n{n-l){n-  2)  (»^  -  3)  (n  -  4)  (»^  -  5)  (.    ,  "j 

2  •  4  •  6  •  (2  w  —  1)  (2  w  —  3)  (2  «  —  5)     ^^  i"  J  ' 

it;o&a  <?ie  m  der  Klammer  stehende  Beihe  durch  das  Bildungsgesetz  ihrer 
Coefficienten  von  seihst  hei  ^^  resp.  ^^  aufhört. 

In  den  niedersten  Fällen  gelten  folgende  specielle  Formeln: 


(6) 


PM  = 

1,      A 

(fi)  =  [i, 

PM- 

|(V- 

-1), 

PÄ^)  = 

1  (V^  - 

3ft), 

PM- 

1  (35ft*  - 

-30^2  +  3), 

§  5.    Satz  über  die  "Wurzeln  der  Gleichung  P„  {x)  =  0. 

Man  verstehe  unter  x  eine  unbeschränkte  reelle  Veränderliche  und 
definiere  Bnipc)  aus  Gleichung  (5)  §  A,  indem  man  dortselbst  fi  durch 
X  ersetzt.  Durch  binomische  Entwicklung  und  nachherige  wiederholte 
Differentiation  erkennt  man,  dass  sich  die  ganze  rationale  Function  P„  (x) 
in  Gestalt  einer  w'*"  Ableitung  so  ausdrücken  lässt: 

(1)  Pn(x)=-^^-^ ^^. 

^  ^  ^  ^         2"-w!  dx"" 

Aus  dieser  Formel  können  wir  einen  bemerkenswerten  Schluss  auf 
die  Lösungen  der  Gleichung  n^^^  Grades  P„  (x)  =  0  ziehen. 

Eine  ganze  rationale  Function  g(x)  ist  mit  ihren  sämtlichen  Ab- 
leitungen für  alle  endlichen  Werte  x  stetig;  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum von  g(x)  kann  demnach  nur  unter  Verschwinden  der  Ableitung 
g' (x)  eintreten.  Ein  einzelner  Wert  x  heisse  ein  Nullpunkt  von^(a;), 
falls  für  denselben  g  (x)  =  0  ist.  Da  zwischen  zwei  Nullpunkten  von 
g  (x)  wenigstens  ein  Maximum  oder  Minimum  dieser  Function  liegt, 
so  liegt  zwischen  denselben  auch  wenigstens   ein  Nullpunkt  von  g'  (x). 

Diese  Überlegung  wende  man  auf  die  Function  g  (x)  =  (x^  —  1)** 
an.      Die   Ableitung  g'  (x)   hat  wenigstens   einen  Nullpunkt  im  Inter- 

3* 
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vall  —  1  <ix  <  -j-  1,  und  da  g'  (x)  sowohl  iür  x  =  —  1  als  x  -= -^  1 
im  Grade  {n  —  1)  verschwindet,  so  treten  weitere  Nullpunkte  überhaupt 
nicht  auf.  Durch  Wiederholung  des  gleichen  Schlussverfahrens  findet 
man,  dass  g"{x)  zwei  Nullpunkte  im  Intervall  —  1  <^<-|-l,  jedoch 
keinen  einzigen  ausserhalb  desselben  hat.  Indem  man  in  der  gleichen 
Weise  bis  zur  n^^""  Ableitung,  d.  i.  bis  2"  •  w!  P„(^),  fortfährt,  ergiebt 
sich  als  Resultat:  Die  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung  n''"  Grades 
p^^  (x)  =  0  sind  sämtlich  reell  und  im  Intervall  —  1  <  a;  <  -|-  1  gelegen. 
Dieser  Satz  kommt  für  die  niedersten  Fälle  n  in  der  am  Schlüsse 
des  Kapitels  angefügten  Tafel  der  Werte  der  zugehörigen  Functionen 
P„  (ft)  direkt  zum  Ausdruck. ,  Die  Tafel  bezieht  sich  freilich  nur  auf 
das  Intervall  0  <  /i  <  1 5  doch  schliesst  man  von  hieraus  auf  das  Inter- 
vall —  1  ^  f*  <  0  sofort  vermöge  der  Relation  P„  ( —  fi)  =  ( —  1)"  P„  (ft), 
die  in  (8)  p.  33  gewonnen  wurde. 

§  6.    Recursionsformeln  für  die  runctionen  P„  ((i). 

Istr<  1,  so  gilt  zufolge  (6)  pg.  32: 

{1-2 ^r  +  r^r^  =  Po  {(i)  +  P,  (/.)  r  +  P,  (jt)  r'  +  P,  {^)  r'  +  --.. 

Durch  Differentiation  nach  r  folgt  hieraus: 

, ^-^         =  PM  +  2P,(^)  r  +  3P3(^)  r^  +  ^PM  r^  +  •  •  •  • 

(1  — 2(tr  +  r^)^ 

Durch  Combination   dieser  beiden  Gleichungen  schliesst  man  auf  die 

Gültigkeit  von: 

(l  —  2^r  +  r')  (Pi(^)  +  2P,{ii)r  +  3P3  iii)r'  +  •  •  •) 
+  (r  -  ^)  (Po(/t)  +  Pi(^)  r  +  P,(^)  r^  +  ..•)  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  bei  Anordnung  nach  ansteigenden  Potenzen  von 
r  folgende  Gestalt  annimmt: 

^  rn  [(,,  _f_  1)  P„  +  i(^)  -  {2n  +  1)  iiPn  Ca)  +  nPn-x(^)]  =  0. 

n  =  0 

Wie  oben  schliessen  wir  hier  wieder,  dass  der  Coefficient  jeder  Potenz 
von  r  verschwinden  muss.     Die  Legendre' sehen  Kugelfunctionen  je  drei 
auf  einander  folgender   Ordnungen  sind  hiernach  durch  die  Becursions- 
formel  verknüpft: 
(1)        (n  +  1)  P„+i(itt)  —  (2w  +  1)  ^P„  (^)  +  nPn-i(ii)  =  0. 

Vermöge  dieser  Formel  kann  man  die  am  Schlüsse  des  Kapitels 
mitgeteilte  Tafel  der  Werte  von  P^,  P^,  •  •  •  P^  leicht  auf  die  Functionen 
P7,  Pg,  •  •  •  ausdehnen. 
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An  die  Recursionsformel   (1)   reihen   wir  auch  noch  die  folgende 
Gleichung  an: 

Den  Beweis  derselben  kann  man  auf  die  Formel  (1)  pg.  35  gründen. 
Zufolge  derselben  ist: 

d^  d(t, 

Die   rechte  Seite    dieser    Gleichung  zieht  sich  nach  kurzer  Zwischen- 
rechnung auf: 

2n  +  l  r[(,'-in  _  (2«  +  1)  P.(p) 

zusammen,  womit  Gleichung  (2)  bewiesen  ist. 

§  7.    Zwei  Integralgestalten  für  die  Functionen  Fnifi)' 
Indem  man  unter  a  und  b  zwei  reelle  Zahlen  versteht,  von  denen 
a  >  0  ist,  setze  man  das  Integral  an: 

dr\ 


ß 


a-\-ib  cos  j] 


0 

Dasselbe  ist  näher  erklärt  durch: 


TT  n  n 

/dr\  /'        adri .,    /*_cos_?j^7]__ 

a  +  i&cosrj   ~J  a«  +  &*cos«73        *y  a«  +  ö^cos^tj  " 

ü  0  0 

Das  zweite  dieser  Integrale  verschwindet;  denn  man  hat: 

n  tt 

TT  T  2 

/'     cosTjdrj        r     cos  7]  dri /'     cos  t;  dri 
ÖHT^cos^^  ~J  fl»  +  6*  cos*  Tj       J  a^-\-h^  cos*  rj  ' 

0  0  7t 

und  hier  erweist  sich  das  letzte  Integral  nach  Ausführung   der  Sub- 
stitution ri  =  n  —  2;  als  gleich  mit  dem  ersten  Integral  der  rechten  Seite. 
Durch  weitere  Umwandlung   des  ersten  Integrals  auf  der  rechten 
Seite  von  (1)  folgt: 

C*        dr\  _  r (idn ^  /  adtgn 

J  a -j-ib  cos  n       J  (o«  +  b^  cos*  tj  +  a*  sin«  tj       J  («*  +  ^*)  +  «*  ^g*  tj  ' 
0  0  •?  =  <» 
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Bestimmt  man,   dass  das  Vorzeichen  von  "j/a^  +  &^  positiv  genommen 
werden  soll,  so  findet  man  durch  Ausführung  des  letzten  Integrals: 


7t 

a  +  *6  cos  7]         ya*  +  6*   [^^^  ^  V^H^^V. 


Im  Integrationsintervall  durchläuft  das  Argument  der  Function  arc  tg 
alle  Werte  von  0  bis  +  cx>  und  weiter  von  —  oo  bis  0.  Der  Wert 
der  Klammer  rechter  Hand  ist  hiernach  -{-  jf,  man  hat  also: 


(2)  /. 


dri 


+  i&cos73        ya'-\-b^ 


Hier  trage  man  nunmehr  ein: 


,2 


a  =  1  —  fir,      h  =  —  r]/!  —  ^^ 

Da  (i  =  cos  -O"  absolut  <,  1  ist,  so  werden  die  an  a  und  h  zu  stellenden 
Bedingungen  jedenfalls  erfüllt  sein,  wenn  r  <  1  angenommen  wird. 
Die  Gleichung  (2)   aber  liefert  alsdann  mit  Rücksicht  auf  (1)  pg.  31: 


"'-fz 


dr\ 


[ir  —  r  cos  rj  Y^i^  —  1 


Man  kann  nun  das  hier  rechts  stehende  Integral  auch  so  behandeln, 
dass  man  zunächst  den  unter. dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  r  entwickelt  und  dann  erst  die  Inte- 
gration ausführt.     Auf  die  Weise  folgt: 

3t  T  =  ^  "^r^Ji^  +  cos  rj  y^i^::^)"  dij'j  . 

n  =  0  0 

Der  Vergleich  mit  der  Entwicklung  (6)  pg.  32  für  T  liefert  als 
erste  Integralgestalt  der  Function  Pn(^): 

n 
(3)  P„(^)  =  ~^{^  +  cos  ri  y^aTZn)-  ^^ .  _ 

u 

Nehmen  wir  ferner  zwar  /x^  1,  aber  /Ar  >  1  an,  so  ist  es  statt- 
haft in  (2)  einzutragen: 


Man  gewinnt  so: 


a  =  \ir—\,       &  =  ryi— ^2 

^T=C ^^^  —  . 

J  (ir-{-r  cos  nVl^^  —  1  —  1 
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Entwickelt   man  unter  dem  Integral  nach  fallenden  Potenzen  von 
r  und  integriert  die  entstehende  Reihe  gliedweise,  so  folgt: 

dt] 


^  T  -^  Y  V  (f,  +  cos  ril/,y:^iy_ 


Da  aber  diese  Entwicklung  von  T  mit  derjenigen  in  (7)  pg.  32 
übereinstimmen  muss,  so  entspringt  als  eine  meite  Integraldarstellung  der 
Function  Pniy): 

(4)  ^•«=^/ö:  '^ 


,  -f-  cosTjyft* 


§  8.    Allgemeiner  Begriff  einer  Kugelfunction  der  w*°''  Ordnung. 
Ein  materieller  Punkt  der  Masse  1   sei  auf  der  um  den  Pol  0  mit 
dem  Radius  1   beschriebenen  Kugel  an  beliebiger  Stelle  (1,  ^',9?')  ge- 
legen.    Das  Potential  T  dieses  Punktes  auf  einen  beliebigen  Angriffs- 
punkt (r, -^j  9)),  dessen  Masse  gleichfalls  1  ist,  stellt  sich  durch: 


(U  T  =  ^      

^  ^  y  1  —  2  r  cos  CO  -f  r* 

dar;  dabei  ist  'o   der  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  der  Coor- 
dinaten  -9-,  cp  und  &',  9?',  und  man  h^t  nach  (5)  pg.  29: 

(2)  cosc3  =  cosO'-cos'9''  +  sin^cos9)-sind''cos9'+sin'9-sin9)-sinO-'sin9)'. 

Man  fasse  T  bei  stehenden  &\  cp'  als  Function  von  r,  »,  (p  und 
entwickele  etwa  unter  der  Annahme  r  <  1  nach  Potenzen  von  r.  Der 
Coefficient  P„  (cos  co)  von  r"  wird  eine  Function  von  d-  und  cp  allein 
und  werde  als  solche  X«  (0',  <p)  genannt: 

(3)  r  =  ^X,(^,g))r\ 


w  =  0 


Aus  dem  Bildungsgesetz  der  Functionen  P„  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (2),  dass  X„  eine  ganze  rationale  Function  w**^»  Grades  der  drei 
Grössen : 

(4)  I  =  cos  0-,       rj  =  sin  #  cos  cp,       t  =  sin  -9-  sin  cp 

ist,  welche  bei  gleichzeitigem  Zeichenwechsel  dieser  drei  Argumente, 
d.  i.  beim  Übergange  von  ^,  cp  zn  jt  —  d-,  cp  -{-  7t  den  Factor  (—  1)'^ 
annimmt: 

(5)  X„  (;r  —  ^,  9?  +  Jt)  =  (—  1)«  X„  (^,  cp). 

Als  Potential  genügt  T  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  (5) 
pg.  30.     Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  in  die  genannte  Differential- 
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gleichung  für  T  seinen  in  (3)  rechter  Hand  gegebenen  Ausdruck  ein- 
trägt, die  Gleichung: 

2'»-  [«(«  +  1)X.  +  5^^  ^  (sin  *  1|")  +  -J^^!]  =  0. 

7t  =  0 

Wie  früher  schliesst  man,  dass  diese  nach  Potenzen  von  r  entwickelte 
Reihe  nur  dann  beständig  mit  0  identisch  sein  kann,  wenn  der  Coeffi- 
cient  jeder  Potenz  von  r  einzeln  verschwindet.  Es  folgt  somit,  dass 
X„('9',  q))  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt: 

(6)        n{n  -f  1)  X„-f  J^  4  fsin  ^  ^)  -f  J^  Z^  =  0 . 

Wir  erweitern  nun  diesen  Ansatz  in  folgender  Weise:  Als  eine 
Kugelfunction  n*^''  Ordnung  Xn('d',  (p)  zweier  Variahelen  d-,  tp  soll  jede 
Function  bezeichnet  werden,  welche  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

1)  Xn  ist  als  ganze  rationale  Function  w^*"  Grades  in  den  drei  unter 
(4)  definierten  Grössen  ^,  %  ^  darstellbar; 

2)  Xn  genügt  der  Belation  (5),  d.  h.  es  Icommen  hei  der  Darstellung 
in  I,  rj,  ^  nur  Glieder  geraden  (ungeraden)  Grades  vor,  wenn  die  Ord- 
nung n  eine  gerade  (ungerade)  Zahl  ist. 

3)  Xn  ist  ein  Integral  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  (6). 

Versieht  man  die  Glieder  (n' — 2v)^'^  Grades  im  rationalen  Aus- 
druck von  Xn  durch  |,  ri,  t,  mit  dem  Factor  (1^  -\-rf-\-  ^^Y,  dessen  Wert 
1  ist,  so  geht  Xn  ohne  Wertänderung  in  eine  „homogene"  Function 
n^""  Grades  der  |,  ly,  l  über.  Daraufhin  wird  r"  X„  =  V  eine  ganze 
rationale  homogene  Function  »^*®°  Grades  von  x  =  rl,  y  =  r't],z  =  rt,', 
und  es  ist  das  Bestehen  der  Differentialgleichung  (6)  für  X„  gleich- 
bedeutend mit  der  Gültigkeit  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  für 
V,  wie  man  aufs  directeste  beim  Gebrauch  der  Gestalt  (5)  pg.  30  für 
letztere  Differentialgleichung  erkennt. 

Da  sich  diese  Entwicklung  auch  leicht  umkehren  lässt,  so  gewinnt 
man  den  Satz:  Die  gesamten  Kugelfunctionen  w'^'"  Ordnung  werden  gerade 
von  allen  der  Differentialgleichung: 

genügenden  ganzen  rationalen  homogenen  Functionen  V  des  w'^"  Grades 
in  X,  y,  z  geliefert,  ivenn  man  in  ihnen  x,  y,  z  durch  %  rj,  t,  ersetzt. 

Die  Benennung  „Kugelfunction"  erscheint  jetzt  dadurch  motiviert, 
dass  die  gesamten  mit  g^  _|_  ^2  _^  ^2  ^  ;^  vereinbaren  Wertsysteme  der 
%  %  S  den  Punkten  der  Kugeloberfläche  des  Radius  1  um  0  cor- 
respondieren.     Man  kann  direct,  wenn  man  ^,  cp  zur  Coordinatenbestim- 
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mimg  auf  dieser  Oberfläche  benutzt,  X„  (•9-,  cp)  als  eine  „Function  auf 
der  Kugeloberfläche"  auffassen. 

Eine  von  qp  unabhängige  Kugelfunction  w*"  Ordnung  ist  not- 
wendig von  der  Gestalt: 

Die  Difi"erentialgleichung  (6)  reduciert  sich  hier  auf  die  gewöhnliche 
Differentialgleichung : 

welche  wir  oben  (pg.  33)  für  P„  als  Function  von  /x  aufstellten.  Ver- 
möge dieser  Gleichung  waren  nun,  wie  in  §  4  pg.  34  u.  f.  gezeigt  wurde, 

alle  Quotienten  — ,  — ,  -^ ,  •  •  •  eindeutig  bestimmt;  a^  hingegen  bleibt 

^0  ^0  ^0 

hier  willkürlich  wählbar.  Die  allgemeinste  von  g)  unabhängige  Kugel- 
function n'^''  Ordnung  ist  das  Product  einer  beliebigen  Constanten  mit  der 
Legendre' sehen  Function  Pn  (cos  -&•). 

§  9.    Mamiigfaltigkeit  der  Kugelfunctionen  n^^^  Ordnung. 
Die  zugeordneten  Functionen  P^  (cos  #). 

Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  Differentialgleichung  der 
Kugelfunctionen  linear  und  homogen  ist,  sowie  auf  Grund  der  beiden 
Fundamentaleigenschaften  1)  und  2)  der  Kugelfunctionen  erkennt  man 
den  Satz,  dass  mit  X^,  X^^\  •  •  - ,  X^  stets  auch: 

(1)  x„  =  c,X(„^)  +  .,X(f)  +  ---  +  c.^? 

eine  Kugelfunction  w*"  Ordnung  ist,  wenn  hierbei  c^,  Cg,  •  •  • ,  c„  irgend 
welche  v  Constante  sind. 

Es  entspringt  hier  die  Frage,  wie  gross  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander linear-unabhängigen  Kugelfunctionen  n^^'  Ordnung  ist,  in  denen 
jede  weitere  dieser  Ordnung  angehörende  Kugelfunction  X„  linear  in  der 
Gestalt  (1)  darstellbar  ist.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  in  einem 
wichtigen  Theoreme  enthalten,  welches  zugleich  eine  charakteristische 
Darstellung  der  X„  (d;  g))  in  d-  und  (p  zum  Gegenstande  hat. 

Schreibt  man  Xn^d',  <p)  als  homogene  Function  n^^""  Grades  von 
I,  rj,  ^,  so  kann  man  explicite  setzen: 

(2)  Xn(^,  cp)  =^C,,  t  cos"-*  O-  sin*  ^  •  cos'^  sin*-*  rp , 

wo  man  für  s  von  s  ==  0  bis  s  =  »*  und  bei  stehendem  s  für  t  von 
^==0  bis  t  =  s  zu  summieren  hat;  die  Cs,t  sind  Constante.    Umgekehrt 
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stellt  jede   Summe   dieser  Art,  für   welche  die  Differentialgleichung   (6) 
2)g.  40  erfüllt  ist,  eine  Kugelfunction  n*""  Ordnung  dar. 

Nun  hat  man  aber  allgemein  für  irgend  zwei  nicht-negative  ganze 
Zahlen  l,  in: 

2'+'"  ■  *■'"  cos'  (p  sin'»  q)  =  (e'f  +  e-'>)'  (e'V  —  e-'>)« 

=  e(«+»»);>  -f-  (?  —  m)  e('+'«-2)*>  _^ h  (—  1)"'  e~'^^+"')'v. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Verhalten  dieses  Ausdrucks   bei  Zeichenwechsel 
von  (p  schliesst  man  bei  geradem  m  auf  die  Gültigkeit  der  Formel: 

cos'  cp  •  sin™  (p  =  ÜQ  cos  {l -{-  m)  tp  -\-  a^  cos  {l  +  m  —  2)  (p 
-\-  a^  cos  (l  -{-  m  —  4)  9?  -f-  •  •  •  ? 
wogegen  man  bei  ungeradem  m  hat: 

cos'  tp  •  sin"*  9?  =  &o  sin  (l  -\-  m)  cp  -\-  \  sin  (Z  +  m  —  2)  (p 
+  &2  sin  (Z  +  m  —  4)  g)  +  •  .  •  ; 

die  a  und  h^  sind  Constante,  und  in  beiden  Fällen  beziehen  sich  die 
Reihen  auf  alle  nicht-negativen  Vielfachen  (l  -\-  m  —  2l)(p  von  tp. 

Unter  Benutzung  dieser  Ansätze  schreibe  man  auf  der  rechten 
Seite  von  (2)  für  cos'  (p  sin*"~'  (p 

^au  cos  {s~2h)(p     resp.      Vö^  sin  {s~2h)(p. 

*  k 

Im   einzelnen   Gliede  des  damit  für  X„  entspringenden  Ausdrucks  er- 
setze man  cos"'-* -9-  sin* -9-  cos  (s  ~2'k)cp  durch: 

sin*-2i-^  .  [(1  _  cos^-O-)*  cos**-*^]  cos  (s  —  2h)(p 

bezw.  cos«-* -a-  sin*  -9-  sin  (s  —  2h)(p  durch: 

sin*- 2*^  .  [(1  _  cos^  %f  cos''-*'9']  sin  {s  —  2'k)(p. 

Den  ganzen  so  entspringenden  Ausdruck  von  Xn  wolle  man  schliess- 
lich nach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  tp  entwickeln.  Auf 
diese  Weise  gewinnt  man: 

(3)     Xn  (0-,  (p)  =  O^J^  o^  cos  9)  +  ^2  cos  2g)  -I \-  ^^  cos  ncp 

+  W^  sin  9?  +  «P;  sin  29)  -| (-  «p;  sin  ncp, 

wobei  die  Abkürzungen  0  und   W  gebraucht  sind  für: 

O,  =  sin* -9-  (co  cos'^-*'9-  +  q  cos"-*-^^  +  Cg  cos'»-*-* -9-  -] ), 

W,  =  sin* -9-  (d^  cos»-*'9-  +  d^  cos»-*-^-^  +  d^^  cos«-*-^-9-  H ). 

Die  Umkehrung  dieser  Entwicklung,  d.  i.  die  Umsetzung  eines  be- 
liebigen Ausdrucks  Z„  von  der  Gestalt  (3)  in  eine  ganze  rationale 
Function  von  %  7],  ^,  ist  ziemlich  leicht  vollzogen,  indem  man  rückwärts 
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COS  S(p  und  sin  scp  als  homogene  Functionen  s*^°  Grades  von  cos  tp  und 
sin  (p  darstellt*)  und  daraufhin  sin^'9'  cos  scp  und  sin* -9- sin  sg?  als  homo- 
gene Ausdrücke  s*^°  Grades  in  i^,  ^  schreibt.  Da  offenbar  auch  die 
Relation  (5)  pg.  39  erfüllt  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  jeder  Ausdruck  (3) 
eine  Kugelfunction  n*^  Ordnung  darstellt,  falls  er  der  Differentialgleichung 
(6)  pg.  40  genügt. 

Setzt  man  aber  in  diese  Differentialgleichung  den  Ausdruck  auf 
der  rechten  Seite  von  (3)  ein,  so  ergiebt  sich: 

(4)  ^0  +  ^1  cos  9P  H \-  Qn  cos  ntp  -\-  Bj^  sin  cp  -\ \-  Bn  sin  wy  =  0, 

wobei  Q,  B  Abkürzungen  für  folgende  Ausdrücke  sind: 

Interpretiert  man  nun  die  Gleichung  (4)  für  beliebig  gewähltes  d- 
und  veränderliches  (p,  so  zeigt  die  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen 
(cf.  (3)  pg.  4),  dass  diese  Gleichung  stets  und  nur  dann  erfüllt  ist,  wenn 
die  sämtlichen  Q  und  jR  einzeln  verschwinden.  Man  hat  also  in  (3) 
die  allgemeinste  Kugelfunction  n*^''  Ordnung,  wenn  ^,  die  Gleichung  be- 
friedigt: 

(5)  [«(«+!)-  ^]  *,  +  ~X-^  ,4  (sin  *  ^i-)  =  0 , 

und  wenn  W,  ein  Integral  derselben  Differentialgleichung  ist. 

Zur  näheren  Discussion  dieser  Differentialgleichung  setzen  wir: 

(6)  0,  =  sin* 'd-  ■  T,  (cos  %■),       »P;  =  sin*  -Ö-  •  U,  (cos  %) . 

Es  sind  alsdann  Ts  und  Ui  Functionen  von  cos  %■  allein,  die  sich  bei 
Gebrauch  der  Abkürzung  cos  -9-  =  ji.  so  schreiben: 

Ts  =  Co  fi»-*  +  c,  (i—'-'  +  Cg  ^"-*-^  H , 

wobei  sich  die  rechts  stehenden  Reihen  auf  alle  nicht-negativen  ganz- 
zahligen Exponenten  (n  —  s  —  2k)  beziehen.  Die  Gleichung  (5)  aber 
rechnet  sich  um  auf: 

(7)  (1  _  ^2)  ^  _  2(s+  1)  f*  ^  +  h(n+  l)-5(s+  1)]  Ts  =  0, 
und  derselben  Differentialgleichung  genügt  auch   Us- 


*)  Die  damit  postulierte  homogene  Darstellung  wird  man  z.  B.  für  cossqp 
durch  eine  sehr  einfache  Umwandlung  der  Formel  (4)  pg.  34  gewinnen. 
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Diese  Gleicliung  wird  für  s  =  0  direct  die  Differentialgleichung 
(3)  pg.  34  der  Legendre'schen  Kugelfunction  P„  (cos  d-).  Vermöge  der 
ebenda  durchgeführten  Rechnung  ziehen  wir  bei  der  Gestalt  von  Tq 
die  Folgerung,  dass  Tq  von  Pni^)  nur  um  einen  constanten  Factor  ab- 
weicht 

Aber  die  damalige  Überlegung  ist  auch  bei  beliebigem  s  durch- 
führbar. Trägt  man  in  (7)  für  Tg  seinen  Ausdruck  in  ^  ein  und 
ordnet  nach  Ausführung  der  Differentiation  nach  fallenden  Potenzen 
von  ft,  so  muss  wieder  der  Coefficient  jeder  Potenz  von  ft  einzeln  ver- 
schwinden. Die  Rechnung  zeigt,  dass  dies  zu  der  Recursionsformel 
führt: 
c,-2]c{2n—2Jc-\-l)-\-Ck-i-{n  —  s  —  2k-{-2)(n  —  s  —  2Jc-{-l)  =  0, 

C  €  € 

welche    die   eindeutige  Bestimmung   aller   Quotienten   — ,  -~-,  ^^  ^  •  .  . 

gestattet.  Auf  diese  Art  haben  wir  gefunden,  dass  die  allgemeinste 
zulässige  Function  Tg  das  Product  einer  beliebigen  Constanten  in  die 
ganze  rationale  Function: 

(S)     „«— .         (n-s)(n-s-l)  _^ 

.    {n~s)(n  —  s—l){n  —  s  —  2)(n  —  s  —  3)     n-s-A  _ 
"•"  2  ■4-(2w  — l)(2w  — 3)  ^ 

ist,  welche  zufolge  des  Bildungsgesetzes  ihrer  Coefficienten  von  selber 
bei  [i^  resp.  jt^  abbricht. 

Indem  wir  jetzt  wieder  cos  -9'  statt  fi  schreiben,  den  Factor  sin*  &• 
zufügen,  sowie  einen  weiteren  geeignet  gewählten  numerischen  Factor 
zusetzen,  schreiben  wir: 


(9)      P?  (cos  &)  =  "~^-- sin*  ^  fcos«-*  ^ 

^  2"(w-f  s)!(w  — s)!  L 

_  (n-s)(n-s-l)        n-s-.2  ^    I 1 


Für  s  =  0  hat  man  alsdann  nach  (5)  pg.  35  direct  Pi°'  (cos  d-)  ==  Pn  (cos  -9-). 
Es  reihen  sich  aber  weitere  n  Functionen  Plf\  Pn\  •  •  • ,  Pn''  an,  welche 
wir  als  die  der  Ordnung  n  „zugeordneten  Functionen"  bezeichnen*). 

Von  P^'  weichen  nun  die  beiden  Functionen  0^  und  Ws  nur  um 
unbestimmt  bleibende  constante  Factoren  ab.  Damit  aber  haben  wir 
das  fundamentale  Ergebnis  gewonnen:  Die  allgemeinste  Kugelfunction 
n*^''  Ordnung  gestattet  vermöge  der  mgeordneten  Functionen  die  Bar- 
stellung: 

*)  Cf.  das  pg.  26  genannte  Handbuch  Ileinc's  Bd.  1  pg.  200. 
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(10)    Xn  {»,  (p)  =  A  Pn  (cos  &)  +  (^1  cos  (f  +  B,  sill  (f)  P?  (cOS  &•) 

+  (^2  COS  2<p  +  ^^2  sin  29))  P?  (cos  '^)  H 

•  •  •  +  (An  cos  wgj  +  Bn  sin  wqo)  PL"^  (cos  &■)-, 

hi&rhei  sind  die  Aq,  A^,  ■  • ,  Bn  ivüllmrlicli  wählbare  Constante.  Die  am 
Anfang  des  Paragraphen  aufgeworfene  Frage  beantwortet  sich  also  da- 
hin, dass  der  Ausdruck  der  allgetneinsten  Kugelfunction  n*"'  Ordnung 
(2w  -f-  1)  willhürliche  Constante  linear  und  homogen  enthält,  oder  dass 
sich  jede  Kugelfunction  n*"'  Ordnung  aus  (2n-{-  1)  particulären  und  von 
einander  linear-unabhängigen  Functionen  ihrer  Ordnung  linear  und  homogen 
mit  Constanten  Coefflcienten  aufbaut. 

§  10.  Verschiedene  Darstellungen  der  zugeordneten  Functionen  P„*  • 
Bildet  man  die  unter  (8)  pg.  44  angesetzte  Function  für  irgend  ein 
s  <n  und  differenziert  nach  ft,  so  entspringt  die  mit  (n  —  s)  multi- 
plicierte  Function  der  nächst  folgenden  Zahl  (s  -\-  1).  Geht  man  auf 
Grund  der  Formel  (9)  pg.  44  zu  den  zugeordneten  Functionen  über,  so 
kleidet  sich  diese  Regel  nach  Foi-theben  übei-flüssiger  Factoren  in  die 
Gleichung: 

«  |;(s^)  =  ("  +  ^  +  i)5^.' 

welcher  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

s  ctg  »  p?  _  ^  =  („  +  s  +  i)p';+". 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (1)  findet  man  als  Dar- 
stellung der  zugeordneten  Function  P'n  (cos  -9')  durch  die  Legendre'sche 
Kugelfunction  Fn' 

(2)  Fn   (cos  'S-)  = j— r, —-  • 

Setzt  man  den  Differentialausdruck  (1)  pg.  35  für  P«(^)  hier  ein, 
so    entspringt    als    ein    weiterer   Bifferentialausdruck  der  zugeordneten 

Function  Pi*^  (cos-S-): 

(3)  Ji"  (cos  *)  =   "-•»  ^^(^n .  _ 

Weit  wichtiger  (wegen  der  späteren  Anwendung  auf  die  Cylinder- 
functionen)  ist  eine  „Integraldarstellung"  von  P„  ,  welche  die  Formel  (3) 
pg.  38  als  Specialfall  einschliesst. 

Man  knüpfe  an  den  Umstand,  dass  jedenfalls  V  =  {x  -\-  iyY  und 
damit  sowohl  der  reelle  wie  der  vom  Factor  i  befreite  imaginäre  Be- 
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standteil  dieses  Ausdrucks  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  (3) 
pg.  25  genügt.     Es  wird  demnach: 

(I  +  ivY  =  fc  +  cosg)l//i^-l)" 

als  Kugelfunction  w'"'  Ordnung  in  dem  Sinne  bezeichnet  werden  dürfen, 
dass  sowohl  der  reelle  als  der  von  i  befreite  imaginäre  Bestandteil  eine 
solche  Function  darstellt  (cf.  pg.  40). 

Drücken  wir  nun  diese  Kugelfunction  mit  Hilfe  complexer  Coeffi- 
eienten  Aq,  ä^,  ■  -  • ,  S„  in  der  Gestalt  (10)  pg.  45  aus,  so  werden  alle 
B  verschwinden,  da  es  sich  in  (cos  •O-  +  *  sin  -O-  cos  9)"  in  jedem  Falle 
um  eine  „gerade"  Function  von  (p  handelt.     Man  hat  also  den  Ansatz: 

(fi  -f  cos  (pYfl^—iy  =  Äq  Pn  ((l)  +^1  P?  (/i)  cos  93  -| \-Än  Pn^  (fi)  COS  HCp. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  Ä^  verfahren  wir  nach  (4)  pg.  12, 
d.  h.  wir  multiplicieren  diese  Gleichung  mit  cos  sg)  dtp  und  integrieren 
zwischen  den  Grenzen  0  und  jr;  es  folgt: 

7t 

(4)  A,  P?  (^)  =  ^j^iiL  +  cos  tp  Y^^'^^y  cos  stp  dtp . 

Diese  in  [i  identische  Gleichung  bilde  man  für  einen  sehr  grossen 
Wert  ft,  wobei  das  höchste  Glied  linker  Hand  nach  (9)  pg.  44  zu  be- 
rechnen ist;  es  ergiebt  sich  nach  Division  durch  ft": 

n 

(5)  A, '  - —  — —  =  —  /  (1  +  cos  (pY  cos  S(p  dw. 

0 
Man  hat  aber: 

(1  +  COS  tpy  =  2»  cos2«|-  =  2M  ^-Ü^ 


2    _!_  ^       2     I 


(1  +  COS  tpy  =  ^    cos  ncp  +  (^j*")  COS  (w  —  1)  qp  H \- ~  (^)J  • 

Trägt  man  aber  den  so  berechneten  Ausdruck  in  (5)  rechter  Hand  ein, 
so  kommt  vermöge  einer  bereits  pg.  4  (oben)  durchgeführten  Rechnung 
für  s  >  0: 

n 
2l/2w\rg         7  l/2w\ 


(2w)!i* 


2"  (n  -f  s) !  (w  —  s) ! 


Diese  Formel  vereinfacht  man  leicht  zu  J.^  •  i*  =  2.  Gleichung  (4) 
liefert  daraufhin  den  Satz:  I>ie  zugeordnete  Function  P?  (cos  ^)  oder 
Pn\(^)  gestattet  die  Integraldarstellung: 
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7t 

pw  (;,)  =  '^j{y^  +  cos  ^>  y^2  -  1)"  cos  s^>dtf. 
0 

Für  s  =  0  ordnet  sich  die  Formel  (3)  pg.  38  ein. 

§  11.    Integralsätze  der  Kugelfunctionen. 

Nach  einer  pg.  41  erwähnten  Auffassung  können  wir  eine  beliebige 
Kugelfunction  X„  {%,  cp)  als  eine  Function  des  Ortes  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  des  Radius  1  um  den  Pol  0  ansehen.  Sei  Xm  (^,  (p) 
irgend  eine  zweite  Kugelfunction,  so  bilde  man  das  Product  von  X„  •  Xm 
und  dem  an  der  Stelle  xt,  (p  der  Kugeloberfläche  gelegenen  Flächen- 
element d6,  welches  sich  nach  (4)  pg.  28  explicite  in  der  Gestalt 
dö  =  sin '0'  dd"  dcp  darstellen  lässt.  Integriert  man  X„  (0;  (p)  Xm  {^,  (p)d6 
über  die  ganze  Kugeloberfläche,  so  entspringt  das  fundamentale  Er- 
gebnis, dass  der  Wert  dieses  Integrales,  so  oft  m-^n  ist,  stets  gleich 
null  ist: 

(1)  fXnXmd6  =  0,       (m  +  w), 

eine  Formel,  die  man  ausführlicher  so  zu  schreiben  hat: 

7t      27t 

(2)  f  CXn  {^,  (p)  •  Xm  (^,  (p)  sin  ^  d&dq)  =  0. 
0    0 

Hierbei  bezieht  sich  das  erste  Integral  auf  Q',  das  zweite  auf  9. 

Diesen  „ersten  Integralsatz''  der  Kugelfunctionen  beweist  Laplace*) 
so:    Zufolge  der  Differentialgleichung  für  Xn  (ß;  (p)  ist: 

0  /  .      dx\        1    d'x^ 

n(n  +  l)sin  &Xn  =  —  ^  [Bm^  -^ J  —  dn"^  T^  ' 

Multipliciert  man  diese   Gleichung  mit  Xmdd'  dtp  und  integriert  über 
die  Kugelfläche,  so  folgt: 

7t      27t 

(3)  w  (w  +  1)  f  CXn  Xm  sin^  d?t  dcp  = 

0    0 

7t      2  71  7t      27t  ^ 


0     0 


*)  Siehe  die  pg.  25  gegebenen  Litteraturnachweise. 
**)  Im  letzten  Integral  wird  zwar  der  erste  Factor  -. — -  für  ^  =  0  unendlich ; 


indessen  enthält  -  zufolge  (10)  pg.  45  bei  dem  Bildungsgesetz  der  zugeordneten 

Functionen  PI*^  den  Factor  sin^. 
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Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 

JXra^  (^sinO  -g^j  d&  =  Xm-j^  sin  ^  -J^^-^  sin  ^  dd', 

(4)  JX„.  A  (sin^  ^-^)  d^  =  -/^  ^  sin^  ^^- 

0  ü 

Weiter  folgt  gleichfalls  durch  partielle  Integration: 

J  ^-  T^  ^^  ^  ^"  "ä^    J  "^  T^  "^^^ 

(5)  jXrn-^dq>  =  -J  -^-j^  dcp', 

0  0 

denn  man  bemerke,  dass  sich  die  Integration  nach  q)  bei  stehendem  d" 

auf  einen  vollen  Parallelkreis  erstreckt,  wobei  Xm  -tt— ^  an  der  unteren 

ocp 

und  oberen  Integralgrenze  gleich  ausfällt.  Unter  Benutzung  der 
Formeln  (4)  und  (5)  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  nachfolgende  Ge- 
stalt an: 

n    27t 

n(n  -\-  1)  j  iXn  Xm  sin  &  d&  dcp 

(6)  ^2^  0   Ö 

=JJ  (^sm^  -^  -^  +  __  __  _j  d^d^p, 

0      0 

Die  Durchführung  der  analogen  Betrachtung  im  Anschluss  an  die 
für  Xm  gültige  Differentialgleichung  führt  entsprechend  auf: 


m  {m  +  1)  /  I  X„Xm  sin  0-  dd"  d(p 

U      0 

0     0 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  derjenigen  in  (6)  genau 
übereinstimmt,  so  sind  auch  die  linken  Seiten  gleich,  was  für  m=^n  die 
Formel  (2)  und  also  den  „ersten  Integralsatz"  zur  Folge  hat. 

In  Falle  m  =  n  setzen  wir  die  eine  der  beiden  Kugelfunctionen 
speciell  gleich  P„  (cos  co).  Hierbei  soll  für  cos  cj  die  Formel  (2) 
pg.  39  gelten,  d.  h.  es  soll  oj  der  Richtungsunterschied  des  vom  Pole  0 
nach  dem  variabelen  Punkte  -9-,  cp  ziehenden  Strahles  gegen  den  Strahl 
nach  einem  festen  Punkte  &',  cp'  sein.    Man  zeigt  durch  direkte  Rechnung, 
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dass  Pn  (cos  a)  in  Abhängigkeit  von  %;  cp  eine  Kugelfunction  w*®""  Ord- 
nung ist.  Als  „zweiten  Integralsatz^'  formulieren  wir  jetzt,  dass  das 
üher  die  ganze  KugeloherfläcJie  ausgedehnte  Integral  des  Differentials 
Xn^d^cp)  Pn  (cos  ci})d6  gUicJi  dem  im  Punkte  ^\q>'  vorliegenden  Werte 

X„  (d-'f  (f')  der  JFunction  X„  midtipliciert  mit  ^ — x^  ist: 

(7)  JXn{&,  q>)  P„(co8c)  da  =  ^^^  X„  (^',  cp'), 
oder  ausführlicher: 

(8)  f  fXn{»,  cp)  P„(cos  Co)  sin^  d^  dcp  =  ^^^  X„  {&',  cp')  . 

0     0 

Zum  Beweise  führen  wir  zunächst  eine  Drehung  des  Coordinaten- 
systems  um  den  Pol  0  aus,  wobei  an  Stelle  von  -O-,  cp  die  Coordinaten 
r],  ip  treten  mögen;  und  zwar  soll  die  Drehung  eine  solche  sein,  dass 
der  festgewählte  Punkt  d-',  cp'  im  neuen  System  den  Nordpol  unserer 
Kugelfläche  darstellt.     Man  hat  zu  setzen: 

(9)  Xn  (0-,  cp)  =  Yn  (rj,  1p) ,     Pn  (cos  oj)  =  Pn  (cos  rf),     d6  =  sin t;  drj  dtp . 

Hier  gilt  es  alsdann,  zunächst  einzusehen,  dass  Yn  (i],  ip)  eine  Kugel- 
function w*®'  Ordnung  von  rj  und  ip  ist.  In  der  That  erkennt  man  die 
Fundamentaleigenschaften  1)  und  2)  (pg.  40)  der  Kugelfunctionen  bei 
der  Gestalt  der  Transformationsformeln  der  Coordinaten  an  Yn  (n],  fp) 
sofort.  Dass  aber  auch  die  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen 
^ter  Ordnung  für  Yn  (jj,  ip)  besteht,  leiten  wir  am  leichtesten  unter 
Rückgang  auf  rechtwinklige  Coordinaten  auf  Grund  der  Überlegungen 
von  pg.  40  aus  dem  Umstände  her,  dass  die  Laplace'sche  Differential- 
gleichung (3)  pg.  25  unverändert  ihre  Gestalt  behält,  wenn  man  das 
Coordinatensystem  um  den  Nullpunkt  0  dreht*). 


*)  Eine  solche  Drehung  ist  nämlich  dargestellt  durch: 
X  =  a^  x' -{- ci^  y' -\- a^  z' , 

z  =  y^  x' -\- y^  If' -{- Ys  ^' > 
wo  für  die  neun  Coefficienten  die  sechs  bekannten  Gleichungen  bestehen: 

al   +   a^+ul=l,  ^2   +    ^2   +   ^2    =    1^  y2   +   y2   +   y2=l^ 

ßiYi+ßiYi-\-ßsYs^^^     Yi"i+Yi^i  +  Ys^3=^>     ^ißi -\- "ißi  +  ^sßs  =^  ^ ■ 
Hieraus  ergeben  sich  nach  leichter  Zwischenrechnung: 

dx  ^        1  dx^  '  '^i  dy^       ^  dz^         '^^  "  dydz        '^    ^  ozox  dxcy 

und   zwei  entsprechende  Gleichungen   für    ^— ^-^ ,  ^—^  g  •     Die  Addition  dieser  drei 

Fricke,  analjt.-functionentb.  Vorlesungen.  4 
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Das  Integral  auf  der  linken   Seite  von  (7)  kleidet  sich  vermöge 
der  Formeln  (9)  in  die  Gestalt: 

(10)  /  {Pn  (cosi^)  sin  yi  drj  j  Y,,  (rj,  ip)  dxli\. 

0  0 

Yn  kann  man  nach  der  Formel  (10)  pg.  45  so  darstellen: 

n 

Yn  {%  f)  =  Äq  Pn  (cos^)  -{-^(Äs  cos  Sij;  -f  B,  sin  sip)  Pn^  (cos-r;), 

.$=1 

so  dass  wir  für  das  innere  Integral  unter  (10)  gevrinnen: 

27t  n  27t 

I  Yndt  =  27tÄQ  P„ (cosr;)  -\-^P^n  (cosT^)  /  {As COS s\l)  -\-  Bs sin sxl})dil>. 

0  *  =  1  0 

Hier  verschwindet  nun  jedes  der  rechts  unter  dem  Summenzeichen 
stehenden  Integrale  einzeln,  so  dass  wir  gewinnen: 

27t 

j   Yn  (r],  f)  dtlf  =  27C  Äq  Pn  (cos  Tj)  . 
0 

Specialisiert  man  aber  die  eben  für  Yn  angegebene  Formel  für  den 
Nordpol  r]  =  0,  so  werden  an  dieser  Stelle  alle  zugeordneten  Func- 
tionen wegen  ihrer  Factoren  sin*  rj  verschwinden,  während  P„  nach 
pg.  33  den  Wert  1  annimmt.  Es  ist  somit  Aq  der  Wert  von  Yn  im 
Nordpol  1^  =  0  und  also  zufolge  der  ersten  Gleichung  (9)  der  Wert 
Xn  {^',  (p').     Der  Rückgang  zum  Integral  (10)  liefert  daraufhin: 

7t      2rt 

(^^)  /    /  Yn  {%  t)  Pn  (cos  Tj)  siu  fj  dr}  dilf 

0       0 

7t 

=  2n  Xn  {%•',  tp')  j  [Pn  (cos  ifj)Y  smrj  drj. 

0 

In  dem  rechts  noch  übrig  bleibenden  Integral  setze  man  cos  rj  =  ^, 
wodurch  man  erhält: 

7t  4.1 

r\Pn  {coBr})f  sini?  drj  ==  t'Pnifiy  dfi. 


Gleichungen  liefert  bei  Benutzung  der  für  «i ,  •  • ,  y,  angegebenen  Relationen : 

d^V      g»F       d^V      g'Z.g^F      g'F 

was  bewiesen  werden  sollte. 
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Nun  ist  aber  nach  (1)  pg.  35: 

+  1  +1 


—1  —1 

wo  das  Integral  rechter  Hand  durch  partielle  Integration  reducibel  ist. 
Man  hat  nämlich: 

/ 


^»  +  1  [(^*  _  1)»]      ^«-1  [(j,s  _  1)«] 


-I' 


Nun    verschwindet  (fi^  —  1)"  für  [i  =  -\-  1    und  u,  =  —  1  je  «-fach, 
also  die  («  —  1)^'®  Ableitung  je  einfach;  es  folgt: 

—1  —1 

Durch  weitere  (w — 1) -malige  Anwendung    der  partiellen    Integration 

werden  wir  zu 

+  1  +1 

(_  1)''/^^^^^^-  •  (^'  ~  1)"  d{i  =  (-  1)«  (2n)\J{fi'^  -  ly  dfi 
—1  —1 

geführt.     Bei  Wiedereinführung  von  rj  findet  man: 

TT  TT 

j[Pn  (cosrj)f  sinri  drj  =  ^i^^  Csin'^+^ri  dri . 

0  0 

Das  letzte  Integral  behandelt  man  gleichfalls  durch  partielle  Inte- 
gration und  findet  als   dessen  Wert   2  ■  ,    „\,— — /^     , -r^  •     Setzt  man 

°  1  ■  3  •  5  •  •  •  (2  >^  -f  1) 

diesen  Wert  in  die  voraufgehende  Formel  ein,  so  zieht  sich  deren  rechte 

2 

Seite  auf  - — r—    zusammen.     Hiermit  aber   gewinnt  die   rechte    Seite 
2w-|- 1  ° 

der  Formel  (11)   die   Gestalt  -  Xn(^',  cp'),    so    dass    der   „zweite 

Integralsatz"  der  Kugelfunctionen  bewiesen  ist. 

-fi 
Aufgabe  1.     Man  beweise  die  Formel /p^  (jt)  P^^^  (ji)  rf^  =  0  für  m  =4=  n  durch 

—  1 
die  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Paragraphen  verwendete  Methode  der  partiellen 
Integration. 

-fi 

Aufgabe  2.     Man  beweise   die  Formel  /  P  (u)'^du,^=^ ,  indem  man 

J      "  2  n  4-  1 
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einmal  T'  nach  (6)  pg.  32  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  r  entwickelt  und  bei 
der   Integration    auf   die  in  Aufgabe  1  bewiesene  Regel  Bezug  nimmt,  während 

+  1  +1 

andrerseits  /  T*clu.=^  1 ^, — ,  direct  ausführt  und  darauf  nach  Po- 


man 


—  1  —1 

tenzen  von  r  entwickelt. 


§  12.    Entwicklung  einer  Function  f{9-,  (p)  nach  Kugelf unetionen. 

Die  Sätze  über  die  Werte  der  Integrale  J X»,  X^  dö,  ausgedehnt 
über  die  ganze  Kugelfläche,  sind  analog  den  pg.  4  benutzten  Formeln 
über  Tcos  mx  cos  tix  dx  und  ähnliche  Integrale,  ausgedehnt  über  die 
ganze  Peripherie  des  Kreises,  d.  i.  von  —  :;r  bis  -f"  n.  Waren  nun 
damals  die  eben  genannten  Formeln  bei  Entwicklung  einer  willkürlich 
gegebenen  Function  fix)  in  eine  Reihe  nach  „Kreisfunctionen"  cos  nx, 
sin  nx  dienlich,  so  werden  wir  hier  bei  dem  jetzt  zu  behandelnden 
Probleme,  eine  auf  der  Kugeloberfläche  willMlrUch  gewählte  Function 
f  (d-,  q))  in  eine  Beihe  nach  Kugelfunctionen  Xn  (ß-,  q))  zu  entwickeln, 
einen  entsprechenden  Gebrauch  von  den  Integraltheoremen  des  vorigen 
Paragraphen  machen. 

Dabei  nehmen  wir  sogleich  an,   dass  die  in  jedem  Punkte  {%•,  (p) 
der  Kugeloberfläche  endlicli  und  eindeutig  definierte  Function  f{%;  cp)  in 
eine  convergente  Reihe: 
(1)  f{^,  cp)  =  Xo(^,  <p)  +  X,  (^,  cp)  +  X,  (#,  9))  +  •  .  • 

nach  Kugelfunctionen  ansteigender  Ordnungen  entwickelbar  sei,  und 
dass  die  sogleich  gliedweise  auszuführende  Integration  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  gestattet  sei. 

Um  alsdann  die  Bedeutung  der  hier  zur  Verwendung  kommenden 
Kugelfunctionen  zu  erkennen,  verstehe  man  unter  (-O-,  ^p)  einen  fest- 
bleibenden, unter  (-O-',  cp')  einen  variabelen  Punkt  der  Kugeloberfläche 
und  gebrauche  cos  o?  im  bisherigen  Sinne  (2)  pg.  39.  Man  multipli- 
ciere  /'  (0-',  cp')  mit  P„  (cos  gj)  dö',  unter  n  irgend  eine  nicht-negative 
ganze  Zahl  verstanden,  und  integriere  über  die  ganze  Kugelfläche.  Man 
findet  aus  (1)  unter  der  soeben  genannten  Voraussetzung: 

/  /(^',  cp')  Pn  (cos  Co)  dö'  =    'S-     1  Xm  (d"',  Cp')  Pn  (cOS  ö)  dö'. 

Hier  verschwinden  rechts  sämtliche  Glieder  der  Reihe  bis  auf  das- 
jenige für  m  =  n,  dessen  Wert  sich  aus  (7)  pg.  49  ergiebt.  Man  hat 
als  Resultat:  Existiert  für  die  auf  der  Kugeloherfläche  willkürlich  ge- 
wählte endliche  und  eindeutige  Function  f  (-O-,  cp)   eine   convergente  und 
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gliedweise  integrierhare  EntwicMimg  (1)  nach  Kugelfunctionen,  so  ißt  jede 
der  letzteren  eindeutig  bestimmt  und  gegeben  durch: 

(2)       Xn  {&,  cp)  =  ^'-^^  f  ff{^',  9>')  Pn  (cos  ö)  sin ^'  d&'  d(p'. 

0     0 

Die  Argumente  cos  d^,  sin  d-  cos  cp,  sin  ^  sin  q)  von  X„  sind  rechter 
Hand  rational  und  ganz  in  P„  (cos  co)  enthalten. 

Die  genaue  Untersuchung  der  Gültigkeit  der  in  Rede  stehenden 
Entwicklung  für  f{d',  <p),  welche  in  den  Rahmen  der  hier  beabsich- 
tigten Darstellung  nicht  hineinpasst*),  verfolgt  einen  ähnlichen  Ge- 
dankengang, wie  die  pg.  5  ff.  entwickelte  Convergenzuntersuchung  der 
Fourier'schen  Reihen.  Man  kürzt  die  Reihe  (1)  auf  die  (n  -\-  1)  ersten 
Glieder,  welche  man  durch  (2)  definiert.  Man  berechnet  sodann  den 
Summenwert  und  sucht  die  Grenze  des.  letzteren  für  n  =  oo  zu  be- 
stimmen. 

Dieser  Grenzwert  aber  lässt  sich  folgendermassen  beschreiben. 
Um  die  zu  untersuchende  Stelle  ('0',  q))  beschreibe  man  mit  einem 
kleinen  Bogen  a  als  Radius  auf  der  Kugeloberfläche  einen  Kreis.  Auf 
der  Peripherie  des  letzteren  habe  f(ß;(p)  einen  Mittelwert,  der  F  (ai) 
heisse.     Hat  dann  F{(o)  in  näcJister  Nähe  von  a  =  0  nicht  unendlich 

CO 

viele  Maxima  und  Minima,  so  ist  lim.  Fia)  der  Summenivert  y,  X„  {%■,  cp) 


ü)=0 


der  unendlicJien  Reihe,  d.  i.  d&r  oben  genannte  Grenzwert. 


§  13.    Entwicklung  beliebiger  Functionen  (p  (x)  in  Reihen  nach 
Kugelfunctionen  P„{x). 

Man  specialisiere  die  Sätze  von  §  12  für  den  Fall  einer  von  <p 
unabhängigen  Function  f  (ß").  Der  eben  am  Schlüsse  von  §  12  mit 
lim.  F  (a)  bezeichnete   Grenzwert  wird  hier,  wenn  anders  er  existiert, 

ßj  =  0 

offenbar  in  die  vom  vorigen  Kapitel  her  bekannte  Gestalt: 

|[/-(^  +  o)  +  /-(^-o)] 

*)  Auch  in  der  Frage  der  Convergenz  der  Reihen  nach  Kugelfunctionen  ist 
Dirichlet  bahnbrechend  gewesen  (in  der  Abhandlung  „Sur  les  series,  dont  le 
terme  general  depend  de  deux  angles  etc.",  Journ.  f.  Math.  Bd.  17,  1837).  Doch 
enthielt  Dirichlet's  Beweisführung  eine  Lücke,  welche  von  Kronecker  und  Dini 
bemerkt  wurde.  Letzterer  entwickelte  eine  einwurfsfreie  Convergenzbetrachtung 
in  der  Abhandlung  „Sopra  le  serie  dt  funzioni  sferiche"  Annali  di  Matematica, 
2*«  Ser.,  Bd.  6  (1874).  Vergl.  übrigens  die  Darstellung  in  dem  pg.  26  genannten 
Handbuche  von  Heine,  Bd.  1,  pg.  432  ff. 
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gesetzt  werden  können.     Es  gilt  also  der  Ansatz: 

(1)  |[/-(^  +  0)+/-(#-0)] 

=^—~  f{f{^')  sin#'  d&'  fPn  (cos«)  dtp')  . 

Als  Kugelfunction  von  ^\  (p'  gestattet  P„  (cosa?)  nach  (10)  pg.  45 
die  Darstellung: 

Pn  (cos  co)  =  A^Pn  (cos-O-')  -f-  (Ä^  COS  9?'  -\-  B^  sin 90')  P-^   (cosO-')  -j 

•  •  •  -f-  [An  cos  n(p'  -\-  Bn  sin  n(p')  P„   (cos-O-'), 

wo  die  Coefficienten  A,  B  von  Q-  und  (p  allein  abhängen.  Für  #■ '  =  0 
wird  0)  =  O-,  so  dass  man  für  diesen  Fall  wegen  P„  (1)  ==  1  und 
Formel  (9)  pg.  44  aus  der  letzten  Gleichung  P„  (cos  d')  =  Aq  abliest. 
Integriert  man  hiernach  Pn  (cos  go)  dcp'  für  cp'  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2oT,  so  ergiebt  sich^  da  alle  von  cp'  abhängenden  Glieder  im 
Ausdruck  von  P„  (cos  co),  also  sämtliche  Glieder  bis  auf  das  erste  zu- 
folge ihrer  Bauart  verschwindende  Beträge  liefern: 

Pn  (COSCJ)  dq)'  =  2%  Pn  (cOS -O")  Pn  (COS^'). 
0 

Die  Gleichung  (1)  führt  hiernach  auf  die  wichtige  Formel: 

(2)  i-[/-(^  +  0)-f /'(^-O)] 

=^ 2«_M  p^  ^^^g ^^^  C^^^'^  p^ ^^^g ^')  sin ^'  r7 .Y. 

Man  setze  hier  endlich  noch  cosd-'^^;*,  cosO-^^x'  und  schreibe 
f(^')  ==f(arc  cosft)  =  cp{^)  und  f(d')  =  <p(x).  Es  gilt  alsdann  das 
folgende  Theorem:  Bie  im  Intervall  —  1  ^x  <  -\-l  willkürlich  ge- 
wählte eindeutige  Function  (p{x),  ivelche  ebenda  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  annimmt  und  UnstetigJceitssteUen  jedenfalls  auch 
höchstens  in  endlicher  Anzahl  besitzen  soll,  gestattet  in  diesem  Intervall  die 
convergente  Entwicklung: 

(3)  <p(x)  =  c,P,(x)  +  c,P,{x)  +  c,P,{x)  -f  .  .  . , 

+1 

(4)  Cn   =  ~4^J<P  (ft)  P„  (^)  dii  , 

—  1 

jedoch   mit   dem  Zusätze,  dass  für   alle    UnstetigkeitssteUen  x  von  cp  (x) 


ZI 

I 
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der  Summenwert  der  Bähe  das  durch  ~  Up  {x  4-  0)  -f  qo  (a:;  —  Oj  m  be- 
zeichnende Mittel  der  zugehörigen  beiderseitigen  Grenzwerte  ist. 

Beispiel  1.    Durch  directe  Rechnung  findet  man  aus  (6)  pg.  35: 


Um  das  in  diesen  Formeln  enthaltene  allgemeine  Gesetz  zu  er- 
kennen, setze  man  an: 

x«>  =  c^P^ix)  +  c,P,  (x)  +  c,P,{x)  -\ , 

—1  —1 

Man  findet  nun  vermöge  einer  schon  pg.  51  benutzten  Überlegung 
durch  Zc- malige  partielle  Integration: 

^'  +' 

=  (-  1)' ,,.  (m  -  1)  .  •  ■  (.»  -  k  +  1)  Jr-»  '^    'ly^T""-*  ''C. 

—  1 

wobei  Jk  keine  der  beiden  Zahlen  m  und  w  übertrefi'en  soll.  Ist  nun  n  >  m, 
so  setze  man  Je  =  7>«.  und  erkennt,  dass  das  rechts  in  (5)  stehende  Inte- 
gral verschwindet;  die  Coefficienten  Cm+i,  Cm+2,  •  •  •  sind  also  alle  =  0. 
Ist  m>_n,  so  setze  man  k  =  n  und  hat  das  Integral  auszuwerten: 

+1 

^m-n  (-^2  _  lyi  ^^ 
1 

Dasselbe  verschwindet,  falls  (w  —  n)  ungerade  ist,  da  in  diesem 
Falle  die  zu  integrierende  Function  ft"'-"  (^^  —  1)"  mit  ,a  das  Zeichen 
wechselt.  Bei  geradem  {m  —  n)  findet  man  durch  erneute  w- malige 
partielle  Integration: 


ß 
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Nach  Auswertung  des  letzten  Integrals  und  Zusammenfassung  ent- 
springt für  die  Coefficienten  Cm,  €m~2,  ('vc—a,  ■  ■  ■  allgemein: 

c      ,,  —  (2m  —  iJc    I    1 V  '" (w -  1)  ■  ■ .  ■  (2k-\-  1) 

Hiernach  gilt  als  allgemeine  Formel: 

(«)    ^™  =  1 .3  .  5.  .""(8M  +  I)[(am+l)P„.(^)  +  (2,«-3)^P„._,(^) 
+  (2»  -  7)  '^"'  +  '><f"-^  P„_.(^)  +  ...]. 

Nimmt  man  noch  hinzu,  dass  x^  =  1  =  Pq  (x)  ist,  so  wird  hiernach 
jede  ganze  rationale  Function  von  x  in  eine  endliche  Reihe  nach  Kugel- 
functionen  Po(x),  P^{x),-  ■  ■  entwickelt  werden  können. 

Beispiel  2.  Ist  ?/  absolut  >  1,  so  gilt  unser  in  den  Formeln  (3) 
und   (4)  zum  Ausdruck  kommender  Ansatz  offenbar  für  die  Function 

(p(x)  =  -—-—5  wir  gewinnen: 

00 

(^)  ^  =  2(2n  +  l)P.„(^)^„(f/), 

wo  zufolge  (4)  gilt: 


—  1 


Da  y  absolut  >  1  ist,  so  entwickele  man  nach  fallenden  Potenzen 
von  y  und  findet: 

+1 


Die  hier  rechts  auftretenden  Integrale  sind  in  Beispiel  1  bestimmt. 
Sie  sind  von  0  verschieden  nur  für  m  =-n,  n  -{-  2,  n  -\-  A,  ■  ■  ■ ,  und 
die  elementare  Zwischenrechnung  ergiebt: 

\J      XnKJ)         1.3.5...(2«  +  1)  [^n-t-i  -t-      2.(2w-f3)      ~i^+Z 

I    (>^  +  1)  {n  +  2)  (n  +  3)  {n  -\-  4)     _1_    , 
"•  2.4.(2w-f  3)(2w  +  5)  ^n+5   +  •  •  -^  • 

Diese  Functionen  Qn{y)  werden  als  ,, Kugelf unctionen  zweiter  Art' 
bezeichnet.     Qn{y)  genügt  der  Differentialgleichung: 

(9)  (l-/)^-2,^"  +  .(„  +  l)C.  =  0, 

welche  in  anderer  Bezeichnung  wieder  die  für  P„  gültige  Differential- 
gleichung (3)  pg.  34  darstellt.     Trägt  man  nämlich  in  die  linke  Seite 
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der  Differentialgleicliung  (9)  für  Qn  die  Reihe  (8)  ein  und  ordnet  nach 
Ausführung  der  Differentiationen  nach  fallenden  Potenzen  von  y,  so 
verschwindet  der  Coefficient  jeder  Potenz  von  y  einzeln*). 

Aufgabe  1.     Man  beweise  nach  Formel  (2): 

«i«*  =  f[4-^o(cos^)-5(-i)(|)'p,(cos^)--9(|)(J^)'p,(cos^)-...]. 

Aufgabe  2.  Aus  der  Darstellung  von  sin^O'  entwickele  man  durch  Diffe- 
rentiation und  Benutzung  von  (2)  pg.  37  die  Formel: 

ctg^  =  -|[3(|)p,(cos^)  +  7(|)(|)V3(cos^)  +  ll(i)(i^)'p,(cos^)  +  ...]. 

§  14.    Elektrostatische  Anwendung  der  Kugelfunctionen. 

Es  sei  eine  für  Elektricität  leitende  Kugel  des  Radius  1  gegeben 
und  ausserhalb  derselben  ein  irgendwie  elektrisierter  Isolator  J.  Der 
Kugel  sei  freie  Elektricität  in  der  Gesamtmenge  M  mitgeteilt.  Es  soll 
untersucht  werden,  welche  Verteilung  diese  letztere  Menge  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  durch  die  vom  Isolator  J  herrührende  Influenz 
erfährt. 

Nach  den  Grundgesetzen  der  Elektrostatik  wird  sich  freie  Elek- 
tricität ausser  im  Isolator  J  nur  unmittelbar  an  der  Oberfläche  der 
Kugel  finden.  Indem  wir  ein  Polarcoordinatensystem  mit  dem  Pol  im 
Kugelmittelpunkt  einführen,  sei  an  der  Stelle  {%',  cp)  der  Kugelober- 
fläche die  Dichtigkeit  der  dortselbst  lagernden  Elektricität  durch  f(d;  (p) 
bezeichnet.  Die  Aufgabe  ist  alsdann,  diese  Function  f{^,  (p)  wirklich 
anzugeben. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  benutzen  wir  den  Grundsatz,  dass  das 
Potential  V  aller  vorliegenden  freien  Elektricitätsmengen  im  Innern 
der  leitenden  Kugel  allenthalben  einen  und  denselben  Wert  haben 
muss**).  Dieses  Potential  V  setzt  sich  aber  additiv  zusammen  aus 
dem  Potential  V  des  Isolators  J  und  demjenigen  V"  der  Kugelober- 
fläche.   Berechnen  wir  also  zunächst  diese  beiden  Potentiale  V  und  V". 

An  der  Stelle  (r',  -ö-',  cp')  von  J"  sei  d'  die  Dichtigkeit  der  elek- 
trischen Ladung.  In  einem  dortselbst  gelegenen  Volumelement  dt' 
wird  sich  somit  die  Elektricitätsmenge  d'dt'  finden.    Ist  also  (r,  d;  cp) 


*)  Siehe  wegen  der  Kugelfunctionen  zweiter  Art  Q^  (y)  das  pg.  26  genannte 
Handbuch  Heine's  Bd.  1  pg.  125  ff. 

**)  Die  physikalische  Bedeutung   dieses   Grundsatzes   kann   man  noch    deut- 
licher dahin  aussprechen,  dass  im  Innern  der  Kugel  die  drei  partiellen  Ableitungen 

-?; —  ,  -;:; — ,  -y: —  allenthalben  verschwinden  müssen. 
ox     dy      dz 
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irgend  ein  Punkt  im  Innern  der  Kugel,  so  wird  das  Potential  V'(r,Q;(p) 
für  diesen  Punkt  gegeben  sein  durch: 

r  (r, », ,,)  =  /•      _=^^:|i.=^^ , 

j/   yr^  —  2rr  cosco-fr  * 

wenn  hierbei  cos  a  im  bisherigen  Sinne  von: 

cos  GJ  =  cos  9'  cos  '0''  -f-  sin  d-  sin  d-'  cos  (qp  —  95') 

gebraucht  ist  und    sich   die  Integration  auf  den  gesamten  von  J  ein- 
genommenen Raum  erstreckt.      Da  r  <  r'  ist,  so  schreibe  man   V  so: 

V\r,  9,  cp)  =  f^A'-  ■  — ' 

^        '•  ]/l-2^^cos«+(i;)^ 

und  findet,  indem  man  den  Wurzelausdruck  nach  (6)  pg.  32  entwickelt 
und  gliedweise  integriert : 

V'(r,  ^,  9,)  =  ^  Ln  T-^  P„  (C0S(0)  dt'  . 


Das  bei  r"  als  Factor  auftretende  Integral  stellt  in  Abhängigkeit  von 
von  9  und  g?  als  Summe  von  Kugelfunctionen  n*^'  Ordnung  selber 
eine  Kugelfunction  dieser  Ordnung  dar,  welche  X„  (d;  (p)  heissen  möge. 
Wir  gewinnen  damit: 

CO 

Da  der  elektrische  Zustand  des  Isolators  J  als  bekannt  gilt,  so  hat  man 
die  X„  (#•,  9)  als  gegebene  Functionen  anzusehen. 

Die  auf  der  Kugeloberfläche  gesuchte  Function  f(9,  q))  denke  man 
nach  §  12  in  eine  Reihe  nach  Kugelfunctionen: 


TO  =  0 


entwickelt.    Die  zu  lösende  Aufgabe  kann  dann  dahin  formuliert  werden, 
dass  man  die  Functionen   Y,n  (d;  cp)  finden  soU. 

Das  Potential  V"  der  Kugelbelegung  für  den  innern  Punkt  {r,  %;  <p) 
wird  gegeben  sein  durch: 

J  yi  —  2r  coso)  -|-  r* 
WO   das  Integral  über   alle   Stellen  {d-',  (p')  der  Kugeloberfläche  auszu- 
dehnen ist.     Durch  analoge  Rechnung  wie  oben  finden  wir: 

r"{r,  9,  cp)  =^  [r^Jfi^',  cp')  P„  (cos  co)  dö' 
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Setzt  man  den  Ausdruck  (2)  für  f(^',  (p')  ein,  so  folgt: 

00  j 

I  f(»',  (p')  P«  (cos  (ö)  dö'  =^  I  r„.  («•',  cp')  Fn  (cos  w)  f/ö'. 

Zufolge  des  ersten  Integralsatzes  der  Kugelfunctionen  fallen  aber  hier 
rechter  Hand  alle  Glieder  der  Summe  als  verschwindend  aus  bis  auf 
das  eine  mit  m  ==  n.  Dieses  eine  Glied  bestimmt  man  sofort  nach  dem 
zweiten  Integralsatze  (7)  pg.  49  und  findet  für   V": 

Y"  (r,  %,  qp)  =  4;r2;  ^i  Yn  {»,  9)  • 
«=o 

Das  Gesamtpotential  V  ist  nun  =  F'  +  V"  und  gestattet  somit 
für  das  Kugelinnere  die  Entwicklung: 

(3)  V{r,  ^,  9)  =  V  rn  [X„  (^,  <p)  +  --'^-  Y„  (&,  cp)] . 

n  =  0 

Da  dieser  Ausdruck  nach  dem  oben  erwähnten  Grundsatze  constant 
und  also  von  r  unabhängig  sein  muss,  so  verschwinden  die  Coefficienten 
aller  Potenzen  r,  r^,  r^,  ■  •  ■  einzeln,  d.  h.  für  alle  Indices  w  ^  1  gilt: 

(4)  r.(^,9^)  =  -^X„(^,9'). 

Wir  haben  jetzt  allein  noch  das  Anfangsglied  Yq  (&  (p)  der  Reihen- 
entwicklung (2)  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Ende  bemerken  wir,  dass 
die  eben  schon  zur  Benutzung  gekommene  Gleichung: 


/' 


/•(^'  cp')  Pn  (cos  (D)d(5'  =  ^—^  Yn  {^,  cp) 


doch  auch  für  den  Fall  n  ==  0  gültig  ist.  Aber  in  diesem  Falle  kommt 
links  ffip'',  cp')  äö',  wo  f{ßt',  cp')  ä6'  die  im  Element  dö'  befindliche 
Elektricitätsmenge  ist  und  die  Integration  sich  auf  die  ganze  Kugel- 
oberfläche bezieht.  Das  Integral  hat  hiernach,  da  im  Kugelinnern  freie 
Elektricität  nicht  auftritt,  den  Wert  M  der  der  Kugel  mitgeteilten 
freien  Elektricitätsmenge,  und  man  hat: 

j'o(*,^)=i^- 

Die  Antwort  auf  die  vorgelegte  Frage  ist  also  dahin  zu  erstatten, 
dass  die  gesuchte  Dichtigkeit  der  Kugelbelegung  an  der  einzelnen  Stelle 
9;  cp  gegeben  ist  durch: 


(5)  fX^,  ^)  =  -^  _  1-  2j(2n  +  1)  X„  (&,  cp). 
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Als  einfachsten  Specialfall  betrachte  man  den,  dass  J  ein  einzelner 
Punkt  der  Masse  1  in  der  Entfernung  ()  >  1  vom  Kugelmittelpunkt 
ist.     Legt  man  die  Polaraxe  durch  diesen  Punkt  hindurch,  so  wird: 

1  ■'CI       -P»  (cos  %) 

r{r,  ^,  9))  =  -.  =  2^r«  -^^  , 

womit  die  Kugelfunctionen  X„  (O-,  9?)  für  diesen  Fall  bestimmt  sind. 
Die  Eintragung  in  Formel  (5)  liefert  für  das  vorliegende  Beispiel  als 
Lösung: 

1  r        "^1  p^  (cos  ■&■)" 

(6)  m,9>)  =  ri[jIf-2^(2«  +  l)~^- 

"-  n  =  l  P 

übrigens  kann  man  die  hier  rechts  stehende  unendliche  Reihe  in 
einen  endlichen  Ausdruck  zusammenziehen.     Differenziert  man  nämlich 

die  Formel: 

00 

^     -^-:^    =    y^r^  Pn  (COS-^) 

nach  r  und  multipliciert  hernach  mit  2r,  so  folgt: 

~,  =  >  2nr''  Pn  (cosO-). 

(1  — 2rcos«'-f  r*)^         =0 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  entspringt: 

CO 

y  {2n  +  1)  r-  P„  (cos  ^)  = ^-=^ .  • 

«=o  (1  —  2  r  cos  «•  4- r«P' 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  giebt  man  der  Gleichung  (6)  ohne  Mühe  die 
Gestalt : 

Wählt  man  z.  B.  M  =  0,  q  =  2,  so  sammelt  sich  am  Nordpol 
negative  Elektricität  der  Dichtigkeit  — ,  am  Südpol  positive  von  der 
Dichtigkeit  ^^^  . 

§  15.    Definition,  Potenzreihenentwicklung  und  Differentialgleichung 
der  Cylinderfunctionen. 

Die  am  Schlüsse  der  Einleitung  (pg.  26)  erwähnten  beim  Potential 
des  Cylinders  auftretenden  „Cylinderfunctionen"  lassen  sich  durch  einen 
Grenzübergang  aus  den  in  §  9  und  10  untersuchten  zugeordneten  Func- 
tionen Pif^cos-Ö")  herstellen.      Man  setze  nämlich  in  P?  an  Stelle  von 
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-9-  den  Wert  —   ein.     Als  Definition  der  Cylinderfunction  s'^''   Ordnung 
J,{d-)  soll  alsdann  gelten: 

(1)  Jsi^)  =  (-  ly  •  lim.  P?  (cos^)  . 

Aus    der   pg.  47   angegebenen   Integralgestalt  von   P'n    folgt  zunächst: 

n 

Fi^  (cos  ^)  =  ^  J  (cos  ^  +  *  sin  ~  cos  <p^  cos  sip  dcp. 

0 

Lässt  man  hier  bei  stehendem  s  die  Zahl  n  weiter  und  weiter  wachsen, 
so  wird  für  den  Grenzübergang  lim.  n  =  oo 

^  1  •      ^  ^  1-         r/-l      I     'i'9' cos  qpX'H  .-»cosm 

cos  —  =  1 ,     sm  —  =  — ,     lim.      1  H ^  g^  ^  cos  9, 

n  '  n  «  '     „^^|_\      '  w      /  J 

zu  setzen  sein*).    Daraus  geht  der  Satz  hervor,  dass  sich  die  Cylinder- 
function s'^''  Ordnung  durch  folgenden  Integralausdruck  darstellen  lässt: 

n 

(2)  J,(^)  =  ^^  /  e  ^  ""^  v  cos  s(p  d(p. 

0 

Setzt  man  für  die  Exponentialfunction  unter  dem  Integral  (2)  die 
Potenzreihenentwicklung  derselben  ein  und  integriert  gliedweise,  so 
folgt: 


*)  Die  Eegel  lim.     ( 1  4-  — )       =  e^  wird  in   den  einführenden  Vorlesungen 

meist   nur   erst   für   reelles   x   bewiesen.     Setzt  man  aber   |l  -| J  =  **„e""*  , 

unter  r    den  absoluten  Betrag  des  links  stehenden  Ausdrucks  und  unter  a^  dessen 
Amplitude  verstanden,  so  folgt  erstlich: 

und    da    der  Ausdruck    in    der  grossen  Klammer  rechts  mit  wachsendem  n   der 
Grenze  e*    zustrebt,  so  wird: 

lim.  rl  =  lim.  e  "  =1. 

n  =  x>  n=<x> 

Die  Amplitude  a^  aber  berechnet  sich  aus: 

.     {x\  (X         x^         x'-'  \ 

woraus  man  lim.  a    =  a;  direct  abliest.     Damit  ist  die  Gültigkeit  der  fraglichen 
Grenzformel  für  rein  imaginäres  Argument  bewiesen. 


62  n.    Kugel-  und  Cylinderfunctionen. 

«^A^j^  -^^^  -~r  I  cos'"  9?  coss^  (/qp. 

m==0  ■    *y 

Nun  wurde  bereits  pg.  34  die  Formel: 
cos"'9P  =    ^^_^  fcos  mqp  -f-  (    j  cos  (w  —  2)g)  -|-  r  j  cos(m  —  4)g)  -j 1 

benutzt,  wobei  das  letzte  Glied  der  Klammer  v  (m  )  oder  ljn  —  i]cos(p 

ist,  je  nachdem  m  gerade   oder  ungerade  ist.     Mit  Rücksicht  auf  die 
Integralformeln  von  pg.  4  ergiebt  sich  hieraus,  dass  das  Integral: 


J 


cos'"gD  COS  scp  dcp 


stets  verschwindet,  wenn  m  <  s  ist,  sowie  wenn  (m  —  5)  ungerade  ist. 
Hat  man  aber  m  =  s  -\-  2h,   wo  h  eine  nicht-negative  ganze  Zahl  ist, 

•  7C     /f)l\ 

so  ist  —  LI  der  Wert  jenes  Integrals.  Unter  Benutzung  dieses  Er- 
gebnisses findet  man  nach  kurzer  Rechnung  als  PotemreihenenUvicUung 
der  Oylinderfunction  J^i^): 

(3)  ^.(.)=^^(_1)._^J___, 

gültig  für  alle  Ordnungen  s  =  0,  1,  2,---,  oder  expUcite: 

(4)     j,(&)  =  ^h ^^  +  — Ji " . 

Speciell  für  s  ==  0  hat  man: 

Die  zugeordnete  Function  P^*^  (cos  ■9-)  =  ^^  genügte  der  unter  (5) 
pg.  43  angegebenen  Differentialgleichung.  Trägt  man  in  dieselbe  — 
statt  d'  ein  und  teilt  durch  n^,  so  folgt: 

(^+-^-7^)^""  (-4) 

\  n  / 

n  \  / 

Setzen  wir  noch  den  Factor  (—  1)'  hinzu  und  lassen  n  über  alle 
Grenzen  wachsen,  so  folgt: 
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(i-ii)"^.(*)+-;^(*^)=o. 

Hieraus    geht    der    Satz    hervor:    Die    Cylinderftmdwn   Js{^)    ist    ein 
Integral  der  homogenen  linearen  Differentialgleiclmng: 

Das  Bestehen  dieser  Gleichung  kann  man  durch  Eintragen  der  Potenz- 
reihe (4)  für  Jg  direct  bestätigen. 

§  16.    Verschiedene  Integralausdrücke  der  Cylinderfunctionen. 

Ersetzt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  p.  61  die  unter  dem 
Integral  auftretende  Exponentialfunction  durch  ihren  Ausdruck 
cos('9' cos  9?) -f- ^  sin  ('O' cos  qp),  so  zerlegt  sich  die  ganze  rechte  Seite 
der  genannten  Gleichung  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Be- 
standteil. Ersterer  giebt  den  Wert  von  Jsiß'),  während  letzterer  ver- 
schwindet. Man  muss  hierbei  unterscheiden,  ob  die  Ordnung  s  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Die  Cylinderfunctionen  gerader  Ordnung 
J^siß')  gestatten  die  Integraldarstellung: 

n 

(—1)*  c 

(1)  Jisip)  = I  COS  (d-  cos  (p)  cos  2sq)  dcp, 

0 

diejenigen  ungerader  Ordnungen  Jis^i{d): 

(2)  J2*  +  i(^)  =  ^-^^-/sin(^cos9j)  cos(2s-|-l)(pf7qD. 

0 

Zugleich  merke  man  die  beiden  Gleichungen  an: 

n 

I  sin  (p-  cos  qp)  cos  2sg)  dcp  ==  0, 

(3)  "   . 

/  cos  {d-  cos  qo)  cos  (2s  -\-  l)<p  dcp  =  0. 

Die  hier  auftretenden  bestimmten  Integrale  sind  nun  im  wesent- 
lichen gerade  diejenigen,  welche  nach  den  im  vorigen  Kapitel  pg.  12 
entwickelten  Ansätzen  als  Coefficienten  der  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
von  qp  fortschreitenden  Reihen  für  cos  (d-  cos  qp)  und  sin  (d-  cos  qo)  auf- 
treten. Der  Vergleich  der  vorstehenden  Formeln  (1),  (2)  und  (3)  mit 
den  damaligen  liefert  den  Satz:  Die  Cylinderfunctionen  gerader  Ordnung 
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treten  als  Coefficienten  der  Fourier' sehen  EntwicMung  von  cos  (-O-  cos  (p) 
auf,  indem  man  hat: 

(4)  cos  (%•  cos  9))  =  Jq  {%)  —  2J^(d-)cos2(p 

+  2  J^(d-)  cos 4:(p  — 2  Jß{d)  cos  6 (p-\ ; 

entsprechend  stellen  sich  die  Functionen  ungerader  Ordnung  hei  der  Ent- 
wicMung ein: 

(5)  sin('9' coscp)  =  2J^(ß-)  cosgo  —  2Js(Q-)  cos 89)  -f  2J^(d-)  cos 69) . 

Man  kann  diese  Entwicklungen  zum  Beweise  einer  wichtigen  Re- 
cursionsformel  der  Functionen  J  benutzen:  Die  Cylinderfunctionen  irgend 
dreier  auf  einander  folgender  Ordnungen  sind  nämlich  durch  die  Gleichung 
verbunden: 

(6)  2sJ.{^)  =  d-  J._i(^)  +  ^  Js  +  ,(d-). 

Auf  Grund  dieser  Relation  kann  man  aus  den  Werten  von  J^  und  J^ 
successive  diejenigen  aller  weiteren  Functionen  J  berechnen. 

Zum  Beweise  der  Gleichung  (6)  differenziere  man  die  Formel  (4) 
nach  cp: 

CO 

(7)  sin(-^cos9D)  •  -^sin^  =  ^^{-~  iy~'2sJ2.sm2s<p. 

s  =  l 

Formel  (5)  aber  liefert: 

CO 

sin (^  cos  9))  •'^sin93  ==  2^(—  iy~^^J2,-ism(p  co8(2s~l)(p. 

4=1 
Schreibt  man  hier: 

2sin9)Cos(2s  —  1)9?  =  sm2s(p  —  sin2(.s—  1)9) 

und  fasst  je  die  beiden  Glieder  mit  dem  gleichen  Multiplum  von  9) 
zusammen,  so  folgt: 

CO 

sin(#cos9))  •  '&sin9)  =^(—  l)*~'-9'(J2.-i  +  J2.  +  i)sin2s9). 
.1=1 

Da  nach  den  Grundeigenschaften  der  Fourier'schen  Reihen  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  mit  derjenigen  unter  (7)  gliedweise  überein- 
stimmen muss,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  Recursionsformel  (6) 
für  alle  geraden  Ordnungen  s. 

Knüpft  man  die  vorstehende  Entwicklung  an  die  Differentiation 
der  Gleichung  (5),  so  folgt  entsprechend  die  Gültigkeit  von  (6)  für 
die  ungeraden  s. 

Eine  ganz  analoge  Überlegung  lässt  sich  an  die  Differentiation  der 
Gleichungen  (4)  und  (5)  nach  #  anknüpfen.  Hierbei  entspringen  die 
nachfolgenden  Relationen  für  die  Ableitungen  der  Cylinderfunctionen: 
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(8)    ^  = -''.(*)■     2^  =  J.-.(»)--^.+.(*)    f»r    s>0. 

Wir   merken    endlicli    noch   0wei  weitere  Integraldarstellungen  der 
Cylinderfunctionen  an.     Die  erste  lautet: 

u 

Zum  Beweise  dieser  Gleichung  entwickele  man  cos  (-9' cos  9))  nach 
Potenzen  von  ■O'cosg)  und  findet,  wenn  man  gliedweise  integriert: 

cos(^  cos  (p)  sin2*9D  dcp  =  '^(—  1)   (2lt)!  /  ^^^^'9  cos^^ cpdq). 

0  Ä:  =  0  0 

Nun  erhält  man  aber  durch  wiederholte  partielle  Integration: 

1     /•    2,            2;t      ^              l-3-5--(2Ä:-l)-l-3-5--(2s-l) 
—  /  sin''*qpcos''*cpaa)  = ,...,,     ,  — , 

ü 
SO  dass  die  voraufgehende  Gleichung  liefert: 

TT 

^  rcos(# COS 9))sin2><?9  =  1.3-5 • -.(28  — 1)^-      ^~  ^^  ^ 


k  =  0 


2'  +  -''kl{s-\-k)l 


Der  Vergleich    mit  Formel  (3)  pg.  62  lässt  die    zu   beweisende  Dar- 
stellung (9)  von  Js  als  richtig  erscheinen. 

Der  letzte  hier  mitzuteilende  Integralausdruck  für  Jg  ist: 

n 

(10)  J»{^^)  ==  —  /  cos(sg)  —  -d-  sin  cp)d(p. 

0 

Diese  Formel  zeigt  man  sehr  leicht  durch  Reduction  auf  die  ur- 
sprünglichen  Integraldarstellungen  (1)  und  (2).  Handelt  es  sich  z.  B. 
um   eine   gerade   Ordnung  2s,   so   ergiebt  sich   durch   die  Substitution 

1  cos(2sg)  —  'O-sin^))^/^)  =( — 1/ /  cos (2s^'  —  9'Qosf)d4> 


und  durch  Entwicklung  der  rechten  Seite; 

Fr  icke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen. 
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+  - 
/  cos(2sqp  —  ^•^ixi  (p)dq)  =( —  1)*  /  cos('9'Cosi^)  cos25T^f?^ 


z 

-f-  ( —  ly  /  sm('9'  cos  ^)  sin  2s;^  <Zi^. 


Das  letzte  Integral  rechter  Hand  verschwindet,  weil  die  zu  integrierende 
Function    sin('9'C0Si/>)  sin2s^   bei    Zeichenwechsel    von    ip    selber    das 

Zeichen  wechselt.     Beim   ersten  Integral   darf  man  das  Intervall  —  — 


bis  0  durch  dasjenige  von  —  bis  n  ersetzen,  weil  die  zu  integrierende 
Function  bei  Vermehrung  von  i/^  um  n  unverändert  bleibt.    Hiernach  gilt: 

I  cos(2s(p  —  d" sin  (p)d(p  =  ( —  1)*  /  008(0" cos ^)  cos  2 sV'^^. 

0  0 

Daraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (1)  pg.  63  die  Gültig- 
keit der  Darstellung  (10)  für  alle  Cylinderfunctionen  gerader  Ordnung. 
Bei  den  ungeraden  Ordnungen  s  führt  eine  ähnliche  Rechnung  zum 
Ziele*). 

§  17.    Bessel's  Lösung  der  Kepler'schen  Aufgabe. 

Die  in  Figur  7  über  der  grossen  Axe  FN  errichtete  Ellipse  sei  die 
Bahn    eines    Planeten;    die    grosse  Halbaxe    der  Ellipse    heisse  a,   die 

kleine  b.  Die  Sonne  be- 
finde sich  im  Brenn- 
punkte S  der  Ellipse.  Die 
Zeit  werde  vom  Durch- 
gange des  Planeten  durch 
die  Sonnennähe  N  ge- 
messen; zur  Zeit  t  be- 
finde sich  der  Planet  an 
der  Stelle  P  seiner  Bahn. 
Man  errichte  über  der 


Fig.  7. 


*)  Weitere  Ausführungen  über  die  Cylinderfunctionen  findet  man  ausser  in 
den  pg.  26  genannten  Werken  u.  a.  auch  noch  in  folgenden  Monographien: 
C.  Neu  mann,  „Theorie  der  Bessel'schen  Functionen,  ein  Analogon  zur  Theorie 
der  Kugelfunctionen"  (Leipzig,  1868);  E.  Lommel,  „Studien  über  die  Bessel'schen 
Functimien"  (Leipzig,  1868);  J.  H.  Graf  und  E.  G übler,  „Einleitung  in  die 
Theorie  der  Bessel'schen  Functionen"  I  (Bern,  1898). 
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grossen  Axe  der  Ellipse  als  Durchmesser  einen  mit  der  Ellipse  eon- 
centrischen  Kreis  und  verlängere  die  Ellipsenordinate  PR  zur  Kreis- 
ordinate QR,  welche  letztere  sich  zur  ersten  bekanntlich  verhält  wie 
a  zu  1).  Der  in  der  Figur  mit  (p  bezeichnete  Winkel  «^  QON  heisst 
die  „excentrische  Anomalie"  des  Planeten  zur  Zeit  t 

Wir  lassen  nun  P  durch  einen  die  Peripherie  des  Kreises  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  durchlaufenden  Punkt  P'  begleitet 
werden,  welcher  mit  P  jedesmal  in  der  Sonnennähe  N  und  der  Sonnen- 
ferne F  zusammentrifft.  Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  begleitende  Punkt 
an  der  in  Figur  7  mit  P'  bezeichneten  Stelle  der  Kreisperipherie.  Der 
Winkel  ^  =  -^P'ON,  welcher  der  Zeit  t  proportional  ist,  heisst  alsdann 
die  „mittlere  Anomalie"  unseres  Planeten  zur  Zeit  t 

Das  von  Kepler  zu  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  aufgestellte 
Problem,  welches  hier  besprochen  werden  soll,  war  nun,  ans  der  Zeit  t 
oder,  was  im  wesentlichen  auf  dasselbe  hinauskommt,  aus  der  mittleren 
Anomalie  il;  eines  Planeten  dessen  excentriscJie  Anomalie  (p  zu  berechnen. 
Nach  einer  grossen  Reihe  wenig  befriedigender  Behandlungen  dieser 
Kepler'schen  Aufgabe*)  war  es  Bessel,  welcher  in  den  pg.  26  nam- 
haft gemachten  Arbeiten  die  endgültige  Lösung  gab.  Um  die  Bessel- 
sche  Lösung  zu  entwickeln,  formulieren  wir  zunächst  die  Aufgabe 
näher. 

Nach  dem  zweiten  Kepler'schen  Gesetze  ist  der  vom  Radius  vector 
SP  beschriebene  Sector  PSN  der  Zeit  t  und  also  der  mittleren  Ano- 
malie xfj  proportional: 

(1)  Seci.{PSN)  =  C't- 

Um   einen  anderen  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  dieses  Sectors 

zu  gewinnen,  knüpfe  man  an  den  Kreissector  QON,  der  gleich  -x-a^<p 

ist.  Dieser  Kreissector  verhält  sich  zum  correspondierenden  Ellipsen- 
sector  PON  wie  a  zu.  b;  als  Flächeninhalt  des  Ellipsensectors  findet 
man  also: 

Sect.(PON)  =  ^ab<p. 

Zieht  man  hiervon  den  Lihalt  des  Dreiecks  OPS  ab,  dessen 
Grundlinie  die  Excentricität  e  ■=  OS,  dessen  Höhe  die  Ellipsenordinate: 

PR  =  —  Q  R  =  —  a  sin  OD 

a  ^  a  ^ 

ist,  so  restiert  der  zu  bestimmende  Sector  PSN: 

*)  Siehe   hierüber  die  historischen  Angaben  in  dem  pg.  66  genannten  Werke 
von  Graf  und  G übler,  pg.  7 ff.  des  ersten  Teiles. 

6* 
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Sect.  (PÄJV)  =  —al(p  —  yeSsing). 

Den  hier  rechts  stehenden  Ausdruck  hat  man  nun  nach  (1)  gleich 
6V  zn  setzen  und  bestimme  C  etwa  dadurch,   dass  man  (p  =  n  und 

also  auch  ^  =  ^  einträgt.     Es  folgt  0  =  y^^  ^^'^• 
(2)  ip  =  (p  —  -^sm(p. 

Die  Lösung  der  Kepler'schen  Aufgabe  besteht  hiernach  in  der  Berech- 
nung von  cp  aus  der  Gleichung  (2). 

Da  (p  der  Natur  der  Sache  nach  eine  ungerade  Function  von  xjj 
ist,  so  soll  9  im  Intervall  0  ^ifj  <7t  nach  dem  pg.  12  entwickelten 
Ansätze  in  eine  nach  Sinus  der  Vielfachen  von  ip  fortschreitende  Reihe: 

gj  =  l^  sin  f  -{-  b.2sm2il;  -j-  h^sin^tl;  -{-  •  ■  • 

entwickelt  werden,  eine  Darstellung,  die  im  ganzen  Intervall  0  ^  ^  <  ä 
unter  Ausschluss  der  oberen  Grenze  ip  =  n  gelten  wird.  Der  einzelne 
Coefficient  h,  ist  hierbei  gegeben  durch: 

TT 

bi  =  —  I  (p  sins^^j^'. 
•j 
Man  findet  aber  durch  partielle  Integration: 

I  (p  sin  stlxlil)  ■= -q)COSS^  "^       /  f^^'cossi/'. 

Setzt  man  die  Integralgrenzen  ein  und  berücksichtigt,  dass  für  ?/;  =  0 
auch  cp  =  0  ist  und  für  ip  =  n  auch  cp  =  jt,  so  folgt  unter  Benutzung 
der  Gleichung  (2): 

7t  1t 

I  g)Bm.s4>d-4f  =  ( —  iy~^ 1 1  cos(s9? smipjdcp. 

0  0 

Das  letzte  rechts  auftretende  Integral  ist  aber  nach  (10)  pg.  65  gleich 
n  Js  ( — j ;  man  hat  also  zunächst: 

OO  00 

o  "V^/       i\s— 1     sinsip    .    o  ^T  r  / se\  sinsip 

s  =  l  «  =  1 

Die  erste  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Summe  hat  nach  (1) 
pg.  12  für  0  ^  ^  <  ITT  den  Wert  ^,  so  dass  man  gewinnt: 

(3)  -p-^  +  ^im^Y-r- 
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Dies  ist  aber  die  Bessel'sclie  Darstellung  der  excentrischen  Anomalie  9?; 
sie  gilt  in  dieser  Gestalt  auch  für  ip  =  it,  und  da  sie  offenbar  auch 
für  das  Intervall  von  0  bis  — it  ricbtig  ist,  so  gilt  sie  allgemein*). 


*)  Wegen  weiterer,  namentlicli  physikalischer  Anwendungen  der  Cylinder- 
functionen  sehe  man  z.  B.  das  pg.  26  genannte  Werk  Byerly's  pg,  226ff.  Es 
wird  daselbst  angeknüpft  an  die  Integration  der  auf  Cylindercoordinaten  umge- 
rechneten Laplace'schen  Differentialgleichung  (cf  (4)  pg.  30)  vermöge  der  Cylinder- 
functionen.  Bei  Untersuchungen  dieser  Art  spielen  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
J  {%■)  =  Q  eine  wichtige  Rolle.  Für  einige  Anfangswerte  s  ist  unten  eine  Tabelle 
der  kleinsten  in  Betracht  kommenden  Wurzeln  0'  mitgeteilt. 


I.    Tafel  für  die  Functionen  P^  (ji),  Pg  (ft),  •  •  •  ,  Pe  (f^)- 


fi 

PM 

PM 

P.iy) 

PM 

PM 

PM 

0,00 

0,0000 

—  0,5000 

0,0000 

0,3750 

0,0000 

—  0,3125 

0,01 

0,0100 

—  0,4998 

—  0,0150 

0,3746 

0,0187 

—  0,3118 

0,02 

0,0200 

—  0,4994 

—  0,0300 

0,3735 

0,0374 

—  0,3099 

0,03 

0,0300 

—  0,4986 

—  0,0449 

0,3716 

0,0560 

—  0,3066 

0,04 

0,0400 

—  0,4976 

—  0,0598 

0,3690 

0,0744 

—  0,3021 

0,05 

0,0500 

—  0,4962 

—  0,0747 

0,3657 

0,0927 

—  0,2962 

0,06 

0,0600 

—  0,4946 

—  0,0895 

0,3616 

0,1106 

—  0,2891 

0,07 

0,0700 

—  0,4926 

—  0,1041 

0,3567 

0,1283 

—  0,2808 

0,08 

0,0800 

—  0,4904 

—  0,1187 

0,3512 

0,1455 

—  0,2713 

0,09 

0,0900 

—  0,4878 

—  0,1332 

0,3449 

0,1624 

—  0,2606 

0,10 

0,1000 

—  0,4850 

—  0,1475 

0,3379 

0,1788 

—  0,2488 

0,11 

0,1100 

—  0,4818 

—  0,1617 

0,3303 

0,1947 

—  0,2360 

0,12 

0,1200 

—  0,4784 

—  0,1757 

0,3219 

0,2101 

—  0,2220 

0,13 

0,1300 

—  0,4746 

—  0,1895 

0,3129 

0,2248 

—  0,2071 

0,14 

0,1400 

—  0,4706 

—  0,2031 

0,3032 

0,2389 

—  0,1913 

0,15 

0,1500 

—  0,4662 

—  0,2166 

0,2928 

0,2523 

—  0,1746 

0,16 

0,1600 

—  0,4616 

—  0,2298 

0,2819 

0,2650 

—  0,1572 

0,17 

0,1700 

—  0,4566 

—  0,2427 

0,2703 

0,2769 

—  0,1389 

0,18 

0,1800 

—  0,4514 

—  0,2554 

0,2581 

0,2880 

—  0,1201 

0,19 

0,1900 

—  0,4458 

—  0,2679 

0,2453 

0,2982 

—  0,1006 

0,20 

0,2000 

—  0,4400 

—  0,2800 

0,2320 

0,3075 

—  0,0806 

0,21 

0,2100 

—  0,4338 

—  0,2918 

0,2181 

0,3159 

—  0,0601 

0,22 

0,2200 

—  0,4274 

—  0,3034 

0,2037 

0,3234 

—  0,0394 

0,23 

0,2300 

—  0,4206 

—  0,3146 

0,1889 

0,3299 

—  0,0183 

0,24 

0,2400 

—  0,4136 

—  0,3254 

0,1735 

0,3353 

0,0029 
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fi 

P^W 

PAl^) 

PM 

^4^ 

-P5W 

n(f^) 

0,25 

0,2500 

—  0,4062 

—  0,3359 

0,1577 

0,3397 

0,0243 

0,26 

0,2600 

—  0,398G 

—  0,3461 

0,1415 

0,3431 

0,0456 

0,27 

0,2700 

—  0,3906 

—  0,3558 

0,1249 

0,3453 

0,0669 

0,28 

0,2800 

—  0,3824 

—  0,3651 

0,1079 

0,3465 

0,0879 

0,29 

0,2900 

—  0,3738 

—  0,3740 

0,0906 

0,3465 

0,1087 

0,30 

0,3000 

—  0,3650 

—  0,3825 

0,0729 

0,3454 

0,1292 

0,31 

0,3100 

—  0,3558 

—  0,3905 

0,0550 

0,3431 

0,1492 

0,32 

0,3200 

—  0,3464 

—  0,3981 

0,0369 

0,3397 

0,1686 

0,33 

0,3300 

—  0,3366 

—  0,4052 

0,0185 

0,3351 

0,1873 

0,34 

0,3400 

—  0,3266 

—  0,4117 

—  0,0000 

0,3294 

0,2053 

0,35 

0,3500 

—  0,3162 

—  0,4178 

—  0,0187 

0,3225 

0,2225 

0,36 

0,3600 

—  0,3056 

—  0,4234 

—  0,0375 

0,3144 

0,2388 

0,37 

0,3700 

—  0,2946 

—  0,4284 

—  0,0564 

0,3051 

0,2540 

0,38 

0,3800 

—  0,2834 

—  0,4328 

—  0,0753 

0,2948 

0,2681 

0,39 

0,3900 

—  0,2718 

—  0,4367 

—  0,0942 

0,2833 

0,2810 

0,40 

0,4000 

—  0,2600 

—  0  4400 

—  0,1130 

0,2706 

0,2926 

0,41 

0,4100 

—  0,2478 

—  0,4427 

—  0,1317 

0,2569 

0,3029 

0,42 

0,4200 

—  0,2354 

—  0,4448 

—  0,1504 

0,2421 

0,3118 

0,43 

0,4300 

—  0,2226 

—  0,4462 

—  0,1688 

0,2263 

0,3191 

0,44 

0,4400 

—  0,2096 

—  0,4470 

—  0,1870 

0,2095 

0,3249 

0,45 

0,4500 

—  0,1962 

—  0,4472 

—  0,2050 

0,1917 

0,3290 

0,46 

0,4600 

—  0,1826 

—  0,4467 

—  0,2226 

0,1730 

0,3314 

0,47 

0,4700 

—  0,1686 

—  0,4454 

—  0,2399 

0,1534 

0,3321 

0,48 

0,4800 

—  0,1544 

—  0,4435 

—  0,2568 

0,1330 

0,3310 

0,49 

0,4900 

—  0,1398 

—  0,4409 

—  0,2732 

0,1118 

0,3280 

0,50 

0,5000 

—  0,1250 

—  0,4375 

—  0,2891 

0,0898 

0,3232 

0,51 

0,5100 

—  0,1098 

—  0,4334 

—  0,3044 

0,0673 

0,3166 

0,52 

0,5200 

—  0,0944 

—  0,4285 

—  0,3191 

0,0441 

0,3080 

0,53 

0,5300 

—  0,0786 

—  0,4228 

—  0,3332 

0,0204 

0,2975 

0,54 

0,5400 

—  0,0626 

—  0,4163 

—  0,3465 

—  0,0037 

0,2851 

0,55 

0,5500 

—  0,0462 

—  0,4091 

—  0,3590 

—  0,0282 

0,2708 

0,56 

0,5600 

—  0,0296 

—  0,4010 

—  0,3707 

—  0,0529 

0,2546 

0,57 

0,5700 

—  0,0126 

—  0,3920 

—  0,3815 

—  0,0779 

0,2366 

0,58 

0,5800 

0,0046 

—  0,3822 

—  0,3914 

—  0,1028 

0,2168 

0,59 

0,5900 

0,0222 

—  0,3716 

—  0,4002 

—  0,1278 

0,1953 

0,60 

0,6000 

0,0400 

—  0,3600 

—  0,4080 

—  0,1526 

0,1721 

0,61 

0,6100 

0,0582 

—  0,3475 

—  0,4146 

—  0,1772 

0,1473 

0,62 

0,6200 

0,0766 

—  0,3342 

—  0,4200 

—  0,2014 

0,1211 

0,63 

0,6300 

0,0954 

—  0,3199 

—  0,4242 

—  0,2251 

0,0935 

0,64 

0,6400 

0,1144 

—  0,3046 

—  0,4270 

—  0,2482 

0,0646 

0,65 

0,6500 

0,1338 

—  0,2884 

—  0,4284 

—  0,2705 

0,0347 

0,66 

0,6600 

0,1534 

—  0,2713 

—  0,4284 

—  0,2919 

0,0038 

0,67 

0,6700 

0,1734 

—  0,2531 

—  0,4268 

—  0,3122 

—  0,0278 

0,68 

0,6800 

0,1936 

—  0,2339 

—  0,4236 

—  0,3313 

—  0,0601 

0,69 

0,6900 

0,2142 

—  0,2137 

—  0,4187 

—  0,3490 

—  0,0926 

Tafel  der  Kugelfunctionen  P{n). 


71 


f^ 

A(f^) 

PM 

^sW 

PM 

P5W 

PAi^) 

0,70 

0,7000 

0,2350 

—  0,1925 

—  0,4121 

—  0,3652 

—  0,1253 

0,71 

0,7100 

0,2562 

—  0,1702 

—  0,4036 

—  0,3796 

—  0,1578 

0,72 

0,7200 

0,2776 

—  0,1469 

—  0,3933 

—  0,3922 

—  0,1899 

0,73 

0,7300 

0,2994 

—  0,1225 

—  0,3810 

—  0,4026 

—  0,2214 

0,74 

0,7400 

0,3214 

—  0,0969 

—  0,3666 

—  0,4107 

—  0,2518 

0,75 

0,7500 

0,3438 

—  0,0703 

—  0,3501 

—  0,4164 

—  0,2808 

0,76 

0,7600 

0,3664 

—  0,0426 

—  0,3314 

—  0,4193 

—  0,3081 

0,77 

0,7700 

0,3894 

—  0,0137 

—  0,3104 

—  0,4193 

—  0,3333 

0,78 

0,7800 

0,4126 

0,0164 

—  0,2871 

—  0,4162 

—  0,3559 

0,79 

0,7900 

0,4362 

0,0476 

—  0,2613 

—  0,4097 

—  0,3756 

0,80 

0,8000 

0,4600 

0,0800 

—  0,2330 

—  0,3995 

—  0,3918 

0,81 

0,8100 

0,4842 

0,1136 

—  0,2021 

—  0,3855 

—  0,4041 

0,82 

0,8200 

0,5086 

0,1484 

—  0,1685 

—  0,3674 

—  0,4119 

0,83 

0,8300 

0,5334 

0,1845 

—  0,1321 

—  0,3449 

—  0,4147 

0,84 

0,8400 

0,5584 

0,2218 

—  0,0928 

—  0,3177 

—  0,4120 

0,85 

0,8500 

0,5838 

0,2603 

—  0,0506 

—  0,2857 

—  0,4030 

0,86 

0,8600 

0,6094 

0,3001 

—  0,0053 

—  0,2484 

—  0,3872 

0,87 

0,8700 

0,6354 

0,3413 

0,0431 

—  0,2056 

—  0,3638 

0,88 

0,8800 

0,6616 

0,3837 

0,0947 

—  0,1570 

—  0,3322 

0,89 

0,8900 

0,6882 

0,4274 

0,1496 

—  0,1023 

—  0,2916 

0,90 

0,9000 

0,7150 

0,4725 

0,2079 

—  0,0411 

—  0,2412 

0,91 

0,9100 

0,7422 

0,5189 

0,2698 

0,0268 

—  0,1802 

0,92 

0,9200 

0,7696 

0,5667 

0,3352 

0,1017 

—  0,1077 

0,93 

0,9300 

0,7974 

0,6159 

0,4044 

0,1842 

—  0,0229 

0,94 

0,9400 

0,8254 

0,6665 

0,4773 

0,2744 

0,0751 

0,95 

0,9500 

0,8538 

0,7184 

0,5541 

0,3727 

0,1875 

0,96 

0,9600 

0,8824 

0,7718 

0,6349 

0,4796 

0,3151 

0,97 

0,9700 

0,9114 

0,8267 

0,7198 

0,5954 

0,4590 

0,98 

0,9800 

0,9406 

0,8830 

0,8089 

0,7204 

0,6204 

0,99 

0,9900 

0,9702 

0,9407 

0,9022 

0,8552 

0,8003 

1,00 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

IL     Tafel  der  Anfangswerte  der  Functionen  Jo(^)  ^^^  <^i('^)- 


» 

Jo{») 

JA») 

0,0 

1,0000 

0,0000 

0,1 

0,9975 

0,0499 

0,2 

0,9900 

0,0995 

0,3 

0,9776 

0,1483 

0,4 

0,9604 

0,1960 

» 

Joi») 

J,i&) 

0,5 

0,9385 

0,2423 

0,6 

0,9120 

0,2867 

0,7 

0,8812 

0,3290 

0,8 

0,8463 

0,3688 

0,9 

0,8075 

0,4060 
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n.   Kugel-  und  Cylinderfunctionen. 


«• 

Joi») 

J,{&) 

1,0 

0,7652 

0,4401 

1.1 

0,7196 

0,4709 

1,2 

0,6711 

0,4983 

1,3 

0,6201 

0,5220 

1,4 

0,5669 

0,5419 

1,5 

0,5118 

0,5579 

1,6 

0,4554 

0,5699 

1,7 

0,3980 

0,5778 

1,8 

0,3400 

0,5815 

1,9 

0,2818 

0,5812 

2,0 

0,2239 

0,5767 

2,1 

0,1666 

0,5683 

2,2 

0,1104 

0,5560 

2,3 

0,0555 

0,5399 

2,4 

0,0025 

0,5202 

2,5 

—  0,0484 

0,4971 

2,6 

—  0,0968 

0,4708 

2,7 

—  0,1424 

0,4416 

2,8 

—  0,1850 

0,4097 

2,9 

—  0,2243 

0,3754 

3,0 

—  0,2601 

0,3391 

3,1 

—  0,2921 

0,3009 

3,2 

—  0,3202 

0,2613 

3,3 

—  0,3443 

0,2207 

3,4 

—  0,3643 

0,1792 

3,5 

—  0,3801 

0,1374 

3,6 

—  0,3918 

0,0955 

3,7 

—  0,3992 

0,0538 

3,8 

—  0,4026 

0,0128 

3,9 

—  0,4018 

—  0,0272 

4,0 

—  0,3972 

—  0,0660 

4,1 

—  0,3887 

—  0,1033 

4,2 

—  0,3766 

—  0,1386 

4,3 

—  0,3610 

—  0,1719 

4,4 

—  0,3423 

—  0,2028 

4,5 

—  0,3205 

—  0,2311 

4,6 

—  0,2961 

—  0,2566 

4,7 

—  0,2693 

—  0,2791 

4,8 

—  0,2404 

—  0,2985 

4,9 

—  0,2097 

—  0,3147 

5,0 

—  0,1776 

—  0,3276 

5,1 

—  0,1443 

—  0,3371 

5,2 

—  0,1103 

—  0,3432 

5,3 

—  0,0758 

—  0,3460 

5,4 

—  0,0412 

—  0,3453 

& 

^oW 

J,i&) 

5,5 

—  0,0068 

—  0,3414 

5,6 

0,0270 

—  0,3343 

5,7 

0,0599 

—  0,3241 

5,8 

0,0917 

—  0,3110 

5,9 

0,1220 

—  0,2951 

6,0 

0,1506 

—  0,2767 

6,1 

0,1773 

—  0,2559 

6,2 

0,2017 

—  0,2329 

6,3 

0,2238 

—  0,2081 

6,4 

0,2433 

—  0,1816 

6,5 

0,2601 

—  0,1538 

6,6 

0,2740 

—  0,1250 

6,7 

0,2851 

—  0,0953 

6,8 

0,2931 

—  0,0652 

6,9 

0,2981 

—  0,0349 

7,0 

0,3001 

—  0,0047 

7,1 

0,2991 

0,0252 

7,2 

0,2951 

0,0543 

7,3 

0,2882 

0,0826 

7,4 

0,2786 

0,1096 

7,5 

0,2663 

0,1352 

7,6 

0,2516 

0,1592 

7,7 

0,2346 

0,1813 

7,8 

0,2154 

0,2014 

7,9 

0,1944 

0,2192 

8,0 

0,1717 

0,2346 

8,1 

0,1475 

0,2476 

8,2 

0,1222 

0,2580 

8,3 

0,0960 

0,2657 

8,4 

0,0692 

0,2708 

8,5 

0,0419 

0,2731 

8,6 

0,0146 

0,2728 

8,7 

—  0,0125 

0,2697 

8,8 

—  0,0392 

0,2641 

8,9 

—  0,0653 

0,2559 

9,0 

—  0,0903 

0,2453 

9,1 

—  0,1142 

0,2324 

9,2 

—  0,1367 

0,2174 

9,3 

—  0,1577 

0,2004 

9,4 

—  0,1768 

0,1816 

9,6 

—  0,1939 

0,1613 

9,6 

—  0,2099 

0,1395 

9,7 

—  0,2218 

0,1166 

9,8 

—  0,2323 

0,0928 

9,9 

—  0,2403 

0,0684 

Tafel  der  Cylinderfunctionen  Jj  und  J^. 


73 


«• 

Joi^) 

J,{^) 

lÖ^O 

—  0,2459 

0,0435 

10,1 

—  0,2490 

0,0184 

10,2 

—  0,2496 

—  0,0066 

10,3 

—  0,2477 

—  0,0313 

10,4 

—  0,2434 

—  0,0555 

10,5 

—  0,2366 

—  0,0789 

10,6 

—  0,2276 

—  0,1012 

10,7 

—  0,2164 

—  0,1224 

10,8 

—  0,2032 

—  0,1422 

10,9 

—  0,1881 

—  0,1604 

11,0 

—  0,1712 

—  0,1768 

11,1 

—  0,1528 

—  0,1913 

11,2 

—  0,1330 

—  0,2039 

11,3 

—  0,1121 

—  0,2143 

11,4 

—  0,0902 

—  0,2225 

11,5 

—  0,0677 

—  0,2284 

11,6 

—  0,0446 

—  0,2320 

11,7 

—  0,0213 

—  0,2333 

11,8 

0,0020 

—  0,2323 

11,9 

0,0250 

—  0,2290 

12,0 

0,0477 

—  0,2234 

12,1 

0,0697 

—  0,2157 

12,2 

0,0908 

—  0,2060 

12,3 

0,1108 

—  0,1943 

12,4 

0,1296 

—  0,1807 

12,5 

0,1469 

—  0,1655 

12,6 

0,1626 

—  0,1487 

12,7 

0,1766 

—  0,1307 

12,8 

0,1887 

—  0,1114 

12,9 

0,1988 

—  0,0912 

13,0 

0,2069 

—  0,0703 

13,1 

0,2129 

—  0,0489 

13,2 

0,2167 

—  0,0271 

13,3 

0,2183 

—  0,0052 

13,4 

0,2177 

0,0166 

13,5 

0,2150 

0,0380 

13,6 

0,2101 

0,0590 

13,7 

0,2032 

0,0791 

13,8 

0,1943 

0,0984 

13,9 

0,1836 

0,1166 

14,0 

0,1711 

0,1334 

14,1 

0,1570 

0,1488 

14,2 

0,1414 

0,1626 

14,3 

0,1245 

0,1747 

14,4 

0,1065 

0,1850 

& 

«^oW 

J,{&) 

14,5 

0,0875 

0,1934 

14,6 

0,0679 

0,1999 

14,7 

0,0476 

0,2043 

14,8 

0,0271 

0,2066 

14,9 

0,0064 

0,2069 

15,0 

—  0,0142 

0,2051 

15,1 

—  0,0345 

0,2013 

15,2 

—  0,0544 

0,1955 

15,3 

—  0,0736 

0,1879 

15,4 

—  0,0919 

0,1784 

15,5 

—  0,1092 

0,1672 

15,6 

—  0,1253 

0,1544 

15,7 

—  0,1401 

0,1402 

15,8 

—  0,1533 

0,1247 

15,9 

—  0,1650 

0,1080 

16,0 

—  0,1749 

0,0904 

16,1 

—  0,1830 

0,0720 

16,2 

—  0,1893 

0,0530 

16,3 

—  0,1936 

0,0335 

16,4 

—  0,1960 

0,0139 

16,5 

—  0,1964 

—  0,0058 

16,6 

—  0,1948 

—  0,0252 

16,7 

—  0,1913 

—  0,0444 

16,8 

—  0,1860 

—  0,0629 

16,9 

—  0,1788 

—  0,0807 

17,0 

—  0,1699 

—  0,0977 

17,1 

—  0,1593 

—  0,1135 

17,2 

—  0,1472 

—  0,1281 

17,3 

—  0,1337 

—  0,1414 

17,4 

—  0,1190 

—  0,1532 

17,5 

—  0,1031 

—  0,1634 

17,6 

—  0,0863 

—  0,1719 

17,7 

—  0,0688 

—  0,1787 

17,8 

—  0,0506 

—  0,1837 

17,9 

—  0,0321 

—  0,1868 

18,0 

—  0,0134 

—  0,1880 

18,1 

0,0054 

—  0,1873 

18,2 

0,0241 

—  0,1848 

18,3 

0,0423 

—  0,1805 

18,4 

0,0601 

—  0,1744 

18,5 

0,0772 

—  0,1666 

18,6 

0,0934 

—  0,1572 

18,7 

0,1086 

—  0,1463 

18,8 

0,1226 

—  0,1340 

18,9 

0,1353 

—  0,1204 
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II.    Kugel-  und  Cylinderfunctionen. 


9 

Joi») 

JA») 

19,0 

0,1466 

—  0,1057 

19,1 

0,1564 

—  0,0900 

19,2 

0,1646 

—  0,0735 

19,3 

0,1711 

—  0,0564 

19,4 

0,1759 

—  0,0388 

» 

Joi») 

J,{») 

19,5 

0,1789 

—  0,0209 

19,6 

0,1800 

—  0,0029 

19,7 

0,1794 

0,0151 

19,8 

0,1770 

0,0328 

19,9 

0,1729 

0,0501 

20,0 

0,1670 

0,0668 

III.    Tafel  für  die  kleinsten  Lösungen  von  Jg  (d-)  =  0. 


s==0 

s  =  l 

s  =  2 

s  =  3 

s  =  4 

s  =  5 

2,405 

3,832 

5,135 

6,379 

7,586 

8,780 

5,520 

7,016 

8,417 

9,760 

11,064 

12,339 

8,654 

10,173 

11,620 

13,017 

14,373 

15,700 

11,792 

13,323 

14,796 

16,224 

17,616 

18,982 

14,931 

16,470 

17,960 

19,410 

20,827 

22,220 

18,071 

19,616 

21,117 

22,583 

24,018 

25,431 

21,212 

22,760 

24,270 

25,749 

27,200 

28,628 

24,353 

25,903 

27,421 

28,909 

30,371 

31,813 

27,494 

29,047 

30,571 

32,050 

33,512 

34,983 

Anmerkung.  Die  vorstehende  Tafel  II  über  die  Cylinderfunctionen  J^i^), 
Jj  (-9')  ist  Lommers  „Studien  über  die  BesseV sehen  Functionen"  (cf.  Fussnote  pg.  66) 
entlehnt;  die  Tafeln  I  und  III  stammen  aus  dem  mehrfach  genannten  Werke 
Byerly's.  Im  letzteren  Buche  finden  sich  folgende  Quellenangaben.  Tafeln  für 
die  ersten  sieben  Functionen  P„(ft)  wurden  unter  Leitung  Grlaisher's  berechnet 
und  1879  im  „Report  of  the  British  Association  for  the  Advancement  of  Science" 
veröffentlicht.  Die  Tafel  III  verdankt  man  J.  Bourget,  der  dieselbe  in  den  „An- 
nales de  rficole  Normale",  Bd.  3  (1866)  mitteilte. 


Drittes  Kapitel. 

Functionen  einer  complexen  Variabelen. 

Die  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  ist 
im  wesentlichen  als  eine  Schöpfung  des  neunzehnten  Jahrhunderts 
anzusehen.  Bereits  zu  Beginn  desselben  kannte  Gauss  eine  Reihe 
wichtigster  Grundsätze  dieser  Theorie.  In  seiner  Dissertation*)  hatte 
derselbe  aufgewiesen,  welch'  einfache  Gestalt  die  Lehre  von  den  ratio- 
nalen ganzen  Functionen  gewinnt,  falls  man  dem  Argumente  der  Func- 
tion gestattet,  beliebige  complexe  Werte  anzunehmen;  und  in  seinen 
vielleicht  noch  früher  liegenden  Untersuchungen  über  das  arithmetisch- 
geometrische  Mittel**)  hat  er,  durch  richtige  Erkenntnis  des  Wesens 
der  hierbei  eintretenden  Functionen  geleitet,  die  Betrachtung  alsbald 
von  reelle  auf  complexe  Variabele  ausgedehnt.  Doch  erst  1811  nahm 
Gauss  in  einem  oft  genannten  Briefe  an  Bessel***)  Gelegenheit,  seine 
Auffassungen  über  das  Wesen  der  Functionen  einer  complexen  Va- 
riabelen auszusprechen;  die  Bedeutung  der  Integrationen  im  complexen 
Gebiete  (cf.  unten  §§  8  ff.)  und  der  klar  erfasste  Begriff  der  ganzen 
transcendenten  Functionen  (cf.  §§13  und  20)  sind  die  wesentlichsten 
Gesichtspunkte  dieses  Briefes.  Die  geometrische  Deutung  einer  Func- 
tion complexen  Argumentes  durch  winkeltreue  oder  conforme  Äbhildiing 
einer  Ebene  auf  eine  andere  (cf.  §§  1  ff.)  ergiebt  sich  aus  Art.  8  einer 
im  Jahre  1822  von  Gauss  behandelten  Preisaufgabe  der  Gesellsch.  der 
Wiss.  in  Kopenhagenf),  wobei  die  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  für 
die  Geodäsie  kurz  erwähnt  wird.  Doch  hatte  bereits  in  den  siebziger 
Jahren    des    achtzehnten    Jahrhunderts  Lagrange    die   Beziehung    der 


*)  „Demonstratio  nova  theorematis  omnem  functionem  algebraicam  rationalem 
integrum  unius  variäbilis  in  factores  reales  primi  vel  secunäi  gradus  resolvi  posse" 
(Helmstedt  1799),  Gauss'  Werke,  Bd.  3  pg.  1. 

**)  Cf.  Gauss'  Werke,  Bd.  3  pg.  361  bis  402. 
***)  Vergl.  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Bessel  (Leipzig  1880)  pg.  155  ff. 

t)  „Allgemeine  Auflösimg  der  Aufgabe,  die  Teile  einer  gegebenen  Fläche  auf 
eine  andere  gegebene  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten 
in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  wird"  (Altona  1825),  Gauss'  Werke,  Bd.  4  pg.  189. 


76  III.    Functionen  einer  complexen  Variabelen. 

complexen  Functionen  zu  den  Aufgaben  der  conformen  Abbildung  ge- 
funden und  auf  geodätische  Zwecke  angewendet. 

Gegenüber  diesem  universellen  Gauss'schen  Standpunkte  haben  die 
späteren  Forscher  jeweils  nur  nach  speciellen  Richtungen  hin  die 
Functionentheorie  weiter  ausgebildet. 

Später  als  Gauss,  jedoch  unabhängig  von  ihm  hat  Cauchy  die 
Bedeutung  der  hesUmmten  Integrale  mit  complexen  Variabelen  und  Grenzen 
als  fundamental  für  die  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variabelen 
erkannt.  Cauchy's  bezügliche  Hauptarbeit  „Memoire  sur  les  integrales 
definics  prises  entre  des  limites  imaginaires^'  ist  1825  erschienen;  doch 
reichen  seine  Untersuchungen  hierüber  bis  1814  zurück.  Cauchy's 
Methoden  sind  namentlich  durch  Puiseux  weitergebildet  und  haben  zu 
einer  vor  allem  in  Frankreich  lange  Zeit  vorherrschenden  Gestalt  der 
Functionentheorie  geführt*). 

Riemann's**)  Forschungen  sind  zunächst  denjenigen  Cauchy's 
nahe  verwandt,  stellen  jedoch  Gauss'  Princip  der  conformen  Abbildung 
mehr  in  den  Vordergrund.  Auf  dieser  Basis  gelangt  Riemann  zu  einer 
dllgemeinen  Begriffsdefinition  einer  analytischen  Function  und  nimmt  vor 
allem,  überall  mehr  von  Anschauungen  als  Rechnungen  geleitet,  mit  dem 
grössten  Erfolge   das  Studium   der  mehrdeutigen  Functionen  in  Angriff. 

Etwa  gleichzeitig  mit  Riemann  beginnt  Weierstrass  seine  func- 
tionentheoretischen  Forschungen.  Derselbe  knüpft  den  allgemeinen 
Begriff  „analytischer  Functionen"  an  deren  analytische  Darstellungen 
durch  „Potenzreihen"  und  „unendliche  Producte"***)  und  entwickelt 
für  die  Rechnung  mit  solchen  Gebilden  gesicherte  Grundlagen.  Die 
„ganzen  transcendenten  Functionen",  deren  Bedeutung  bereits  Gauss  er- 
kannte, kommen  durch  Weierstrass  zur  Ausbildung  und  allgemeinen 
Geltung. 

Die  deutschen  Lehrbücher  der  Functionentheorie  haben  bis  vor 
ganz  kurzer  Zeit  in  der  Regel  eine  nur  einseitige  Darstellung  derselben 
vermittelt.  So  steht  Durege's  Werk  „Elemente  der  Theorie  der  Func- 
tionen  einer   complexen  veränderlichen  Grösse" -f)  auf  Cauchy -Riemann- 

*)  Vergl.  z.  B.  Briot  et  Boiiquet  „Theorie  des  fmictions  elUptiques"  (Paris, 
1875)  pg.  19  ff. 

**)  „Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen complexen  Grösse"  (Göttingen  1851);  „Theorie  der  AheVschen  Functionen" 
Journ.  f.  Math.  Bd.  54  (1857).     Cf.  Riemann's  Werke  pg.  1  und  81. 

***)  Vergl.  namentlich  die  beiden  folgenden  Abhandlungen  von  Weierstrass 
„Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen",  Abhandlungen  der  Berl. 
Akademie  von  1876,  und  „Über  die  Theorie  der  analytischen  Facultäten",  Journal 
f.  Math.  Bd.  51;  ges.  Werke,  Bd.  2  pg.  75  und  Bd.  1  pg.  153. 

t)  3.  Aua.,  Leipzig,  1882. 
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schem  Standpunkte,  während  z.  B.  die  „Elementare  Tlieorie  der  ana- 
lytisclien  Functionen  einer  complexen  VeränderlicJien"  von  J.  Thomae, 
welche  jüngst  in  zweiter  Auflage  erschien*),  den  Weierstrass'schen 
Auffassungen  angehört.  Erst  neuestens  sind  nach  dem  Vorgange  des 
Auslands  auch  die  deutschen  Autoren  umfassenderen  Anforderungen 
gerecht  geworden;  es  sei  in  dieser  Hinsicht  namentlich  H.  Burkhardt's 
„Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  einer  complexen 
Veränderlichen"**)  genannt. 

Als  Anwendungen  der  Functionen  einer  complexen  Variabelen 
haben  wir  neben  der  schon  erwähnten  Beziehung  der  conformen  Ab- 
bildungen zur  Geodäsie  in  erster  Linie  diejenigen  Probleme  der  mathe- 
matischen Physik  zu  nennen,  denen  die  für  zwei  Variabele  x,  y  ge- 
dachte Laplace'sclie  Differentialgleichung: 

t4  +  44  =  0 

cx^    '     cy 

zu  Grunde  liegt.  Die  Vermittlung  ist  dadurch  hergestellt,  dass  die 
reellen  Bestandteile  unserer  Functionen  dieser  Differentialgleichung  ge- 
nügen werden.  Ein  hierher  gehörendes  physikalisches  Problem,  den 
stationären  Strom  einer  incompressihelen  Flüssigkeit  in  einer  Ebene  be- 
treffend, soll  in  §  7  behandelt  werden. 

Bei  der  Mehrzahl  der  Anwendungen  treten  allerdings  nur  Func- 
tionen reeller  Veränderlicher  auf.  In  dieser  Hinsicht  vergl.  man  z.  B.  die 
im  übernächsten  Kapitel  zur  Behandlung  kommenden  Probleme  der 
Mechanik,  bei  denen  die  elliptischen  Functionen  „reeller"  Argumente 
Verwendung  finden.  Dabei  aber  ist  zu  bemerken,  dass  man  die  wahre 
Natur  der  Functionen  und  die  wichtigsten  Regeln  für  ihre  Behandlung 
vielfach  nur  erst  bei  Ausdehnung  der  Argumente  auf  beliebige  com- 
plexe  Werte  erkennt. 

§  1.    Lineare  Functionen  und  Kreisverwandtschaften. 

Es  sei  z  eine  complexe  Variabele,  die  wir  unter  Trennung  ihres 
reellen  und  imaginären  Bestandteils  z=^x-\-iy  schreiben  werden.  Von 
z  soll  zunächst  eine  lineare  Function  Z  =  X.  -\-  iY,  nämlich: 

(1)  z  =  ^-^ 

betrachtet  werden.  Die  Coefficienten  a,  h,  c,  d  sollen  hierbei  beliebige 
complexe  Constante  sein;  nur  darf  nicht  gerade  ad —  hc=0  sein, 
weil  in  diesem  Falle  Z  bei  veränderlichem  2  constant  sein  würde. 


*)  Halle  a.  S.,  1898.  **)  Leipzig,  1897. 
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Zur  geometrischen  Deutung  von  z  =  x  -{-  iy  legen  wir  in  üblicher 
Weise  eine  Ebene  mit  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  a?,  y 
zu  Grunde,  wobei  der  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,  y  als  „Träger" 
oder  „Bildpunkt"  des  Wertes  x  -\-  iy  der  Variabelen  2  gilt.  Diese 
Ebene  wird  in  der  Folge  kurz  j^^- Ebene"  genannt*).  Die  Werte  der 
Function  Z  deuten  wir  je  nach  Umständen  entweder  in  der  gleichen 
Ebene  oder  denken  die  „Z^Ebene"  von  derjenigen  der  Variabelen  2  ge- 
trennt liegend. 

Unter  Bevorzugung  der  letzteren  Vorstellung  deuten  wir  nun  die 
Function  (1)  dahin,  dass  durch  dieselbe  jedem  Punkte  der  ^; -Ebene  ein 
bestimmter  Punkt  der  ^- Ebene  eindeutig  zugeordnet  sei.  Wir  be- 
zeichnen dies  Sachverhältnis  kurz  dahin,  dass  die  z- Ebene  vermöge  der 
Function  (1)  auf  die  Z- Ebene  abgebildet  sei.  Im  speci eilen  handelt  es 
sich  hier  in  dem  Sinne  um  eine  „ein -eindeutige  Abbildung",  als  jedem 
Punkte  der  Z- Ebene  auch  umgekehrt  nur  ein  Punkt  der  ^- Ebene 
correspondiert. 

Um  den  geometrischen  Charakter  der  durch  lineare  Functionen 
vermittelten  Abbildungen  aufzuweisen,  betrachten  wir  zunächst  einige 
specielle  Fälle. 

L    Ganze  Functionen  Z  =  az -\- b. 

Ist  insbesondere  a  =  1,  und  schreibt  man  unter  Trennung  des 
reellen  und  imaginären  Bestandteils  b  =^  b^  -\-  ib^,  so  wird  die  Be- 
ziehung beider  Ebenen  durch  X  ==  x  -{-  b^,  Y  =  y  -{-  b^  angegeben, 
eine  Transformation,  die  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie 
als  „ParallelverscJdebung"  oder  „Translation"  bekannt  ist.  Das  Abbild  der 
^-Ebene  auf  der  Z-Ebene  ist  mit  dem  Original  congruent  und  erscheint 
gegen  letzteres  parallel  verschoben  und  zwar  um  b^  und  b.^  im  Sinne 
der  -(-  X-  bez.  -f  Y-Axe.     Ein  Beispiel  liefert  Figur  8,  in  welcher  die 


Z  -Uhene 


Z-Ubene. 


Fig.  8. 


*)  Über  die  geometrische  Deutung  der  auf  complexe  Zahlen  angewandten 
vier  Grundrechnungen  muss  auf  die  einführenden  Vorlesungen  und  Lehrbücher 
über  höhere  Analysia  verwiesen  werden. 


Lineare  Functionen. 
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£f-Ebene  eine  Einteilung  in  (teilweise)  numerierte  Quadrate  enthält;  in 
der  Z- Ebene  sind  ausser  der  reellen  und  imaginären  Z-Axe  die  Ab- 
bilder jener  Quadrate  gezeichnet. 

Ist  zweitens  6  =  0,  so  benutze  man  für  a  die  „Polardarstellung" 
a  =  xe"%  wo  X  der  „absolute  Betrag"  \a\  und  a  die  „Amplitude"  von 
a  ist.     Dies  giebt  Anlass  zu  erneuter  Fallunterscheidung,  indem  man 
einmal  z  =  1,  sodann  zweitens  a  =  0  wählt.     Im  ersten  Falle  ist: 
X  =  X  cos  cc  —  y  sma,  Y  =  x  sina  -\-  y  cos  a, 

eine  Transformation,  die  gleichfalls  aus  den  Elementen  der  analytischen 
Geometrie  als  „Drehung"  der  Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  den 
Winkel  a  bekannt  ist.  Gilt  aber  a  =  0,  so  ist  X  =  xx,  Z=  xy,  und 
man  hat  dann  die  speciell  so  benannte  „Ähnlichkeitstransformation'\  bei 
welcher  das  Abbild  dem  Original  unter  Wahrung  des  Nullpunktes  und 
aller  Richtungen  ähnlich  ausfällt.  Ist  weder  x  =  1  noch  o;  =  0,  so 
erscheint  die  Abbildung  aus  einer  Drehung  der  Ebene  um  den  Nullpunkt 


Z-Ehene 


Z-JEJiejie 


Fig.  9. 


und    einer  Ähnlichkeitstransformation    zusammengesetzt.      Ein    hierher 
gehöriges  Beispiel  liefert  Figur  9. 

Die  allgemeine  ganze  lineare  Function  Z^^^  az  -\-  h  ist  mit  dem 
Vorstehenden  zugleich  erledigt.  Setzt  man  nämlich  0'  =  az,  Z=  z'  -\-  h, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  der  Function  Z  zugehörige  Abbildung  durch 
Combinatiou  einer  Drehung,  einer  Ahnlichkeitstransformation  und  einer 
Translation  hergestellt  werden  kann.  Bei  einer  linearen  ganzen  Func- 
tion ist  die  Ähhildung  dem  Original  stets  ähnlich;  die  Abbildung  ist  dem- 
nach conform  (winkeltreu),  d.  h.  jeder  abgebildete  Winkel  ist  seinem  Ori- 
ginal gleich,  und  man  bemerke  überdies,  dass  den  Geraden  und  Kreisen  der 
z- Ebene  wieder  die  Geraden  bez.  Kreise  der  Z- Ebene  entsprechen. 

II.    Die  Function  Z= —• 

2 

Die  Variabelen  z  und  Z  sollen  zunächst  in  der  gleichen   Ebene 
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gedeutet  werden,  und  man  ziehe  die  „Polardarstellung"  z  =  re^'  für  2 
(und  entsprechend  für  Z)  heran,  wo  r  =  |  ^  |  den  absoluten  Betrag  und 
d-  die  Amplitude  der  complexen  Zahl  2  bedeuten.  Die  zur  vorliegenden 
Function  gehörende  Abbildung  der  5- Ebene  auf  sich  selbst  weist  dem 

Punkte  (r,  d-)  den  Punkt  (— ,  —  d\  zu.  Dieser  Übergang  soll  in  der 
Art  vollzogen  werden,  dass  man  vom  Punkte  (r,  %•)  zunächst  zu  l—,  ^j 

geht,  hernach  von  hier  zu  (  — , — d') . 

Die  Transformation,   welche  dem  Punkte   P  der  Coordinaten  r,  ■9' 

den  Punkt  P'  der  Coordinaten  —  ,  -O"   zuweist,   heisst  „Transformation 

durch  redproJce  Radien"  am  Einheitskreise,  d.  i.  am  Kreise  mit  dem 
Radius  1  um  den  Nullpunkt;  sie  wird  auch  als  „Inversion"  oder 
„Spiegelung"  am  Einheitskreise  bezeichnet.  Der  Charakter  dieser  Trans- 
formation ist  durch  Figur  10  angegeben. 
/  Die  Zuordnung  der  Punkte  ist  in  dem  Sinne 
eine  sich  selbst  inverse  oder  umhehrhare, 
dass  dem  schon  genannten  Punkte  P'  um- 
gekehrt wieder  der  erste  Punkt  P  zugehört. 
Zwei  einander  zugeordnete  Punkte  liegen 
j,.    ^Q  auf  dem   gleichen  vom  Nullpunkte  0  aus- 

ziehenden Strahle,  und  jeder  liegt  auf  der 
Polare  des  anderen  bezüglich  des  „Inversionskreises"  (d.  i.  des  Einheits- 
kreises). Jeder  Punkt  dieses  Kreises  ist  sich  selbst  zugeordnet.  Irgend 
ein  unendlich  fern  liegender  Punkt  der  Ebene  correspondiert  dem  Null- 
punkte. Diese  Sachlage  giebt  Anlass,  nur  von  einem  einzigen  unend- 
lich fernen  PunJcte  der  Ebene  mit  z  =  00  zu  sprechen,  was  man  sich 
dadurch  veranschaulichen  kann,  dass  man  die  ^-Ebene  als  „Kugel  mit 
unendlich  grossem  Radius"  denkt.  Der  Satz,  dass  die  Punkte  der 
Ebene  einander  zu  Paaren  zugeordnet  sind,  gilt  alsdann  auch  unter 
Einschluss  des  Punktes  z  =  00. 

Die  Kreise  der  0-Ebene  stellen  sich  in  Polarcoordinaten  durch: 

(2)  Ar""  -f-  Pr  cos('^  _  «)  +  C  ==  0 

dar,  wobei  sich  für  A  =  0  die  gesamten  Geraden  als  „Kreise  mit 
unendlich  grossen  Radien"  einordnen.  Der  Kreis  (2)  geht  bei  der 
Inversion  in  die  durch: 

Or^  +  Br  cos(^  —  a)  -f  ^  =  0 

gegebene  Curve  über.  Entschliessen  wir  uns  demnach,  die  Gerade  den 
Kreisen  zuzurechnen,  so  entspringt  der  Satz:   Jeder  Kreis  der  z -Ebene 
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gellt  hei  der  Inversion  ohne  Ausnahme  wieder  in  einen  Kreis  über.  Eine 
Gerade  im  speciellen  liefert  (als  Kreis  durch  den  Punkt  oo)  einen  Kreis 
durch  0-  die  einzelne  Gerade  durch  0  geht  in  sich  selbst  über. 

Wie  man  leicht  sieht,  ist  der  einzelne  Kreis  (1)  stets  und  nur 
dann  sich  selbst  zugeordnet,  wenn  A  =  C  ist.  Die  hierdurch  fest- 
gelegten Kreise  laufen  orthogonal  gegen  den  Inversionskreis  und  sollen 
dieserhalb  „Orthogonalkreise"  heissen.  Die  Anschauung  zeigt,  dass  jeder 
solche  Kreis  deshalb  sich  selbst  zugeordnet  ist,  weil  bei  der  Inversion 
seine  Schnittpunkte  mit  dem  Einheitskreise  und  seine  Tangenten  ebenda 
erhalten  bleiben.  Man  bemerke  noch,  dass  irgend  ein  Kreis  durch 
zwei  nicht  zusammenfallende,  einander  zugeordnete  Punkte  P,  P'  stets 
ein  Orthogonalkreis  ist;  denn  der  zugeordnete  Kreis  läuft  wieder  durch 
P  und  P'  sowie  durch  die  Schnittpunkte  des  ersteren  Kreises  mit  dem 
Einheitskreise  hindurch. 

Hieraus  geht  leicht  hervor,  dass  die  Inversion  eine  conforme  oder 
winkeltreuc  Abbildung  liefert.  Greift  man  nämlich,  wie  in  Figur  11 
geschehen  ist,  aus  dem  System  aller 
durch  P  und  P'  hindurchzulegen- 
den Kreise  irgend  zwei  auf,  so  er- 
blickt man  in  jedem  Falle  unmittel- 
bar die  Gleichheit  der  zugeordneten 
Winkel  an  den  Scheitelpunkten  P 
und  P'.  Handelt  es  sich  indessen 
im  speciellen  um  einen  Winkel,  dessen 
Scheitelpunkt  auf  dem  Einheitskreise 
liegt,  so  darf  man  den  einen  Schenkel 
des  Winkels  als   auf  einem   von  0 

ausziehenden  Strahle  gelegen  annehmen;  denn  jeder  fragliche  Winkel 
kann  als  Differenz  zweier  Winkel  von  der  bezeichneten  besonderen  Art 
dargestellt  werden.  Dass  aber  ein  Winkel 
dieser  letzteren  Art  seinem  zugeordneten 
gleich  ist,  sieht  man  durch  elementare  Dis- 
cussion  der  Figur  12,  wo  es  sich  um  die 
beiden  mit  Pfeilen  bezeichneten  Winkel 
handelt. 

Die  Inversion  zeigt  gegenüber  den  unter  I 
gewonnenen  Abbildungen  in  der  Hinsicht 
eine  Abweichung,  dass  der  Drehungssinn, 
welchen  wir  den  Winkeln  zuerteilen  können, 
bei  der  Inversion  eine  Umkehrung  erfährt. 
sich    um    eine    conforme    Abbildung    mit    Umlegung    der    Schenkel    des 

Frickc,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  6 


Fig.  11. 


Fig.  12. 

Man    sagt,    es    Imndele 
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•  -  Ijbene 


Fig.  13  a. 


einzelnen   Winkels.     In  den  Figuren  11  und  12    ist  dies  durch  die   in 

die  Winkel  eingetragenen  Pfeile  angedeutet. 

Zur  Inversion  am  Einheitskreise  ist  jetzt  diejenige  Transformation 

hinzuzusetzen,  bei  welcher  der  Punkt  (r,  Q-)  in  (r,  —  d-)  übergeht.    Diese 

Transformation  hat  elementaren  Charakter; 
jeder  Punkt  geht  (im  gewöhnlichen  Sinne  ge- 
sprochen) in  sein  Spiegelbild  hemglich  der 
reellen  z-Axe  über.  Es  findet  hierbei  offenbar 
aufs  neue  eine  Umlegung  der  Schenkel  bei  den 
Winkeln  statt. 

Indem  wir  beide  Transformationen  com- 
binieren,  ergiebt  sich:  Die  durch  die  Func- 
tion Z  =  ~  vermittelte  Abbildung  der  z-Ebene 

auf   die    Z-Ebene    ist    conform    (ohne    üm- 

legung   der   Schenkel),    und  jeder   Kreis   der 

Z-Ebene     liefert    wieder     einen     Kreis     der 

Z-Ebene.    Zur  Veranschaulichung  dienen  die  Figuren  13a  und  13b.    Die 

geradlinigen  Quadrate  der  ^-Ebene  liefern  durch  Kreisbogen  begrenzte 

Vierecke  der  Z- 
Ebene,  welche  sich 
gegen  den  Nullpunkt 
Z  =  0  hin  immer 
dichter  zusammen- 
drängen. Alle  un- 
endlich vielen  Vier- 
ecke der  ^- Ebene, 
welche  ausserhalb 
des  Einheitskreises 
liegen,  finden  in  der 
That  ihre  Abbilder 
im  Innern  des  Ein- 
heitskreises der  Z- 
Ebene ;  und  je  weiter 
die  Originale  in  der 
Ebene  von  z  hinaus- 
liegen, um  so  näher 
rücken  die  Abbilder 
an  den  Nullpunkt 
der  Z^- Ebene  heran. 


Z-Ehena 


Fig.  13  b. 
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III.  Beliebige  Functionen  Z=  "^  .  ^- 

Ist  c  =  0,  so  liegt  der  Fall  I  vor. 

Ist  hingegen  c  4=  0,  so  findet  man  anter  Benutzung  der  Abkürzung 
ad  —  hc  =  B: 

z  =  —zlR |_  iL 

wobei  zufolge  einer  Bemerkung  am  Anfang  des  Paragraphen  JD  =|=  0 
ist.     Setzt  man  hiernach: 

,  C^  cd  „  1  ry  it      I        « 

z  =--b'-~b'    ^  =Z^    ^=^    +T' 

so  ergiebt  sich,  dass  die  jetzt  vorliegende  Abbildung  durch  Combination 
der  in  I  und  II  gewonnenen  Abbildungen  hergestellt  werden  kann; 
denn  es  ist  von  3  zunächst  eine  Function  z'  des  Typus  I  gebildet,  von 
z'  ist  alsdann  die  unter  II  besprochene  Function  z"  =  z'-'^  hergestellt 
u.  s.  w.  Aus  den  bisher  gewonnenen  Ergebnissen  folgt  demnach  un- 
mittelbar: Bie  durch  eine  beliebige  lineare  Function  Z  =  ^^,^  ver- 
mittelte ein-eindeutige  Abbildung  der  z- Ebene  auf  die  Z- Ebene  ist  confm-m; 
die  Kreise  der  z- Ebene  übertragen  sich  hierbei  wieder  auf  die  Kreise 
der  Z- Ebene.  Wegen  der  letzteren  Eigenschaft  wird  die  hier  vor- 
liegende Beziehung  beider  Ebenen  zu  einander  als  eine  „Kreisverwandt- 

schafif'  bezeichnet*). 

0  +  1 
Auf  gab  6  1.     Man  untersuche  die  durch  die  Function  Z  =  gelieferte  Ab- 

bildung der  £?- Ebene  auf  die  iJ- Ebene. 

Aufgabe  2.     Man  bestimme,  indem  man  Z  und  z  in  der  gleichen  Ebene 

deutet,  diejenigen  Punkte ,  welche  bei  der  durch  Z  =  vermittelten  Abbil- 

dung sich  selbst  entsprechen. 

Aufgabe  3.     Man    untersuche    die    Bedingung,    unter   welcher    die    durch 

Z  =  "    "*"     gelieferte  Beziehung  zwischen  z  und  Z  eine  sich  selbst  inverse  oder 
cz-{-d  ° 

umkehrbare  ist. 

§  2.    Stereographische  Projection  der  ^; -Ebene  auf  eine  Kugel- 
oberfläche. 

Der  Vorstellung,  die  ^-Ebene  habe  nur  einen  Punkt  mit  0  =  oo, 
kann  man  am  besten  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  man  die  0-Ebene 
auf  die  Oberfläche  einer  Kugel   projiciert.     Insbesondere  soU  es  sich 


*)  Diese  Bezeichnung  rührt  von  Möbius  her,  welcher  die  in  Rede  stehenden 
Abbildungen  zuerst  in  rein  geometrischer  Darstellung  behandelte;  cf.  Abhandl. 
der  Leipz.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  2  (1855)  oder  Möbius'  ges,  Werke  Bd.  2. 

6* 
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hier  um  die  Ableitung  der  sogen,  „stereographischen  Protection"  der  Ebene 
auf  die  Kugeloberfläche  handeln. 

Nach  der  im  Anschluss  an  Figur  5  pg.  27  gegebenen  Vorschrift 
denken  wir  ein  System  rechtwinkliger  Raumcoordinaten  !,'»?,  t,  ge- 
wählt und  fassen  die  l^j- Ebene  zugleich  als  Ebene  der  complexen 
Variabelen  z  =  x  -\-  iy,  indem  wir  für  die  Punkte  dieser  Ebene  i,  =  x, 
ri  =  y  setzen.     Weiter  construieren  wir  die  durch: 

(1)  |2  _p  ^2  ^_  ^2  _  1 

gegebene  Kugel  des  Radius  1  um  den  Nullpunkt  0.  Die  stereographi- 
sche Projection  -vollziehen  wir  jetzt  in  der  Art,  dass  wir  die  z-Ebene 
auf  diese  KugeloherfläcJie  von  dem  auf  letzterer  selbst  gelegenen  Projections- 
centrum  C  der  Coordinaten  |  =  0,  71  =  0,  t,==  —  1  projicieren. 

Die  Projection  des  einzelnen  Punktes  P  der  Ebene  auf  die  Kugel- 
oberfläche veranschauliche  man  sich  mit  Hilfe  von  Figur  14,  welche 

die  Ebene  durch  die 
2;-Axe  und  den  pro- 
jicierenden  Strahl 
CP  darstellt.  Rechts 
ist  der  Fall  eines 
Punktes  P  mit  \z\ 
=  r  <  1  dargestellt, 
links  der  eines  Punk- 
tes P^  mit  r  >  1, 
welcher  in  P^'  pro- 
jiciert  wird.  Man 
erkennt:  Die  stereo- 
graphische Projection 
liefert  eine  ein -ein- 
deutige Beziehung  zwischen  den  Punkten  der  z- Ebene  und  denen  der 
Kugeloberfläche,  wobei  speciell  der  „Punkt"  z  =  oo  der  Ebene  das  Pro- 
jectionscentrum  C  ergiebt. 

Die  Coordinaten  zweier  correspondierenden  Punkte  P,  P'  seien 
{x,  y)  bez.  (i,,  r],  t),  dann  ist  erstlich  x:y  =  i,:ri.  Setzt  man  weiter 
'ÖP==V^^+f=r  und  ÖQ  =yW^^  =  Q,  so  lehrt  Figur  14,  in 
welcher  P' Q  senkrecht  zur  a;t/-Ebene  gefällt  ist, 


Fig.  14. 


oc 


OP 


oder       t,  ■■ 


eine  Formel,  die  man  auch  im  Falle  des  Punktes  P^  mit  r  >  1  sofort 
bestätigt.     Aus  diesen  Angaben  berechnet  man  mit  Rücksicht  auf  (1) 


Einführung  der  ^r- Kugel.  85 

ohne  Mühe,  dass  sich  die  stereographische  Projection  hei  der  gewählten 
Lage  der  0- Ehern  und  Kugel fläcJie  durch  folgende  Gleichungen  darstellt: 

oder  umgekehrt: 

2a;  2i/  ^ 1  —  «*  —  t/* 

(3)        ^  =  T+^M^'      '^  =  Tqr^*qrp>      ^  =^  i  +  a;*  +  y* * 

Diese  Gleichungen  zeigen  unmittelbar,  dass  die  Kreise  der  z-Ehene 
(die  Geraden  eingerechnet)  in  die  gesamten  Kreise  der  Kugeloherfläche 
ühergehen.     Es  transformiert  sich  nämlich  die  Gleichung: 

A{x^^  +  y^)  +  Bx+Cy  +  D  =  0 
eines  beliebigen  Kreises  der  ^- Ebene  vermöge  (2)  in: 

Bl  +  Cn  +  iP-  A)l  +  (D  +  ^)  =  0; 

hierdurch  aber  ist  ein  ebener  Schnitt  der  Kugelfläche,  d.  h.  wieder  ein 
Kreis  dargestellt. 

Wir  nennen  endlich  den  Satz,  dass  die  stereographische  Projection 
eine  „conforme"  Beziehung  zwischen  der  z-Ehene  und  der  Kugeloherfläche 
liefert.  Errichtet  man  nämlich,  um  die  Winkel  in  der  Umgebung  des 
dem  Punkte  P  entsprechenden  Punktes  P'  zu  messen,  in  P'  die 
Tangentialebene  der  Kugel,  so  schneidet  dieselbe  aus  der  Ebene  der 
Figur  14  die  Kreistangente  FT  aus.  Das  Dreieck  PP'T  ist  offenbar 
gleichschenklig,  und  die  ^!-Ebene  sowie  die  eben  genannte  Tangential- 
ebene stehen  auf  der  Ebene  dieses  Dreiecks  längs  PT  bez.  P'T  senk- 
recht auf.  Man  muss  jetzt  nur  noch  hinzunehmen,  dass  das  in  der 
0-Ebene  durch  P  laufende  Geradenbüschel  vermöge  des  Ebenenbüschels 
mit  der  Axe  PP'  projiciert  wird.  Die  Unveränderlichkeit  der  Winkel 
bei  der  Projection  ist  dann  direct  aus  der  Anschauung  ersichtlich. 
Übrigens  wird  man  die  gleiche  Betrachtung  sehr  leicht  auch  für  die 
Punkte  Pi  und  Pi  in  Figur  14  durchführen.  — 

Wo  es  erwünscht  ist,  können  wir  in  der  Folge  an  Stelle  der 
^;- Ebene  die  Kugeloberfläche  zur  Trägerin  der  complexen  Werte  z 
machen,  wobei  zufolge  (2)  der  einzelne  Punkt  (|,  r},  t)  der  Kugel- 
fläche den  Wert  z  =  VV^  ^^^^mmt;  wir  sprechen  in  diesem  Sinne 
von  einer  „Kugel  der  complexen  Variahelen  z"  oder  kurz  von  einer 
„z-Kugel".  Auf  der  ^-Kugel  ist  jetzt  der  „Punkt"  ^  =  00  und  seine 
nächste  „Umgebung"  beim  Projectionscentrum  C  direct  zugänglich. 

Eine  andere  oft  zu  benutzende  Methode,  den  Punkt  z  =  00  der 
Untersuchung   zugänglich   zu   machen,   ist  die,   dass  man  die  0-Ebene 
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in  der  durch  Figur  13  pg.  82  dargestellten  Art  vermöge  Z  =  —  auf 

die  Z- Ebene   abbildet.     Hier  tritt   an  Stelle  des  Punktes  z  =  oo  und 
seiner  Umgebung  der  Nullpunkt  Z  =  0  und  dessen  Umgebung.  — 
Zum    Zwecke    einer    ersten    beiläufigen    Anwendung    der   ^- Kugel 

gehen  wir  nochmals  auf  die  Functionen  Z  =  — ^-^  zurück  und  machen 

die  Kugel  zugleich  zur  Trägerin  der  Werte  von  2  wie  von  Z.  Es 
gilt  alsdann  der  Satz,  dass  die  einzelne  lineare  Function  eine  solche 
Transformation  der  Kugel  in  sich  liefert,  die  durch  eine  bestimmte  „Col- 
lineation"  des  ganzen  Baumes  hergestellt  werden  kann. 

Es  wird  genügen,  diesen  Satz  für  diejenigen  besonderen  Functionen 
zu  beweisen,  durch  deren  Combination  wir  nach  pg.  83  jede  lineare 
Function  bilden  können.  Dabei  kann  man  überdies  noch  die  Function 
Z  =  z  -\-  h  in  die  beiden  zerlegen  Z  =  z  -\-  h^  und  Z  =  z  -\-  ih^  mit 
reellen  \,  \.  Die  beiden  letzteren  Functionen  verhalten  sich  hier 
ganz  analog,  so  dass  es  genügt,  etwa  nur  die  erste  unter  ihnen  zu  be- 
trachten.    Demnach  handelt  es  sich  um  folgende  vier  Functionen: 

l)Z=z  +  \,     2)Z=e^'z,     3)Z=xz,    4)Z=^- 

Vermöge  der  Formeln  (2)  und  (3)  findet  man  ohne  Mühe,  dass  die 
ihnen  entsprechenden  Transformationen  der  0-Kugel  in  sich  durch 
folgende  vier  Raumcollineationen  bewirkt  werden  können: 

S:H:Z:l=(i  +  \i+b,):r,: 

(2)  IS  :  H:  Z  :  1  =  (^  cos  a  —  rjama)  :  (|  sina  -\-  rj  cos  a)  :  ^  :  1 , 

(3)  ,:H:Z:l  =  ^:,:{^,+  ^---^^):{^,  +  ^), 

(4)  ^:i/:Z:l  =  |:-i?:-g:l. 

Hier  haben  wir  es  in  der  That  mit  lauter  CoUineationen  des  Raumes 
zu  thun.  Dass  dabei  in  jedem  Falle  unsere  Kugeloberfläche  in  sich 
selbst  transformiert  wird,  kann  man  leicht  auch  durch  Rechnung  be- 
stätigen; man  wird  nämlich  die  Gleichung  |^+  T^^-j-  g^ —  1=0  bei 
allen  vier  Transformationen  ohne  Mühe  in  S^  -\-  W  ~\-  Z^  —  1  =^  0  über- 
führen. Da  übrigens  bei  der  einzelnen  CoUineation  ein  ebener  Schnitt 
der  Kugel  (d.  i.  ein  Kreis)  stets  wieder  in  einen  solchen  übergeht,  so 
erkennt  man  von  hieraus  aufs  neue  den  Charakter  der  „Kreisverwandt- 
schaften" an  den  durch  lineare  Functionen  gelieferten  Abbildungen  der 
Ä -Kugel  auf  sich  selbst. 


Die  Function  Z  =  z^. 
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§  3.    Die  Function  Z  =  z^. 

Die  Function  Z  =  z^  liefert  unter  Trennung  des  reellen  von  dem 
imaginären  Bestandteile : 


(1) 


X  =  x'' 


y\ 


Y=2xy. 


Um  die  hierdurch  dargestellte  Beziehung  der  ^- Ebene  zur  Z^- Ebene 
graphisch  zu  versinnlichen,  versehen  wir  die  i^-Ebene  mit  einer  Ein- 
teilung in  Quadrate,  wie  in  Figur  15  rechter  Hand  zu  sehen  ist;  zwei 
benachbarte  Gerade  sollen  hierbei  jeweils  den  Abstand  1  haben,  so 
dass  die  zur  Z'-Axe  parallelen  Geraden  die  Gleichungen  X  =  0, 
X=+l7  -^"^^zb^j""'  bekommen.  Zufolge  (1)  liefern  diese  Geraden 
in  der  ^-Ebene  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  die  Winkel- 
halbierenden der  Coordinatenaxen  zu  Asymptoten  besitzen,  und  deren 
Hauptaxen  2,  2]/2,  21/3,  4,  2]/5,  •  •  •  teils  auf  der  x-Axe,  teils  auf 
der  y-Axe  lagern.  Die  zur  X-Axe  parallelen  Geraden  liefern  ein 
ebenso  gebautes  System  von  Hyperbeln,  welche  aus  jenen  vermöge 
einer  Drehung  der  ^;- Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  einen  Winkel 
von  45''  hervorgehen. 

Die  hiermit  entspringende  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  der 
Variabelen  z  und  Z  bietet  den  in  Figur  15  angedeuteten  Anblick  dar, 


z- Ebene 


Z-Bbem 


rig.  15. 


wobei    einander    zugeordnete    Vierecke    durch    die    gleichen   Nummern 
ausgezeichnet  sind. 

Man  bemerkt,  dass  jetzt  jedem  Viereck  der  Z-Ebene  zwei  Vier- 
ecke der  5? -Ebene  entsprechen.  In  der  That  handelt  es  sich  hier  um 
eine  zwei-eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  von  z  und  Z.  Dem 
einzelnen    Werte  z   entspricht   stets   nur   ein    Wert   Z  ==  z^',    dagegen 
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liefert  der  einzelne  Punkt  Z  stets  zwei  Punkte  ^  =  +  V%  welche  ge- 
trennt liegen,  falls  nicht  einer  der  beiden  Werte  Z=  0  oder  Z  ==  oo 
vorliegt. 

Es  ist  weiter  vor  allem  festzustellen,  dass  die  in  Hede  stehende 
Ähhildung  der  s- Ebene  auf  die  Z- Ebene  eine  eonforme  ist.  In  der  That 
lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Abbildung  eine  „in  den  kleinsten  Teilen 
ähnliche"  ist.  Ein  nicht  gerade  bei  z  ==  0  oder  ^  =  oo  gelegenes 
Bogenelement  ds  der  0- Ebene  bilde  sich  auf  das  Element  dS  der 
Z- Ebene  ab.     Aus  (1)  berechnet  man  dann: 

(2)  dS=2rds       oder       ^  =  2r, 

wo,  wie  bisher,  r  =  |^j   ist.     Das   Wichtige   ist,   dass  das  Verhältnis 

-T-  allein  von  der  Entfernung  des  Elementes  ds  vom  Nullpunkt  der 

;S- Ebene  abhängt,  dagegen  von  der  MicJitung  dieses  Elementes  gänzlich  un- 
abhängig ist.  Ein  in  der  Entfernung  r  vom  Nullpunkte  gelegenes  un- 
endlich kleines  Dreieck  der  <^-Ebene  überträgt  sich  hiernach  in  ein 
ihm    ähnliches    und    also     conformes    (gleichwinkliges)    Dreieck     der 

Z- Ebene.    Dabei  giebt  der  Quotient  j-,  im  vorliegenden  Falle  2r,  das 

„Vergrösserungsverhältnis"  der  conformen  Abbildung  an.  Direct  con- 
gruent  werden  in  unserem  Falle  diejenigen  unendlich  kleinen  Figuren 

übertragen,  welche  den  Abstand  -^  vom  Nullpunkte  z  =  0  haben.    Dass 

für  die  weiter  aussen  liegenden  Teile  der  ^- Ebene  das  Vergrösserungs- 
verhältnis proportional  mit  r  wächst,  wird  der  Anblick  von  Figur  15 
bestätigen. 

Für  2  =  0  wird  das  Vergrösserungsverhältnis  zu  0,  für  ^  =  00 
aber  zu  00.  Diese  beiden  Stellen  wollen  wir  als  „irreguläre  Punkte" 
der  vorliegenden  Abbildung  bez.  der  betrachteten  Function  bezeichnen. 
Der  Begriff  der  irregulären  Punkte  einer  Function  wird  übrigens 
später  noch  wesentlich  erweitert.  Gegenwärtig  überzeuge  man  sich, 
dass  in  den  genannten  irregulären  Punkten  die  Abbildung  aufhört,  con- 
form  zu  sein.  Beschreibt  man  in  der  5- Ebene  um  den  Nullpunkt 
einen  kleinen  Kreis,  so  läuft  derselbe  durch  acht  Vierecke  1,  2,  3,  4, 
1,  2,  3,  4  hindurch.  Sein  Abbild  in  der  Z- Ebene  wird  doppelt  um 
den  Nullpunkt  herumlaufen.  In  der  Tliat  werden  ganz  allgemein  die 
Winkel  der  z- Ebene  mit  dem  Nullpunkt  als  Scheitelpunkt  auf  Winkel 
der  doppelten  Grösse  in  der  Z- Ebene  abgebildet.  Dies  geht  unmittelbar 
aus  der  „Polardarstellung"  Re®'  =  r^e^^'  unserer  Function  hervor, 
insofern  wir  hieraus  @  =  20'  ablesen.    Vom  anderen  irregulären  Punkte 
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z  =  <x)    gelten    die    gleichen  Bemerkungen.      Setzt  man  nämlich,   um 
diesen    Punkt    in    beiden    Ebenen    zugänglich    zu    machen,    z' = — , 

Z'=-^,   so  wird  Z' =  3'^.  — 

Durchschneidet  man  die  ^-Ebene  längs  der  reellen  Axe,  so  zer- 
fällt sie  in  zwei  sogen.  „Halbebenen",  welche  wir  als  „positive"  und 
„negative"  Halbebene  unterscheiden  wollen  je  nach  dem  Vorzeichen 
der  imaginären  Bestandteile  der  zugehörigen  Werte  z.  Die  einzelne 
Halbebene  ist  auf  die  ^- Ebene  ein-eindeutig  bezogen,  wenn  wir  davon 
absehen,  dass  je  zwei  Randpunkte  -j-  x  und  —  x  der  Halbebene  einen  und 
denselben  Punkt  Z  =  x^  liefern.  Es  ist  nun  sehr  nützlich,  sich  die 
ein-eindeutige  Beziehung  der  einzelnen  Halbebene  auf  die  ^-Ebene  da- 
durch zu  versinnlichen,  dass  man  eine  mechanische  Überführung  der 
Halbebene  in  die  Z- Ebene  vornimmt.  Wie  man  dies  ausführen  kann, 
deutet  Figur  16  für  die  positive  Halbebene  an.    Man  denke  die  letztere 


Fig.  16. 


als  ein  dehnbares  Blatt  und  drehe  die  negative  reelle  Axe,  wie  die 
Pfeile  andeuten,  um  den  Nullpunkt  herum,  bis  sie  die  positive  reelle 
Axe  erreicht.  Hierbei  muss  das  Blatt  im  übrigen  solche  Dehnungen 
bez.  Zusammenziehungen  erfahren,  dass  schliesslich  jeder  Punkt  seine 
richtige  Stelle  der  Z^- Ebene  erreicht. 

In  entsprechender  Weise  kann  man  mit  der  negativen  Halbebene 
verfahren.  Äusserst  wichtig  aber  ist,  dass  wir  unter  Wiederanknüpfung 
an  die  volle  ^-Ebene  beide  Umformungen  zugleich  vornehmen.  Wir 
denken  uns  zu  diesem  Zwecke  die  2; -Ebene  nur  längs  der  negativen 
reellen  Axe  durchschnitten  und  führen  sodann  die  eben  getrennt  ge- 
dachten Umgestaltungen   der  Halbebenen   zu  gleicher  Zeit   aus,  wobei 
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sicli  unsere  dehnbare  Lamelle,  wie  Figur  17  für  die  Umgebung  des  Null- 
punktes zeigt,  über  sich  selbst  hinüberziehen  wird.  Am  Schlüsse  liegen 
die  beiden  Schnittränder  zu  verschiedenen  Seiten  unserer  Lamelle  längs 
der  positiven  reellen  Axe  über  einander.    Denken  wir  gleichwohl  beide 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


Ränder  jetzt  wieder  an  einander  geheftet,  so  muss  man  sich  vorstellen, 
dass  sich  die  Lamelle  längs  der  ganzen  positiven  reellen  Axe  selbst 
durchschneidet.  Figur  18  soll  dies  wieder  für 
die  nächste  Umgebung  des  Nullpunktes  andeuten. 
Wir  haben  die  ^f-Ebene  in  dieser  Weise 
in  eine  doppelt  oder,  wie  man  sagt,  „zwei- 
hlättrig"  bedeckte  .Z'-Ebene  umgewandelt.  Diese 
letztere  Sprechweise  erinnert  an  eine  indirecte 
Herstellungsart  des  gewonnenen  Abbildes  der 
^ -Ebene  auf  die  Z^- Ebene.  Man  kann  dies  Ab- 
bild nämlich  in  der  Weise  entstehen  lasen,  dass 
man  zunächst  zwei  je  die  Z^-Ebene  darstellende 
unendlich  dünne  Blätter  auf  einander  lagert.  Beide  Blätter  sind  als- 
dann an  den  beiden  Stellen  Z  =  0  und  Z  =  oo  an  einander  zu  heften, 
so  dass  sie,  wie  man  sagt,  an  diesen  Stellen  „mit  einander  verzweigt^ 
erscheinen.  Zwischen  beiden  Punkten,  den  „Verzweigimgspunkten",  sind 
beide  Blätter  sodann  längs  der  ganzen  positiven  reellen  Z-Axe  zu 
durchschneiden,  worauf  man  die  Schnittränder,  um  unser  obiges  Bild 
der  ^- Ebene  zu  gewinnen,  jetzt  noch  über  Kreuz  wieder  an  einander 
zu  heften  hat.  Beide  Blätter  liefern  nunmehr  ein  einziges  zusammen- 
hängendes Gebilde,  welches  längs  der  positiven  reellen  Z-Axe,  des  sogen. 
„Verzweigungsschnittes",  sich  selbst  durchsetzt.  Um  von  irgend  einem 
Punkte  unseres  Gebildes  zu  dem  darüber  (resp.  darunter)  gelegenen 
Punkte  zu  gelangen,  muss  man  von  jenem  Punkte  aus  einen  Umlauf  um 
den  Verzweigungspunkt  Z=  0  ausführen.  Man  wird  dies  mit  Hilfe  von 
Figur  19  leicht  verstehen;  es  ist  daselbst  der  im  unteren  Blatte  verlaufende 
Weg,  insoweit  er  durch  das  obere  Blatt  verdeckt  ist,  punktiert  angedeutet. 
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Fig.  19. 


Riemann  ist  es  gewesen,  welcher 
zuerst  mit  mehrblättrig  überdeckten  Ebenen 
der  fraglichen  Art  den  Verlauf  mehrdeu- 
tiger Functionen  versinnlichte.  Wir  werden 
sagen,  es  handele  sich  im  vorliegenden  Falle 
um  die  zur  zweideutigen  Function  z  =  yZ 
gehörende  „zweiUättrige  Biemann'sche  Fläche" 
über  der  Z- Ebene.  Die  Thatsache,  dass 
wir  diese  Fläche  allererst  als  eindeutiges 
Abbild  der  ^- Ebene  einführten,  können 
wir  nämlich  jetzt  hinterher  auch  so 
ausdrücken,  dass  die  Function  YZ  auf  der 
zweiblättrigen  Fläche  eindeutig  sei,  oder  dass  dem  einzelnen  Punkte  dieser 
Fläche  ein  bestimmter  Functionswert  YZ  zukomme.  Der  Übergang  vom 
einzelnen  Werte  ]/Z  der  Function  zu  —  ]/Z  kommt  dann  gerade  auf 
den  oben  beschriebenen  Umlauf  um  den  Verzweigungspunkt  Z  =  0 
hinaus,  d.  h.  auf  den  Fortgang  aus  dem  einen  Blatte  der  Fläche  in  das 
andere.  Diese  Sachlage  ist  in  voller  Übereinstimmung  mit  der  Polar- 
darstellung unserer  Function: 

denn  wenn  man  hier,  etwa  bei  festgehaltenem  R,  die  Amplitude  &  um 
2jr  wachsen  lässt,  so  wird  der  Endwert  der  Function  dem  Anfangs- 
werte gerade  genau  entgegengesetzt  sein. 

Aufgabe.  Man  untersuche  die  durch  Z  =  z*  vermittelte  Abbildung  in  der 
Art,  dass  man  die  2 -Ebene  durch  zwei  zu  den  Axen  parallele  Geradenbüschel  in 
Quadrate  teilt  und  deren  Abbilder  in  der  Z- Ebene  aufsucht.  Man  wird  daselbst 
auf  zwei  gegen  einander  orthogonale  Scharen  von  Parabeln  geführt  werden, 
welche  den  Nullpunkt  zum  gemeinsamen  Brennpunkt  haben. 


1  4-  ;S* 

§  4.    Die  Function  Z  =     ^^    • 


Die  rationale  Function  zweiten  Grades: 


(1) 


Z  = 


l-\-z' 
2z 


=4(^+i) 


legt  eine  ein-zweideutige  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  der  Variabelen 
z  und  Z  fest;  und  zwar  entsprechen  offenbar  dem  einzelnen  Punkte 
der  Z-Ebene  je  zwei  Punkte  z.  Des  näheren  liest  man  aus  der  rechten 
Seite  von  (1)  sofort  ab,  dass  die  beiden  dem  einzelnen  Z  entsprechenden 

Werte  z,  z'  in  der  Beziehung  z'  =  —  stehen.    Die  durch  ^'  =  —  ^^^- 
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gestellte  Beziehung  der  ^- Ebene  auf  sich  selbst  wurde  in  §  1  unter  II 
behandelt  und  liess  sich  aus  der  Inversion  am  Einheitskreise  combiniert 

mit  der  Spiegelung  an  der  reellen  Axe  herstellen.    Deuten  wir  z'  =  — 

z 

als  Transformation  der  ^j- Ebene  in  sich,  so  wird  durch  dieselbe  das 
Innere  des  Einheitskreises  in  das  Äussere  desselben  transformiert  und 
umgekehrt.  Das  Innere  des  Einheitspreises  (und  ebenso  der  ausserhalb 
desselben  liegende  Teil  der  z- Ebene)  ist  hiernach  durch  unsere  Function 
ein-eindeutig  auf  die  Z-Elbene  bezogen;  nur  bilden  die  Punkte  des  Einheits- 
kreises selbst  eine  leicht  näher  zu  beschreibende  Ausnahme  der  Ein- 
deutigkeit. 

Diese  Sachlage  giebt  Anlass,  für  z  die  Polarstellung  re^"^  heranzu- 
ziehen und  dementsprechend  die  ^- Ebene  vermöge  eines  Systems  von 
Geraden  durch  den  Nullpunkt  sowie  eines  Systems  concentrischer 
Kreise  um    diesen  Punkt  einzuteilen,  wie  in  Figur  20a  ausgeführt  ist. 


X  -Hbene 


Fig.  20  a. 


Der    Einheitskreis    ist    hier    stärker    markiert,    und    ausserhalb    sind 
diejenigen    Kreise    ausgezogen,     welche    aus    den    innen    gezeichneten 

Kreisen  durch  die  Transformation  ^'  =  —  hervorgehen.     Dies   hat  zur 

Folge,  dass  die  Einteilung  des  Inneren  vom  Einheitskreise  sich  in  der 
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22 

Z- Ebene  in  genau  derselben  Art  abbilden  wird,  wie  die  Vierecksteilung 
ausserhalb  des  Einbeitskreises  der  ^ -Ebene. 

Um  diese  Abbildung  wirklieb  zu  gewinnen,  setzen  wir  wie  bisher 

Z  ='K-\-  iYj  z  =  re^'  und  finden: 

2  r  '  27' 

Hieraus  berechnet  man  sofort  weiter: 


+  ^^\- 1 


(3)  '_±i        '    I  CSZI 

'2r    /  \    2r 

Die  in  der  0- Ebene  gelegenen  Geraden  &  =  Const.  und  Kreise  r  =  Const. 
liefern  hiernach  in  der  Z-Ehene  ein  System  confocaler  Hyperhein  und 
Ellipsen,  wie  sie  durch  (2)  und  (3)  dargestellt  sind.  Diese  Verhältnisse 
sind  in  Figur  20b  illustriert,  wobei  wieder  von  dem  Mittel  der  Nume- 

Z  -jEbene- 


Fig.  20b. 

rierung  einiger  Vierecke  Gebrauch  gemacht  ist,  um  die  Beziehung 
der  5;-Ebene  auf  die  Z-Ebene  recht  anschaulich  zu  gestalten.  Der 
Zweideutigkeit  dieser  Beziehung  entsprechend  tragen  in  der  ^r- Ebene 
immer  je  zwei  Vierecke  die  gleiche  Nummer. 

Man  constatiert  wieder  leicht,  dass   der  Quotient  t—  zweier  ent- 
sprechenden Bogenelemente  allein  von   der  Lage,   aber  nicht  von   der 


94 


in.  Functionen  einer  complexen  Variabelen. 


Richtung  des  Elementes  ds  abhängt;  jener  Quotient  ist  nämlich  gleich 

der  Hälfte  des  absoluten  Betrages  von  ( 1  —  ^V     Es  handelt  sich  hier 

um  eine  conforme  Abbildung,  wobei  das  Vergrösserungsverhältnis,  abgesehen 
von  den  Punkten  z  =  0,  z  =  ^1,  stets  endlich  und  von  0  verschieden  ist. 
Von  den  drei  eben  zuletzt  genannten  „irregulären"  Punkten  unserer 
Function  ist  nun  zunächst  zu  bemerken,  dass  bei  0  =  0  die  Abbildung 
keineswegs  aufhört  conform  zu  sein.    Da  hier  Z  =  oo  wird,  setzen  wir 

Z'  ==  -^  und  finden  in  der  nächsten  Umgebung  von  z  =  ^  näherungsweise 

Z'=2z,  woraus  die  Behauptung  hervorgeht.  Dagegen  findet  für  die  Winkel 
mit  den  ScJieitelpunkten  z  =  +  1  bei  Fortgang  zur  Z- Ebene  Verdoppelung 

statt.    So  hat  man  z.  B.  für  den  Punkt  z=l  die  Gleichung  Z —  1  =    -^ 

zu  benutzen.     Führt  man  in  beiden  Ebenen  Polarcoordinaten  mit  den 
Polen  in  ^  =  1  bez.  Z  =1  ein,  indem  man: 

z  —  l==  r^e»^\    Z—l  =  B^e®^^ 
setzt,  so  folgt  für  die  nächste  Umgebung  von  z  =  1  die  Relation: 

E^e®^'=\-rl-e'-^^\ 

und  also  ist,  wie  be- 
hauptet, @j,  =  2%-y 

Auch  hier  können 
wir  durch  „mecha- 
nische Deformationen" 
der  z  -Ebene  den  Cha- 
rakter der  vorliegen- 
den Abbildung  noch 
lebendiger  zur  An 
schauung  bringen. 
Schneiden  wir  das 
Innere  des  Einheits- 
kreises aus  der  z- 
Ebene  aus,  so  ist  der 
ausserhalb  dieses  Krei- 
ses gelegene  Rest  der 
^;- Ebene  eindeutig  auf 
die  .Z'- Ebene  bezogen. 
Man  denke  nun,  wie 
dies  in  den  Figuren 
21  a  und  21  b  zum  Aus- 
Fig.  21a.  druck    kommt,    unter 
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Festhaltung  der  beiden 
Punkte  ^r  ==  +  1  die  beiden 
durch  diese  Punkte  getrenn- 
ten Hälften  des  Einheits- 
kreises zusammengebogen, 
wobei  die  übrigen  Teile  der 
^-Ebene  derartige  Umgestal- 
tungen erfahren  müssen, 
dass  aus  den  Geraden 
^  =  Const.  und  Kreisen 
r  =  Const.  der  ursprüng- 
lichen Figur  schliesslich 
die  confocalen  Hyperbeln 
und  Ellipsen  der  Z- Ebene 
hervorgehen. 

Nicht  viel  schwieriger, 
aber  etwas  umständlicher 
zu  beschreiben  ist  die  ent- 
sprechende stetige  Umfor- 
mung des  Innern  vom  Ein- 
heitskreise der  ^- Ebene  in 
die  Z- Ebene.  Vor  allem 
aber  ist  wichtig,  dass  wir 
wieder  beide  Umformungen 

zugleich  vorgenommen  denken,  indem  wir  nur  eine  der  beiden 
von  z  =  —  1  bis  z  =  -\-  \  führenden  Hälften  des  Einheitskreises 
zerschnitten  denken.  Am  Schlüsse  der  Umformung  werden  die  Schnitt- 
ränder längs  des  zwischen  Z  = -f  1  und  Z=  —  \  liegenden  Teiles 
der  reellen  Z-k%.e  übereinander  liegen.  Indem  wir  sie  aneinander 
heften,  entspringt  eine  geschlossene  zweiUättrige  Biemann'scJie  Fläche 
über  der  Z-Ehene  als  ein- 
deutiges Abbild  der  z- Ebene. 
Diese  Fläche  wird  zwei  „Ver- 
zweigungspunkte", nämlich 
bei  ^  =  +  1 ,  darbieten ; 
und  der  zwischen  beiden 
verlaufende  Teil  der  reellen 
Z-Axe  fungiert  als  „Ver- 
zweigungsschnitt ".  Man 
wolle  sich  diese  Angaben  mit 
Hilfe  der  Figuren  21  und  22  Fig. 


Fig.  21b. 
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im  einzelnen  deutlich  machen.  Speciell  in  der  letzteren  Figur  sind 
die  beiden  die  Z- Ebene  bedeckenden  Blätter,  welche  wir  in  der  de- 
finierten Riemann'schen  Fläche  unendlich  dicht  auf  einander  lagernd 
zu  denken  haben,  zur  Kenntlichmachung  ihres  Zusammenhanges  aus 
einander  getrieben.  Auch  ist  die  hier  zur  Darstellung  kommende 
nächste  Umgebung  des  Verzweigungsschnittes  längs  der  imaginären 
Z-Axe  durchschnitten,  worauf  die  beiden  entspringenden  symmetrischen 
Hälften  ein  wenig  aus  einander  gerückt  wurden. 

Das  gewonnene  Ergebnis  können  wir  auch  dahin  aussprechen,  dass 
wir  es  hier  mit  der  zur  „zweideutigen"'  Function  z  von  Z  gehörenden 
„zweihlättrigen  Biemann'schen  Fläche"  zu  thun  haben.  Die  beiden  zum 
einzelnen  Z  gehörenden  Functionswerte  z  sind  alsdann  immer  auf  die 
beiden  Blätter  dieser  Fläche  verteilt,  so  dass  z  in  jedem  Punkte  der 
Fläche  eine  eindeutig  bestimmte  Function  ist. 

Aufgabe  1.     Man    untersuche,    wie    sich    die    zu    den  Axen    der  2; -Ebene 

parallelen  Geraden  durch  Z= — ^-—  in  der  Z- Ebene  abbilden,  und  wie  sich 

insbesondere  diejenigen  unter  diesen  Geraden,  welche  den  Einheitskreis  schneiden, 

durch  die  beiden  Blätter  der  besprochenen  Riemann'schen  Fläche  hindurchziehen. 

Aufgabe  2.     Man   behandele  nach  den  bisherigen  Methoden   die  Function 

z  =  yr^^^. 

Aufgabe  3.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  2,  für  welche  das  Ver- 
grösserungsverhältnis  einer  conformen  Abbildung  gleich  1  ist,  liefert  eine  Curve, 
welche  bei  der  Abbildung  ihre  Bogenlänge  bewahrt.  Man  bestimme  diese  Curve 
für  die  im  vorliegenden  Paragraphen  behandelte  Abbildung. 

§  5.    Die  Exponentialfunction   und   die   hyperbolischen  Functionen. 

I.  Die  Exponentialfunction  Z  =  e'  pflegt  man  für  eine  beliebige 
complexe  Yariabele  z  durch  Angabe  ihrer  Potenzreihenentwicklung  zu 
definieren.  Sieht  man  indessen  die  Euler'schen  Gleichungen  zwischen 
der  Exponentialfunction  und  den  trigonometrischen  Functionen,  sowie 
andrerseits  diese  Functionen  für  reelle  Argumente  als  bekannt  an,  so 
kann  man  e^  für  complexes  z  auch  durch: 

(1)  Z  =  e'  =  c'+iy  ==  e*(cos  y  -\-  i  sin  y) 
definieren.     An  letztere  Gleichung,  die  wir  noch  in: 

(2)  X  =  (f  cos  y,       Y  =  e  sin  y 

spalten,   knüpfen    wir    zum   Studium   der  Abbildung  der  ^- Ebene  auf 
die  Z- Ebene  an. 

Vor  allem  schliessen  wir  aus  den  Gleichungen  (2)  auf: 

(3)  Z2+  72=62.^       r=X-tg2/. 


Die  Exponentialfunction. 
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Die  zur  reellen  Axe  der  z -Ebene  parallelen  Geraden  übertragen  sich  auf 
das  Geradenbüschel  durch  den  Nullpunkt  Z  =  0;  die  zur  imaginären 
z-Axe  parallelen  Geraden  liefern  das  System  aller  concentrischen  Kreise 
um  Z  =  0. 

Die  Function  e'  hat  die  „Periode"  2 in,  d.  h.  vermehrt  man  das 
Argument  z  um  ein  beliebiges  ganzzahliges  Multiplum  von  2  in,  so 
bleibt  der  Functionswert  unverändert: 


(4) 


fiZ-\-2mnt ßt 


Man  ziehe  daraufhin  in  der  2; -Ebene  durch  die  Punkte  ^^  =  +  iw, 
+  Sin,  +  5iff,  •  •  •  Parallele  zur  reellen  Axe  und  teile  diese  Ebene 
dadurch  in  lauter  zur  reellen  Axe  parallel  gelegene  Streifen  der  Breite 
27C.  Homologe  Punkte  dieser  Streifen  u erden  dann  stets  gleiche  Func- 
tionswerte  Z  =  e^  liefern. 

Man  bilde  nun  zunächst  nur  erst  einen  einzelnen  solchen  Streifen,  z.  B. 
denjenigen,  welcher  die  reelle  ^-Axe  zur  Symmetrielinie  hat,  auf  die 
Z- Ebene   ab.    Durch  leichte  Einzeldiscussion  der  hierbei  in  Betracht 
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Fig.  23. 

kommenden  Werte  x,  y  findet  man  das  fundamentale  Ergebnis:  Das 
Abbild  jenes  Streifens  bedeckt  die  Z- Ebene  gerade  einfach  und  vollständig. 
Zur  Veranschaulichung  dieses  Theorems  dient  zunächst  Figur  23.  Vom 
Parallelstreifen  der  ^;- Ebene  ist  hier  nur  die  nächste  Umgebung  der 
imaginären  0-Axe  gezeichnet;  man  muss  die  Figur  sowohl  nach  rechts 

Fr  icke,  analyt.-functionenth.  Vorleaungen.  7 
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wie  nach  links  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  denken. 
Das  dem  Streifen  angehö- 
rende Stück  der  imaginären 
^-Axe  bildet  sich  auf  den 
Einheitskreis  der  Z"- Ebene 
eindeutig  ab;  nur  liefern 
die  beiden  Endpunkte  -\-7ti 
jener  Strecke  den  gleichen 
Punkt  Z=  —  l.  Die  links 
von  der  imaginären  ^-Axe 
liegende  Hälfte  des  Streifens 
liefert  in  der  Z- Ebene  das 
Innere  des  Einheitskreises, 
die  rechts  liegende  Hälfte 
aber  das  Äussere.  Die 
Nummern  der  einander  cor- 
respondierenden  Vierecke 
veranschaulichen  dies. 

Höchst  merkwürdig  ver- 
hält sich  gegenwärtig  der 
„Punkt"  0  =  oo.  Nähern 
wir  uns  demselben  im  In- 
nern des  Streifens  in  Rich- 
tung der  negativen  reellen 
0-Axe  an,  so  erhalten  wir 
Z  =  0  als  Abbild  des 
Punktes  ^  =  00;  dagegen 
erhalten  wir  Z  =  00  als 
Abbild,  falls  wir  in  Rich- 
tung der  positiven  reellen 
2-Axe  an  den  Punkt  00 
herangehen.  Wir  kommen 
auf  das  hiermit  zu  Tage 
tretende  Verhalten  der  Func- 
tion e^  bei  2  =  cx)  unten 
zurück. 

Will  man  die  Abbildung 
des    Streifens    auf    die    Z 
Ebene    durch    mechanische 
Überführung    des    erstereu 


Fig.  24. 
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in  die  letztere  darstellen,  so  hat  man  hierbei  in  der  Weise  zu  ver- 
fahren, wie  Figur  24  (pg.  98)  andeutet.  Es  geht  dabei  die  ganze  reelle 
z-Ane  in  die  positive  reelle  Z-Axe  über,  während  die  beiden  Ränder 
des  Streifens  schliesslich  längs  der  negativen  reellen  Z-Axe  zur 
Coincidenz  kommen. 

Dass  es  sich  auch  hier  wieder  um  eine  conforme  Abbildung  handelt, 
wurde  bislang  nicht  ausdrücklich  hervorgehoben.  Aber  man  schliesst 
aus  (2)  ohne  Mühe  auf  die  Gleichung  dS=e^ds  zwischen  zwei  cor- 
respondierenden  BogendiflFerentialen,  deren  Quotient  hiernach  wieder 
von  der  Richtung  unabhängig  ist.  Die  Function  Z  =  e"  vermittelt  eine 
conforme  Abbildung  der  z- Ebene  auf  die  Z- Ebene,  und  es  ist  das 
Vergrösserungsverhältnis  dieser  Abbildung  für  alle  Punkte  der  2 -Ebene 
abgesehen  von  der  „irregulären"  Stelle  z  =  oo  unserer  Function  endlich 
und  von  0  verschieden. 

Erst  jetzt  gehen  wir  an  die  Abbildung  der  gesamten  0- Ebene 
heran.  Jeder  einzelne  der  unendlich  vielen  Streifen  von  der  Breite 
27t,  in  welche  wir  die  0-Ebene  zerlegten,  wird  sich  ganz  in  der  eben 
besprochenen  Weise  auf  ein  die  ganze  .Z^- Ebene  darstellendes  Blatt 
abbilden.  Alle  diese  Blätter  denke  man  nun  über  einander  geschichtet 
und  bewahre  ihnen  durchaus  den  Zusammenhang,  welchen  ihre  Origi- 
nale in  der  ^- Ebene  haben.  Die  Durchlaufung  irgend  einer  zur  ima- 
ginären z-Axe  Parallelen  bedeutet  dann  in  der  Z- Ebene  einen  unauf- 
hörlichen kreisförmigen  Umlauf  um  den  Nullpunkt,  und  die  Überschreitung 
der  Grenzgeraden  zweier  Streifen  zieht  in  der  .Z"- Ebene  den  Übergang 
über  die  negative  reelle  Axe  aus  einem  Blatte  in  das  nächstfolgende 
nach  sich.  Das  Abbild  der  ganzen  z- Ebene  ist  eine  unendlichviel- 
blättrige  Biemann'sche  Fläche,  welche  die  Gestalt  einer  SchraubenfläcJie 
von  unendlich  Meiner  Ganghöhe  hat;  alle  unendlich  vielen  Blätter  sind 
in  den  beiden  „Verzweigungspunlcten"  Z=0  und  Z  =  00  mit  einander 
verzweigt*) ,  und  die  zwischen  beiden  Funkten  verlaufende  negative  reelle 
Z-Axe  stellt  den  „Verzweigungsschnitt"  dar.  Auf  der  so  bezeichneten 
Fläche  ist  z  =  \ogZ  eindeutig;  es  handelt  sich,  kurz  gesagt,  um  die 
Riemcmn'sche  Fläche  der  unendlichvieldeutigen  Function  log  Z.  — 

IL  Mit  e^  nahe  verwandt  sind  die  sogen,  „hyperbolischen  Functionen". 
Wir  definieren  die  „hyperbolischen"  Sinus  und  Cosinus,  welche  symbo- 
lisch durch  sinh  z  und  cosh  z  bezeichnet  werden  sollen,  für  beliebige 
complexe  Argumente  z  durch  die  Formeln: 


*)  Dass  Z  =  00  als  Verzweigungspunkt  in  der  That  ganz  dieselbe  Rolle 
spielt  wie  Z  =  0,  wird  man  sich  dadurch  am  besten  klar  machen,  dass  man  die 
im  Text  entwickelten  Anschauungen  auf  die  ,,Z-Kugel"  bezieht. 
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(5) 


sinli  z  == 


cosli  z  = 


e*  +  e- 


Man  leitet  daraufhin  aus  der  Function  e"  leicht  die  Grundeigenschaften 
dieser  hyperbolischen  Function  ab.     Wir  merken  insbesondere  die  Re- 
lation an: 
(6)  (cosh^)2— (sinh^)2=l, 

derzufolge  sich  die  Functionen  cosha;,  sinha?  mit  reellen  Argumenten  x 
in  derselben  Art  geometrisch  durch  die  Abscissen  und  Ordinaten  der 
Punkte  einer  gleichseitigen  „HyperheV^  deuten  lassen,  wie  man  die 
„Kreisfunctionen"  cos  x  und  sin  x  wegen  cos^  x  -\-  sin^  x  -=1  durch  die 
Abscissen  und  Ordinaten  der  Punkte  eines  „Kreises"  deutet. 

Die  hier  weiter  zu  leistende  Aufgabe  soll  nun  die  sein,  dass  wir 
etwa  für  die  Function  Z  =  cosh^;  die  Abbildung  der  ^- Ebene  auf  die 
.Z-Ebene  betrachten.  Zerlegt  man  die  Gleichung  ^=cosh^  in  die 
beiden: 


(7) 


Z  = 


1  +  ^1 

2  2r, 


z.  =  e" 


so  erkennt  man,  dass  die  hier  zu  leistende  Abbildung  durch  Combination 
der  in   den  Figuren  23   und  20  behandelten  Abbildungen   entspringt; 
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Fig.  25. 


man  hat  nur  die  Z-Ebene  der  Figur  23  als  Ebene  von  z^  anzusehen 
und  diese  dann  in  Figur  20  der  ^- Ebene  zu  substituieren.  So  ent- 
springt die  in  Figur  25  kurz  skizzierte  Abbildung,  in  welcher  übrigens 
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der  Deutlichkeit  halber  die  Z- Ebene  nach  etwas  grösserem  Massstab 
als  die  ^- Ebene  gezeichnet  ist.  Man  bemerke,  dass  Mer  bereits  die 
einzelne  durch  die  imaginäre  Axe  abgetrennte  Hälfte  der  bei  e'  betrach- 
teten Parallelstreifen  der  0- Ebene,  auf  die  Z- Ebene  abgebildet,  dieselbe 
überall  einfach  und  vollständig  bedecld.  Dass  es  sich  auch  hier  wieder 
um  eine  conforme  Beziehung  zwischen  der  0- Ebene  und  der  Z- Ebene 
handelt,  wolle  man  aus  dem  Umstände  entnehmen,  dass  beide  Ebenen 
auf  die  durch  (7)  erklärte  ^1- Ebene  conform  bezogen  sind*). 

Aufgabe  1.  Man  untersuche  die  irregulären  Punkte  der  Function  cosh  2 
und  verfolge  die  unendlichvielblättrige  Riemann'sche  Fläche,  auf  welche  sich  die 
ganze  ^;- Ebene  über  der  Z- Ebene  abbildet. 

Aufgabe  2.  Man  stelle  die  Beziehungen  zwischen  den  hyperbolischen 
Functionen  sinh^;  und  cosh  2  und  den  trigonometrischen  sin^;  und  cos  ^  fest  und 
veranschauliche  sich  daraufhin  die  durch  Z  =  cos  2  vermittelte  Abbildung. 

Aufgabe  3.     Man  definiere  die  Functionen  igh  z  und  ctgh  2  durch: 
,    ,  sinh^;  ,    i  cosh^ 

und  berechne  die  Ableitungen  der  Functionen  sinh^,- ■•,  ctgh  2. 

§  6    Allgemeiner  Begriff  der  analytischen  Functionen  eines 
complexen  Argumentes  z. 

Durch  Verallgemeinerung  der  bisher  gesammelten  Erfahrungen 
gelangen  wir  zum  allgemeinen  Begriffe  der  „analytischen  Function  einer 
complexen  Variabelen". 

Die  unabhängige  complexe  Variabele  heisse  wie  bisher  2  =  x-{- ig. 
Es  soll  erklärt  werden,  wann  eine  zweite  von  s  abhängende  complexe 
Grösse  Z=  X-\-iY  eine  „analytische  Function  von  z"  heissen  soll. 
Wenn,  wie  schon  angedeutet,  X  der  reelle  und  i  Y  der  imaginäre  Be- 
standteil von  Z  ist,  so  würden  X  und  Y  reelle  (d.  i.  nur  reelle 
Werte  besitzende)  Functionen  der  beiden  unabhängigen  reellen  Varia- 
belen  x,  y  sein.  Wir  schreiben  in  diesem  Sinne  gelegentlich  X{x,  y), 
Y{x,  y)  und  nennen  diese  reellen  Functionen  auch  wohl  zusammen- 
fassend die  „Componenten"  der  Function  Z. 

Das  erste  Kennzeichen   einer  analytischen  Function  soll  nun  das- 
jenige der  StetigTieit  sein.     Wir  fordern,  dass  die  Differenz: 
X{x-\-l,y^ri)-X{:x,y), 

sowie   die   entsprechend  für   Y  m  bildende  Differenz,  den   Wert  0  zur 
Grenze  hat,  falls  bei  feststehenden  x,  y  die  Grössen  |,  rj  sich  gleichzeitig 

*)  Weitere   Beispiele  conformer  Abbildungen  findet  man  bei  Holzmüller, 
„Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwatidtschaften  etc."  (Leipzig,  1882). 
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in  irgend  einer  Art  der  Null  ohne  Ende  annähern.  Braucht  man  Z  =  f(z) 
als  Bezeichnung  der  Function,  so  kann  man  auch  sagen,  f{z  -f-  ^)  —  f{z) 
müsse  ohne  Ende  klein  werden,  falls  ^  als  complexe  Grösse  (d.  i.  falls 
der  absolute  Betrag  von  ^  bei  willkürlich  bleibender  Amplitude)  unend- 
lich klein  wird. 

Zwar  würde  es  unstatthaft  sein,  wenn  wir  diese  und  ähnliche  Forde- 
rungen als  für  alle  Werte  z  ausnahmslos  gültig  ansehen.  In  den  obigen 
Beispielen  lernten  wir  bereits  sogen,  „irregidäre"  Punkte  der  Functionen 
kennen,  in  denen  die  Abbildung  aufhörte  conform  zu  sein,  und  in 
deren  nächster  Umgebung  die  Function  oder  ihre  inverse  Function  nicht 
mehr  eindeutig  war.  Wir  bezeichnen  als  irregulär  auch  diejenigen 
Punkte  z,  in  denen  eine  Function  unendlich  und  also  unstetig  wird, 
sowie  überhaupt  alle  diejenigen  Punkte,  in  denen  das  sonst  gewöhn- 
liche oder  „reguläre"  Verhalten  der  Function  eine  Ausnahme  erleidet. 
Solche  irreguläre  Punkte  werden  wir  bei  der  einzelnen  Function  f  (z) 
in  beliebiger  Menge  zulassen;  ja  es  giebt  Functionen,  bei  denen  sogar 
ganze  Linien  existieren,  auf  welchen  jeder  Punkt  ein  irregulärer  für 
die  Function  ist. 

Um  nun  bei  unseren  Definitionen  den  hierin  liegenden  Umständ- 
lichkeiten zu  entgehen,  sollen  sich  diese  Definitionen  nicht  sogleich  auf 
die  gesamte  ^- Ebene,  sondern  nur  erst  auf  einzelne  Teile  derselben  be- 
ziehen, in  denen,  wie  wir  sagen  werden,  die  Function  sich  „regulär" 
verhält.  Einen  einzelnen  solchen  Teil,  den  wir  für  gewöhnlich  als  ein 
zusammenhängendes  Stück  der  ,s- Ebene  gezeichnet  denken,  nennen  wir 
einen  „Bereich''  B.     Derselbe  wird  von  einer  oder  vielleicht  auch  von 

mehreren  je  für  sich  geschlossenen 

^^^^^^^^^^^^     und  von  einander  getrennt  liegenden 

.  ^=;^^^^^^^^^^^^^^    „liandcurven"  begrenzt  sein;  so  hat 
^^^^^^^^^^^^^^"^^"^^"^^    z.    B.    der   hierneben    in   Figur   26 
^^^^^^'^^^^'^^J  -^^    gezeichnete  Bereich  drei  Randcurven. 

p  T  ^^^^^  /^"^  Hat  der  Bereich  insgesamt  n  ge- 
p^^^^_^^_^]^^^^^^^^^'^  trennt  liegende  Randcurven,  so  be- 
^^^^^^^^^-^^^^^^^"^^^''^  zeichnen    wir    ihn    mit    Riemann 

^^"^^^^^^"^^^  sachgemäss    als    einen   „n-fach  su- 

^»-  26.  sammenhängenden"   und   setzen,   wo 

es  wünschenswert  ist,  den  „Grad"  n 
des  Zusammenhanges  als  unteren  Index  der  Bezeichnung  B  hinzu.  Es 
würde  sich  also  in  Figur  26  um  einen  dreifach  zusammenhängenden 
Bereich  B^  handeln.  Damit  übrigens  der  Punkt  ^  =  oo  keinerlei  Um- 
ständlichkeiten hervorruft  (sofern  er  einem  Bereiche  angehört),  wird 
man  gut  thun,  sich  die  Bereiche  auf  der  „^f- Kugel«  gelegen  zu  denken. 
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Auch  bei  etwaigen  mehrdeutigen  Functionen  leistet  der  Gebrauch 
begrenzter  Bereiche  B  gute  Dienste.  In  den  obigen  Beispielen  hatten 
wir,  um  eine  einzelne  mehrdeutige  Function  f{s)  zugänglich  zu  machen, 
eine  zugehörige  mehrblättrige  Riemann'sche  Fläche  über  der  ;s;- Ebene 
construiert,  wobei  alsdann  jedem  einzelnen  Punkte  der  Fläche  nur 
ein  Functionswert  zukam.  In  einem  solchen  Falle  werden  wir  den 
Bereich  B  zunächst  als  in  einem  einzelnen  bestimmten  Blatte  der 
Fläche  gelegen  annehmen,  um  f{z)  innerhalb  B  als  eindeutig  voraus- 
setzen zu  können.  Unsere  zu  entwickelnden  Principien  werden  gleich- 
wohl uneingeschränkt  auch  als  Basis  für  die  spätere  Untersuchung 
mehrdeutiger  Functionen  tauglich  sein. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  aber  als  pVincipielle  For- 
derung, dass  die  Function  Z  =  f(/)  einen  Bereich  B,  in  ivelchem  sie  sich 
regulär  verhält,  conform  auf  die  Z- Ebene  abhildet 

Diese  Bedingung  gestattet  eine  wichtige  analytische  Formulierung. 
Man  zeichne  innerhalb  B  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Ecken  a,  &,  c 
die  Coordinaten  {x,  y), 
(x-\-dx,ij),  {x,y-\-dy) 
mit  positiven  dx,  dy 
haben.  Dieses  Dreieck 
muss  sich  auf  ein  ähn- 
liches Dreieck  A,  B,  C 
der  .Z^- Ebene  abbilden 
(cf.  Figur  27).  Die  Eck- 
punkte Ä,  B,   C  aber  haben  resp.    die   Coordinaten: 

(x,r),  (x  +  ll^*,   r+l^d^),  (x  +  's-f-^y,    ^+li<'2') 

Für  die  Seiten  AB  und  AC  berechnet  man  leicht: 


Z-£bene 


Z -Ebene 


Fig.  27. 


Da  diese  Seiten  sich  aber  verhalten  sollen  wie  dx  :  dy,  so  müssen  die 
hier  auftretenden  Quadratwurzeln  gleich.     Wir  setzen: 


und  erkennen  in  V  das  „Vergrösserungsverhältnis"  der  Abbildung. 
Der  Winkel  der  von  A  nach  B  gerichteten  Strecke  gegen  die  positive 
X-Axe  heisse  a,  und  entsprechend  bilde  die  Strecke  von  A  nach  C  gegen 
die  gleiche  Axe  den  Winkel  ß.     Die  beiden  fraglichen  Dreiecke  werden 


104  ni.  Functionen  einer  complexen  Variabelen. 

dann    sicher    ähnlich   sein,    wenn    noch    ß  =  a  -{-  —    zutrifft.      Aber 
es  gilt: 

F.cos«  =  |^,      F-sina  =  t^,      F- cos  ^ -=  |^,      Fsin^  =  |^. 

ex  ^  ex '  dy^  dy 

Die  Forderung  ß  =  a  -^  —  lässt   sich  daraufhin  vollständig  durch  die 

beiden  Differentialrelationen  ersetzen: 

(2)  ^  =  ^        ^  =  _  ^ 

^    '  dx        dy  ^        dy  dx 

Vor  Ausspruch  dieses  Ergebnisses  schicken  wir  folgende  Be- 
merkung voraus.  Die  vorstehenden  Rechnungen  enthalten  die  still- 
schweigende Annahme,  dass  die  Componenten  X{x,y),  Y{x,y)  partielle 
erste  Ableitungen  nach  x  und  y  innerhalb  des  Bereiches  B  besitzen. 
Ausserdem  aber  fordern  wir  noch,  dass  sich  das  Vergrösserungs- 
verhältnis  F  innerhalb  B  stetig  ändert,  was  bei  den  oben  betrachteten 
Abbildungen   zutrifft.      Dem  wird  stets   Genüge   geschehen,  wenn   die 

partiellen  Ableitungen  j^  yj-  ,j^,^  selber  innerhalb  des  Bereiches  B 

sich  stetig  ändern.    Diese  Annahme  soll  in  der  That  hinfort  in  Geltung  sein. 

Im  Anschluss  an  (2)  formulieren  wir  nun  folgenden  Grundsatz: 
Die  im  Innern  des  Bereiches  B  eindeutige  stetige  Function  Z  =  f{z), 
deren  Componenten  innerhalb  des  Bereiches  stetige  erste  Ableitungen  be- 
sitzen, soll  ebenda  als  eine  reguläre  „analytische''  Function  bezeichnet 
werden,  falls  ihre  Componenten  die  Differmtialrelationen  (2)  befriedigen. 
Man  wolle  hierbei  nur  noch  bemerken,  dass  die  Gleichheit  der  beiden 
Wurzeln  unter  (1)  eine  einfache  Folge  der  Relationen  (2)  ist. 

In  gewisser  Hinsicht  greift  der  eben  ausgesprochene  Satz  weiter, 
als  die  zu  ihm  führende  Überlegung.  Ist  nämlich  Z  beständig  gleich 
einer  Constanten,  so  wird  man  die  Stetigkeitsbedingungen  als  erfüllt 
ansehen,  wennschon  sie  für  diesen  Fall  oben  nicht  ausgesprochen  wurden. 
Auch  sind  die  Bedingungen  (2)  erfüllt.  Aber  man  kann  hier  nicht 
mehr  von  einer  conformen  Abbildung  sprechen.  Gleichwohl  ist  es  im 
Interesse  einiger  unten  aufzustellenden  Theoreme  nützlich,  auch  in  dem 
Falle,  dass  Z  für  alle  Argumente  z  einen  und  denselben  Wert  besitzt, 
von  einer  „Function'^  Z  zu  sprechen. 

Um  die  Bedeutung  der  Relationen  (1)  noch  in  anderer  Weise  aus- 
zusprechen, bilden  wir  den  Differentialquotienten  -^^ ,  indem  wir 
dabei  dem  Differential  dz  eine  beliebige  aber  bestimmte  Amplitude  er- 
teilen, oder  indem  wir,  wie  man  sagen  kann,  „nach  einer  bestimmten 
Richtung  differenzieren".    Man  berechnet  für  jenen  Quotienten  explicite: 
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d{X-\-iY)^dx         ^  dy     ^^     \dx  ^cy     '' ) 

d{x  +  iy)  dx  -\-  i  dy 

Benutzt  man  jetzt  die  Relationen  (1),  so  folgt: 

dX  ^      ,    .dY  ^      ,    oX  .  .         dY  . 
o—  dx  +  *  -^5—  dx  4-  -K-  i  dy  —  ^—  dy        .  „ 
dZ  dx         ~     dx  ^    dx       '^        dx      ^  =^^         , 

'dz  dx  ■\-  i  dy  dx 

Rechter  Hand  steht  hier  der  in  Richtung  der  positiven  reellen  Axe 
genommene    Differentialquotient.      Die   Relationen  (2)  haben  hiemach 

zur  Folge,  dass  der  Bifferentialquotient  -j^  allein  von  z,  aber  nicht 
von  der  Richtung  der  Differentiation  abhängt.  Übrigens  bestätigt  man 
leicht,  dass  der  absolute  Betrag  von  -—■  das  Vcrgrösserungsverhältnis 
liefert,  während  die  Amplitude  von  -—  die  Richtimgsänderung  des  Ab- 
bildes gegen  das  Original  ist  (cf.  Winkel  a  in  Figur  27). 

Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  eine  Function  da,  wo  sie  regulär 
ist,  auch  partielle  Ableitungen  höherer  Ordnung  nach  x  und  y  besitzt, 
die  von  der  Reihenfolge  der  Differentiationen  unabhängig  sind.    Nehmen 
wir  diesen  Satz  als  bewiesen  an,  so  folgt  aus  (2): 
d'X  _   c'Y         d'X  ^         d'Y 
dx"  ~~  dxdy'      dy""  dydx' 

woraus  man  durch  Addition  findet: 

W  Sx'  '^  dy' 

Die  Componente  X(x,y)  einer  Function  Z  {und  ebenso  Y(x,y))  ist 
hiernach  keineswegs  eine  ivillkürlich  wählbare  Function  von  x  und  y; 
sie  genügt  vielmehr  {ebenso  tvie  Y)  der  für  zwei  unabhängige  Variabele 
angesetzten  Laplace' sehen  Differentialgleichung  2*"  Ordnung  (3).  Oben 
(pg.  25)  hatten  wir  Gelegenheit,  die  Potentiale  als  Integrale  der  La- 
place'schen  Differentialgleichung  zu  betrachten.  Von  dieser  Beziehung 
rührt  der  Brauch  her,  dass  man  die  Componenten  X,  Y  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  X,  y  auch  wohl  als  „Potentiale"  bezeichnet. 

Bei  den  vorstehenden  Rechnungen  und  Überlegungen  haben  wir  z 
stillschweigend  als  von  oo  verschieden  angenommen.  Wir  werden  aber 
sofort  diese  Stelle  oo  miterledigen,  indem  wir  ihre  Umgebung  vermöge 

z'  =  —  auf  die  ^'- Ebene  abbilden  und  dementsprechend  z'  als  Argu- 
mei^t  unserer  Functionen  gelten  lassen. 

Wir  erwähnen  hier  endlich  noch  folgenden  bei  Gelegenheit  zur 
Anwendung  kommenden  Satz:    Eine  reguläre  Function  von  einer  regu- 
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lären  Function  des  Argumentes  z  ist  seihst  in  Abhängigkeit  von  z  eine 
reguläre  Function.  Man  wird  sich  dies  etwa  mit  Hilfe  der  in  Betracht 
kommenden  Abbildungen  leicht  deutlich  machen, 

§  7.    Bewegung   einer  incompressibelen  Flüssigkeit  in  einer  Ebene. 

Die  entwickelten  Ansätze  gestatten  eine  interessante  Anwendung 
auf  das  Problem,  den  stationären  Strom  einer  incompressibelen  Flüssig- 
keit in  einer  Ebene  zu  untersuchen,  wobei  man  sich  die  Flüssigkeit 
auch  durch   Wärme  oder  Elektricität  ersetzt  denken  kann. 

Da  es  sich  um  einen  „stationären"  Strom  handeln  soll,  so  werden 
die  nach  den  rechtwinkligen  Axen  x,  y  genommenen  Componenten  der 
Greschwindigkeit  von  der  Zeit  t  unabhängig  sein  und  also  Functionen 
der  Coordinaten  x,  y  allein  darstellen.  Wir  nennen  diese  Functionen 
I  (x,  y)  und  t]  (x^  y).  Übrigens  aber  gehen  wir  von  der  Annahme  der 
Existenz  eines  „Geschwindigkeitspotentials"  u{x,y)  aus;  diese  Voraus- 
setzung besagt,  dass  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  |,  ri  die 
partiellen  ersten  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  ii{x,  y) 
sein  sollen*): 

(1)  ^p^  =  i{cc,y),      ?^)  =  ,(^,,). 

Das  Geschwindigkeitspotential  u  ist  eine  sehr  bequeme  Handhabe 
zur  Beschreibung  des  stationären  Stromes.  Die  durch  die  Gleichungen 
u  =  Const.  gegebenen  Curven  sind  die  „Potentialniveaulinien".  Die 
orthogonalen  Trajectorien  des  Büschels  der  Niveaucurven  sind  die  „Strom- 
linien", so  benannt,  weil  sie  in  jedem  Punkte  die  Richtung  des  Stromes 
angeben.  Gehen  wir  nämlich  auf  der  einzelnen  Niveaulinie  vom  Punkte 
(x,  y)  zum  benachbarten  Punkte  {x  -{-  dx,  y  -\-  dy),  so  ist  wegen 
u  =  Const.: 

■^dx  -^  ~dy  =  idx  -\-  ri  dy  =  0 . 

Das  Verschwinden  von  {Idx  -\-  ridy)  bedeutet  aber,  dass  das  auf  der 
Niveaucurve  beschriebene  Bogendijfferential  senkrecht  gegen  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  verläuft. 

Der  Zusammenhang  mit  den  complexen  Functionen  erhellt  nun 
aus  folgender  Überlegung.  Man  denke  ein  unendlich  kleines  Dreieck, 
welches    zur  Zeit  t  die  Ecken  {x,  ij),  (x  +  dx,  y),  {x,  y  -\-  dy)  hat,  in 

*)  Nach  bekannten   Sätzen  der  Differentialrechnung  ist  die  Existenz    eines 

Geschwindigkeitspotentials  u  gesichert,  falls  die  Differentialrelation  -|^  =  ^ 
besteht. 
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^3  =  ^  +   (^  +  ä|  ^^)  ^^^ 


der  strömenden  Flüssigkeit.  Nach  Verlauf  des  Zeitdifferentials  dt  sei 
es  in  das  Dreieck  der  Ecken  {x^,yx),  (^2;  ^2)?  (^3?  Vz)  übergegangen; 
dann  hat  man  explicite: 

^^^^^cix  +  {^  +  lldx)dt      y,  =  y-\-{ri  +  ll  dx)  dt , 

yi  =  y-\-dy-{-{7]-{-  ^dy)  dt. 

Der  doppelte  Inhalt  2 J  des  Dreiecks  mit  den  Ecken  (x^,yi),  {x^,y'i), 
(^37  ^s)  is^  ^^^^  gegeben  durch: 

ein  Ausdruck,  der  sich  nach  Eintragen  der  für  x^,  •  ■  angegebenen 
Werte  vermöge   bekannter   Grundregeln   der  Determinantentheorie   auf 


2J=  dx  dy 


dx       ' 


dy 


dt 


l  +  ^-^dt 

'    dy 


zusammenzieht.     Bei  Vernachlässigung  der  mit  dt^  als  Factor   behaf- 
teten Glieder  finden  wir  weiter: 

Wegen    der    Incompressibilität    der   Flüssigkeit    darf  jedoch    der 

fragliche  Inhalt,  der  zu  Anfang  des  Zeitelementes  dt  gleich  —  dxdy  war, 

eine  Veränderung  während  der  Zeit  dt  nicht  erfahren  haben.    Der  Factor 

K-^  -I-  TT^  von  dt  wird  demnach  notwendig  verschwinden,  so  dass  zufolge 
dx   *    dy  ° 

(1)  das  Geschwindigheitspotential  u  der  Laplace' sehen  Differentialgleichung 
genügt: 

(2) 


d*u    ,    d^ Q 

dx^       8  2/* 


Hiermit  ist  die  Beziehung  zu  den  complexen  Functionen  offenbar 
geworden.  Legen  wir  nur  Nachdruck  auf  die  Befriedigung  der  Glei- 
chung (2),  so  wollen  wir  sagen,  ein  beliebiges  Integral  u  derselben 
liefere  eine  „theoretisch  mögliche"  Strömung.  Solche  Integrale  aber 
liefern  uns  die  Componenten  X,  Y  jeder  analytischen  Function  Z.  Dabei 
werden  uns  die  für  die  Beschreibung  der  Strömung  wichtigen  Curven- 
scharen    gerade    geliefert,    falls    wir    die    zu    den    Axen    der    .2^- Ebene 
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parallelen  Geraden  X  =  Const.  resp.  Y  =  Const.  auf  die  0- Ebene 
übertragen.  Wählen  wir  u  =  X,  so  liefern  die  Curven  Y  =  Const. 
die  Stromlinien  und  umgekehrt. 

Unter  diesem  physikalischen  Gesichtspunkte  wolle  man  die  in  den 
ersten  Paragraphen  besprochenen  Beispiele  und  Figuren  erneut  in  Be- 
tracht ziehen.  Jede  Function  Z  wird  dabei  zwei  „theoretisch  mög- 
liche" Strömungen  liefern. 

Übrigens  erwähnen  wir  noch,  dass  im  Falle  der  Wärmeströmung 
die  Function  u  (x,  y)  die  Bedeutung  der  Temperatur  an  der  Stelle  (x,  y) 
bekommt.  Die  gelegentlich  benutzte  Benennung  der  Curven  X  =  Const. 
oder  Y=  Const.  als  „isothermischer"  Curven  erklärt  sich  von  hieraus*). 

§  8.    Integrale  reeller  Functionen  in  der  xy -'Ebene. 

Es  sei  in  der  a;«/- Ebene  irgend  ein  einfach  oder  mehrfach  zu- 
sammenhängender Bereich  B  eingegrenzt,  und  in  diesem  Bereiche  sei 
irgend  eine  reelle  Function  (p{x,y)  gegeben,  an  welche  wir  zunächst 
nur  die  Forderung  der  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  stellen. 

Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Betrachtungen  nehmen  wir  bis 
auf  weiteres  an,  dass  die  zur  Benutzung  kommenden  Bereiche  B  sich 
nicht  ins  Unendliche  erstrecken.  Die  spätere  Hinzunahme  des  Punktes 
z  =  00  in  unsere  Entwicklungen  wird  nach  den  in  dieser  Hinsicht 
vorausgesandten  Bemerkungen  keine  Schwierigkeiten  darbieten. 

Man  denke  den  Bereich  in  lauter  unendlich  kleine  Flächenelemente 
zerlegt,  deren  einzelnes  durch  d6  bezeichnet  werde.  Geschieht  diese 
Einteilung  z.  B,  dadurch,  dass  man  zwei  zu  den  Axen  parallele  Geraden- 
büschel zieht,  so  würde  sich  das  Element  d6  als  Product  dx  dy  dar- 
stellen.    Das  „über  den  Bereich  B  auszudehnende  FläcJienintegral": 


(1)  7  fp(^,y) 


(B)' 

erklärt  man  bei  der  Grundlegung  der  Integralrechnung  bekanntlich  als 
Grenzwert  einer  zunächst  endlichgliedrigen  Summe,  wobei  im  Falle  einer 
stetigen  Function  (p  mit  stetigen  Ableitungen  die  Yersinnlichung  der  Func- 
tion cp  (x,  y)  durch  eine  im  Räume  gelegene  Fläche  gute  Dienste  leistet. 
Benutzen  wir  die  gerade  genannte  specielle  Einteilung  des  Bereiches,  so 
würde  sich  das  Flächenintegral  (1)  als  „Doppelintegral"  darstellen  lassen: 

*)  Die  im  Texte  entwickelten  physikalischen  Vorstellungen  werden  in  aus- 
gedehnter Weise  von  F.  Klein  für  functionentheoretische  Zwecke,  nämlich  zur 
Begründung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  herangezogen  in  dem  Buche 
„  Über  Miemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale" 
(Leipzig,  1882). 
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(2)  ffp{x,y)d6  =   i  j(p{x,y)dxdy. 

Wir  haben  hierbei  das  Symbol  B  des  Integrationsbereiches  immer  als 
unteren  Index  an  das  Integralzeichen  angehängt. 

Damit  das  Flächenintegral  (1)  einen  endlichen  und  bestimmten 
Wert;  habe,  ist  keineswegs  erforderlich,  dass  fp{x,y)  im  Bereiche  B 
überall  stetig  ist.  Indessen  ist  es  eine  umständliche  Untersuchung,  die 
für  die  Existenz  des  Integrales  (1)  hinreichenden  und  notwendigen 
Eigenschaften  von  (f{x,  y)  in  der  allgemeinsten  Gestalt  festzustellen. 
Die  für  uns  in  Betracht  kommenden  Zwecke  erfordern  aber  durchaus 
nicht,  dass  wir  auf  diesen  Gegenstand  eingehen;  wir  setzen  vielmehr, 
so  oft  nichts  anderes  bemerkt  ist,  beständig  die  Stetigkeit  der  m  inte- 
grierendeti  Functionen  sowie  auch  ihrer  Ableitungen  voraus.  Auch  der  Fall, 
dass  sich  B  in  endlich  viele  Abteilungen  zerlegen  lässt,  in  deren  einzelner 
der  genannten  Stetigkeitsbedingung  genügt  wird,  bietet  für  die  Defini- 
tion des  Integrales  (1)  offenbar  keinerlei  Schwierigkeit  dar. 

Man  denke  jetzt  weiter  innerhalb  B  zwischen  zwei  Punkten  eine 
Curve  C  gezeichnet,  deren  Bogenlänge  man,  etwa  von  ihrem  Anfangs- 
punkt {Xq,  i/o)  in  der  Richtung  auf  ihren  Endpunkt  (x^,  y^)  gemessen, 
durch  s  bezeichnen  wolle.  An  irgend  einer  Stelle  (x,  y)  von  C  denke 
man  wieder  in  Richtung  auf  {x^,  y^  das  Bogenelement  ds  angetragen 
und  summiere  die  Differentiale  (p(x,  y)ds  für  alle  Bogenelemente,  in 
welche  man  die  Curve  C  in  dieser  Art  zerlegt  haben  mag.  Man 
wird  so  zu  einem  über  die  Curve  C  zu  erstreckenden  „Linien-  oder 
Curvenintegral"  : 

{^1 ,  Vi)  ^ 

)ds 


(3)  f<p{x,y)ds     oder  f(p(x,y)i 

J        .  J{C) 


(Xo ,  Vo) 


geführt.  Die  genauere  Erklärung  und  die  Untersuchung  der  Bestimmtheit 
eines  solchen  Curvenintegrals  können  vermöge  jener  Überlegungen  durch- 
geführt werden,  deren  man  sich  bei  der  Definition  der  gewöhnlichen 
bestimmten  Integrale  bedient. 

Allerdings  kann  man  hierbei  nicht  jede  denkbare  Curve  C  gleich 
gut  brauchen.  Man  pflegt  zu  sagen,  G  solle  eine  „analytische  Curve" 
sein,  was  indessen  an  dieser  Stelle  noch  nicht  ganz  ohne  Umstände 
endgültig  würde  erläutert  werden  können.  Verständlich  und  für  die 
Folge  ausreichend  wird  es  sein,  wenn  wir  annehmen,  dass  C  in  einer 
dritten  Variabelen  t  vermöge  zweier  Gleichungen  x  =  f{t),  y  =  g{t) 
mit  Hilfe  von  Functionen  f(t),  g{t)  darstellbar  sei,  welche  längs  der 
der  Integration    unterworfenen  Strecke   selber   stetig  sind  und   stetige 
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Ableitungen  besitzen.    Unser  Curvenintegral  geht  nach  Einführung  von 
t  in  ein  gewöhnliches  bestimmtes  Integral  über: 


Das  Vorkommen  unendlicher  Werte  der  zu  integrierenden  Function 
an  der  Grenze  des  Integrationsintervalles  wird  sich  zwar  nicht  be- 
ständig meiden  lassen.  Indessen  ist  jeder  solche  Fall  durch  besondere 
Untersuchung,  und  zwar  vermöge  eines  Grenzüberganges,  zu  behandeln. 

Es  besteht  nun  ein  höchst  wichtiger  Zusammenhang  zwischen 
einem  gewissen  auf  den  Bereich  JB  bezogenen  Flächenintegrale  und 
einem  zugehörigen  über  den  Rand  von  B  erstreckten  Curvenintegrale. 
In  dem  beliebig  gewählten  Bereiche  B  sei  eine  gleichfalls  beliebige  reelle 
Function  ip  {x,  y)  gegeben,  welche  selbst  samt  ihrer  ersten  Ableitung  nach 

X   in  B  (die  Randcurve 


eingeschlossen)  eindeutig 
und  stetig  sein  möge. 
Das  Flächenintegral 

I  -^  dß  denken  wir  uns 

in  der  Weise  ausgeführt, 
dass  wir  da  =  dxdy 
setzen  und  bei  stehendem 
y  und  dy  zuerst  nach  x 
integrieren.  Figur  28  er- 
läutert dies  Verfahren. 
Aus  B  ist  ein  zur  ic-Axe 


Fig.  28. 


paralleler  Streifen  von  der  unteren  Ordinate  y  und  der  Breite  dy  heraus- 
geschnitten.    Indem  wir  explicite: 


P-fJ^-Si'^ylfj^) 


setzen,   würde  erstlich  das  innere  Integral  rechter  Hand  für  unseren 
Streifen  ausgeführt: 

dtp 


I 


dx 


dx=- 


-'P(('i>y)  +  i^(\,y)  —  ^(a2,y)-i-t(b„y)—t(a„y)-j-t(b„y) 

ergeben,  wenn,  wie  in  der  Figur  angezeigt,  der  Parallelstreifen  die 
Randcurve  C  des  Bereiches  an  den  Stellen  («j,  y\  (b^,  y),  ■  •  ■  durchsetzt. 
Der  Zusatz  des  Factors  dy  liefert: 


dyj  II  dx  =  ~  Ti;{a„  y)dy  +  ^{h^,  y)dy  —  ^-(a„  y)dy 


+ 
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Wir  führen  nunmehr  die  Bogendifferentiale  dSj^,  ds^' ,  ds^,  ds^ ,  •  •  • 
ein,  welche  der  Parallelstreif  aus  der  Randcurve  G  des  Bereiches  aus- 
schneidet. Es  liege  ds,  bei  {a^,y),  ds^  bei  {\,y)  u.  s.  w.,  und  die  in 
der  Figur  zugesetzten  Pfeile  mögen  stets  die  Richtung  der  wachsenden 
Masszahl  s  des  Bogens  von  C  angeben.  Durchläuft  man  den  gesamten, 
hier  aus  zwei  getrennten  Teilen  bestehenden  Rand  C  von  B  in  der 
durch  jene  Pfeile  festgelegten  Richtung,  so  hat  man  das  Innere  des 
Bereiches  dabei  beständig  zur  linken  Hand:  wir  wollen  hinfort  diese 
ümlaufsrichtung  des  Bereiches  als  die  positive  bezeichnen. 

Der  auf  den  Streifen  ausgedehnte  Teil  unseres  Integrales  kann 
nunmehr  wie  folgt  geschrieben  werden: 

dyjfjx==rl.{a,,y)^ds,^rp{\,y)l^ds;+rl,{a,,y)^ds,^ 

Man  erwäge  jetzt,  dass  wegen  der  Richtung  des  Differentials  ds^  offen- 
bar —  dy  das  zum  Bogendifferential  ds^  gehörende  Differential  der 
Ordinate  ist,  und  dass  entsprechend  dy  zu  dSy,  —  dy  zu  ds.^  u.  s.  w. 
gehört.  Entschliesst  man  sich,  zum  Zwecke  der  Vereinfachung,  ein 
für  alle  Mal  dy  das  zu  ds  gehörende  Differential  der  Ordinate  zu 
nennen,  so  gewinnt  die  letzte  Formel  die  Gestalt: 

(4)  dyJ%dx^^{a„y)i^^ds,  +  ^{K,y)l^.ds^  +  ---. 

Nunmehr  denke  man  den  ganzen  Bereich  B  in  Streifen  unserer 
Art  zerlegt,  deren  einzelner  alsdann  jenachdem  in  2  oder  4  oder  6 
oder  etc.  Punkten  den  Bereichrand  C  durchschneidet.  Die  Summe  der 
in  (4)  links  stehenden  Differentiale,  welche  allen  diesen  Streifen  ent- 
sprechen, ist  unser  zu  berechnendes  Flächenintegral.  Rechts  in  den 
auf  diese  Streifen  bezogenen  Gleichungen  (4)  haben  wir  mit  Bogen- 
elementen  zu  thun,  welche  gerade  die  gesamte  Randcurve  C  zusammen- 
setzen.    Also  folgt  die  Gleichung: 

ff^d,^fH^,y)'/,ds, 

die  wir  unter  Abkürzung  der  rechten  Seite  auch  so  schreiben  wollen: 

(5)  f'fd.~ftdy. 

Das  in   diesen  Formeln  rechts  stehende  Integral  ist  im  positiven  Um- 
laufssinn über  den  ganzen  Rand  von  B  zu  erstrecken. 

Genau  in  demselben  Sinne  zu   verstehen  und  ganz  analog  zu  be- 
weisen ist  die  Formel: 
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(6)  f^^dö==-f<pdx, 

WO  q)  (x,  y)  gleichfalls  eine  beliebige  Function  ist,  die  samt  ihrer  ersten 
Ableitung  -—  im  ganzen  Bereiche  JB  eindeutig  und  stetig  ist. 

Die  Subtraction  der  Formel  (6)  von  (5)  liefert  die  fundamentale 
Formel: 

welche  die  am  Anfang  der  gegenwärtigen  Überlegung  angekündigte 
Umwandlung  eines  Flächenintegrals  in  ein  Curvenintegral  enthält. 

Zum  Zwecke  einer  ersten  Anwendung  der  Formel  (7)  denken  wir 
B  als  einfach  zusammenhängenden  Bereich  B^,  markieren  im  Innern 
von  B^  irgend  zwei  Punkte  {x^,  y^),  (x^,  y^)  und  verbinden  dieselben 
durch  zwei  gleichfalls  im  Innern  von  B^   verlaufende   Curven   C^,  C^. 

In  Figur  29  sind  die  letzteren  so  ange- 
nommen, dass  sie  sich  nirgends  schneiden; 
indessen  wird  man  auch  für  den  Fall,  dass 
0^  und  C^  einander  einmal  oder  öfter  über- 
kreuzen, die  Gültigkeit  der  folgenden  Über- 
legung leicht  darthun.  Vor  allem  nehmen 
wir  nunmehr  an,  dass  {(pdx  +  i^  dy)  *** 
^^  B^  überall   ein   totales  Differential  vorstelle, 

oder  dass  daselbst  allenthalben  -^  =  -^  sei     Die   Curven   0,    und    CL 

oy        ex  X  i 

liefern  den  Rand  eines  Bereiches  B,  dessen  sämtliche  Punkte  dem  Be- 
reiche B^  (wegen  des  einfachen  Zusammenhanges  von  B^  angehören. 
Wenden  wir  daraufhin  die  Formel  (7)  auf  diesen  Bereich  ^  an,  so 
verschwindet  die  linke  Seite  zufolge  der  eben  über  (p  und  xp  gemachten 
Voraussetzung.  Die  rechte  Seite  zerlegen  wir  in  zwei  Integrale, 
deren  erstes  sich  auf  C^,  von  (Xq,  y^  nach  (x^,  y^  durchlaufen,  bezieht, 
während  das  zweite  über  C.^  von  (x^,  y^  bis  {x^,  y^  zu  erstrecken  ist. 
Die  Umkehrung  der  Richtung  des  letzteren  Integrales  bewirkt  einen 
Zeichenwechsel  desselben.     Wir  sind  damit  zu  der  Gleichung: 

(8)  f  {(pdx-\-^dij)  =  f  {(pdx-\-^dy) 

geführt,  wo  nunmehr  beide  Integrale  von  der  unteren  Grenze  {x^,  yo) 
bis  zur  oberen  {x^jy^)  zu  nehmen  sind.  Den  in  (8)  enthaltenen  höchst 
wichtigen  Satz  kann  man  in  folgende  Worte  kleiden:  Sind  im  einfach 
zusammenhängenden  Bereiche  B^   die  Functionen   (p{x,y)    und  ■ijj(x,  y) 


Integrationen  in  der  xy-Ehene.  113 

samt  ihren  Ableitungen  -^ ,  V^  eindeutig  und  stetig,  und  ist  ebenda  überall 
die  Gleichung  |^  =  ||  erfüllt,  so  ist  das  Integral: 

(9)  ßcpdx-^tdy) 

(»o>  Po) 

für  irgend  zwei  in  B^  gelegene  Tunkte  (Xq,  y^,  {x,  y)  „eindeutig"  be- 
stimmt, welche  in  B^  gelegene  Integrationscurve  wir  auch  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  benutzen  mögen. 

Es  ist  nützlicii,  sich  diesen  Satz  auch  noch  in  folgender  Weise 
zu  veranschaulichen.  Ein  Integral  (9)  möge  man  zunächst  längs  irgend 
einer  {x^,  y^)  und  {x,  y)  verbindenden  Curve  C  berechnet  haben.  Man 
denke  die  Curve  unter  Festhaltung  ihrer  Endpunkte  ein  wenig  ver- 
schoben und  nenne  sie  in  der  neuen  Gestalt  C.  Der  Wert  des  Inte- 
grales erfährt  hierbei  keine  Veränderung,  falls  für  alle  zwischen  C  und 
C  liegenden  Punkte,  über  welche  somit  die  Integrationscurve  hinweg  ge- 
schoben ist,  sowie  auch  für  C  und  C  selber  die  Functionen  (p  (x,  y)  und 
il)  {x,  y)  neben  den  wiederholt  genannten  Stetigkeitsbedingungen  die  Relation 

^  =  ^  befriedimn. 
dy       0  X      '         "^ 

Indem  wir  nochmals  zu  obigem  Bereiche  B^  zurückkehren,  setzen 
wir    bei    festgehaltenem  Punkte   {x^,  y^   und  innerhalb   B^  variabelem 

Punkte  {x,  y): 

(«,  y) 

(10)  C((p dx-\-tdy)  =  F {x,  y) . 

Es  ist  alsdann  F{x,y)  in  B^  eine  eindeutige  Function  mit  den  par- 
tiellen Ableitungen: 

dF  .       .         dF        ,.       . 

j-  =  (p(x,'y),      j^  =  ip{x,y)', 

es  ist  aber  F{x,  y)  bei  blosser  Angabe  dieser  Ableitungen  (p,  tp  wegen 
der  willkürlich  zu  wählenden  unteren  Grenze  {x^,  y^)  erst  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestimmt. 


§  9.    Sätze  von  Green. 

Es  sei  in  der  a?i/-Ebene  irgend  ein  Bereich  B  eingegrenzt.  Inner- 
halb B  und  auf  der  Randcurve  G  dieses  Bereiches  seien  U(x,  y)  und 
V{x,  y)  zwei  eindeutige  reelle  Functionen,  welche  selbst  samt  ihren 
Ableitungen  so  beschaffen  sein  sollen,  dass  für: 

Fr  icke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  8 
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(1) 
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dx ' 


y 


die  im  vorigen  Paragraphen  für  cp  und  ^,  sowie  ^  und  ^  geforderten 
Eigenschaften  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  zutreffen. 

Wenden    wir    die  Formel  (7)    pg.  112    auf  die   in  (1)   definierten 
Functionen  cp,  ip  an,  so  ist  zu  setzen: 

(pdx  -\-  -^dy  =  U ^  dx  -{-  U ^  dy  =  U dV , 


und  man  findet  dann  leicht 
(2) 


fuär=f(- 


dudv 

dx  dy 


dUdV' 
dy  dx 


^dö 


als  Ausdruck  der  genannten  Formel  (7). 

Des   weiteren  nehme  man   an,  dass    U  und   V  auch  noch  ausser- 
halb   des  Bereiches  B  hart  am  Rande  C  stetige  Ableitungen    besitzen. 

Insbesondere  verstehe  man  unter  dn 
ein  Element  der  im  einzelnen  Rand- 
punkte von  B  nach  aussen  gerich- 
teten Normalen  (cf.  Figur  30).  Die 
diesem  Differential  correspondierende 

Cj  -rr 

Ableitung  von  V  wird  man  durch  -?:- 
'\,o.  bezeichnen  und  hat: 


8V 
d  n 


dV  dx    ^^  dV  dy 
c X  dn  ~^  dy  dn' 


Fig.  30. 


unter   dx   und   dy   die    Projectionen 
von    dn    auf    die    Axen    verstanden. 
Bildet   die    fragliche  Normale  gegen   die  positive  Richtung  der  x-Axe 
den  Winkel  v,  wie  in  Figur  30  angedeutet  ist,  so  hat  man: 


dx 
dn 


=  cos  V . 


dy^ 
dn 


sin  V    und 


dv     dv  ,  dv  . 

=  5—  cos  V  +  ^5—  sm  V. 


dn         dx 

Ein  bei  jener  Normalen  gelegenes  Element  ds  von  C  wird  gegen 

die   positive   x-Axe    den   Winkel  a  =  v  -\-  ^   bilden.     Verstehen   wir 

also  jetzt  unter  dx,  dy  die  Projectionen  dieses  Bogenelementes  ds  auf  die 
Axen,  so  wird  für  diese  dx,  dy: 

dy 


dx 
ds 


=  cos  0;  ==  —  sm  V, 


ds 


=  sm  «  =  cos  V, 


und  also  können  wir  nunmehr  schreiben: 
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dV__dVdx,dVdy 

dn  dy  ds    '^  dx  ds  ' 

Auf  das  hier  rechter  Hand  stehende  Integral  wende  man  nun 
wieder  die  Formel  (7)  pg.  112  an.  Dasselbe  geht  dabei  in  das  Flächen- 
integral über: 


.(il;«)  +  a4(^l^). 


d6. 


'(S)L 

Indem  wir  bei  der  Weiterentwicklung  dieses  Integrals  die  Abkürzung 

^F=  |— -, -f  |-j    gebrauchen,  finden  wir,    dass  unter  Voraussetzung 

der  oben  formulierten  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und   Stetigkeit 
der  in  Betracht  kommenden  Functionen  die  Gleichung: 

zwischen  dem  links  stehenden  „Randintegral"  und  den  rechts  stehenden 
„Flächenintegralen"  richtig  ist. 

Nehmen  wir  eine  solche  Erweiterung  der  Voraussetzungen  vor, 
dass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  gültig  bleibt,  falls  wir  U  und 
V  ihre  Rollen  wechseln  lassen,  so  ist: 

J(c)   ^^       Ab)  J(b)^^^  «^^     ^y  ^y^ 

Die  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  voraufgehenden  aber  liefert: 

Die  in  den  Formeln  (3)  und  (4)  ausgesprochenen  Regeln  benennt 
man  als  „Green' sehe  Sätze"-,  dieselben  kommen  namentlich  in  der  Po- 
tentialtheorie zur  Verwendung*). 

§  10.    Integral  einer  Function  eines  complexen  Argumentes. 
Sätze  von  Cauchy. 

Wir  kehren  zu  dem  in  §  6  pg.  101  ff.  definierten  Begriffe  einer 
analytischen  Function  Z  =  f{z)  complexen  Argumentes  z  zurück.  Die 
inzwischen  entwickelten  Principien  setzen  uns  in  den  Stand,  mit  Er- 


*)  Vergl.  Gr.  Green  „An  essay  on  the  application  of  mathematical  analysis 
to  the  theories  of  electricity  and  magnetism"  (Nottingham  1828) ,  abgedruckt  im 
Joum.  f.  Mathem.  Bd.  44  und  47. 

8* 
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folg  auf  die  Betrachtung  des  Integrals  einer  solchen  Function  f(z)  ein- 
zugehen. 

Mögen  Zq  und  z  irgend  zwei  Werte  des  Argumentes  sein,  die  wir 
sogleich  wieder  als  Punkte  der  ^-Ebene  deuten,  und  möge  zwischen 
beiden  Punkten  in  der  5; -Ebene  eine  Curve  C  gezogen  sein.  Das  „längs 
dieser  Curve  erstreckte"  Integral: 

z  z 

(1)  Jf{z)dz=j  Zdz 

erklären  wir  dann  unter  Spaltung  von  ^  in  (ic  -f-  iy)  und  Z  m{X-{-  iY) 
durch  die  Darstellung: 

z  {x,  y) 

(2)  fzdz  =  f{X  +  iY){dx-\-idy) 

{x,  y)  {X,  y) 

=  f(Xdx—  Ydy)-i-i  I  (Ydx  +  Xdy). 

Hierbei  sind  die  beiden  rechts  stehenden  Integrale  nach  Vorschrift  von 
§  8  pg.  109  längs  der  Curve  C  erstreckt  zu  denken.  Diese  Integrations- 
curve  C  soll  den  pg.  109  genannten  Anforderungen  genügen,  und 
X(x,y),  Y{x,  y)  sollen  für  jede  Stelle  von  C  den  in  §  8  oft  ge- 
nannten Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  genügen.  Wir 
können  dies  nach  §  6  pg.  102  kurz  dahin  ausdrücken,  dass  Z=^f(z) 
sich  an  allen  Stellen  der  Integrationscurve  C  regulär  verhalten  solle*). 

Von  der  grössten  Bedeutung  ist  nun,  dass  nach  (2)  pg.  104  überall 
da,  wo  Z  regulär  ist,  die  Relationen: 

ax^_ar     by  _dx 

dy  dx  '     dy         dx 

erfüllt  sind.     Diese  Gestalten  aber  nimmt  gerade  die  Relation  -^-  =  -— 

°  öy       ex 

an,  wenn  wir  die  in  §  8  pg.  112  über  das  Integral  von  {(pdx  -^  il^dy) 
gegebenen  Entwicklungen  auf  die  beiden  in  (2)  rechter  Hand  stehenden 
Integrale  anwenden.  Die  damaligen  Ergebnisse  liefern  jetzt  sofort 
folgenden  Fundamentalsatz:  Der  Wert  des  Integrals  (1)  bleibt  unver- 
ändert, falls  man  unter  Festhaltung  von  Zq  und  z,  d.  h.  des  Anfangs- 
und des  Endpunktes,  die  Integrationscurve  G  einer  stetigen  Deformation 
unterwirft,  vorausgesetzt,  dass  man  C  hierbei  ausnahmslos  über  solche 
Stellen  hinwegschiebt,  in  deren  Umgebungen  Z  regulär  ist. 

*)  Offenbar  wird  auch  ausreichend  sein,  wenn  sich  C  in  endlich  viele  solche 
Abteilungen  zerlegen  lilsst,  dass  für  jede  einzelne  derselben  die  im  Texte  ge- 
stellten Forderungen  erfüllt  sind. 
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Auch  das  folgende  Theorem  ist  jetzt  unmittelbar  ersichtlich:  Ist 
die  Function  Z  =  f  {z)  in  irgend  einem  einfach  zusammenhängenden 
Bereiche  B^  üherall  regulär  und  gehören  Zq  und  z  diesem  Bereiche  an,  so 
ist  das  Integral  (1)  zwischen  Zq  und  z  eindeutig  bestimmt,  welche  inner- 
halb Bi  verlaufende  Integrationscurve  C  ivir  auch  wählen  mögen.  Bei 
festgehaltenem  Zq  und  innerhalb  B^  variabeler  oberer  Grenze  z  wird 
somit  das  Integral  eine  eindeutige  Function  dieses  z.  Diese  Angaben 
dürfen  wir  aber  für  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Bereich  all- 
gemein nicht  mehr  machen.  Bereits  bei  einem  zweifach  zusammen- 
hängenden Bereiche  B^  giebt  es,  wie 
Figur  31  zeigt,  zwischen  gegebenen 
Grenzen  z^,  z  stets  Curven  C  und  C,  von 
denen  die  eine  in  die  andere  nur  durch 
Hinwegschiebung  über  solche  Teile  der 
Ebene  übergeführt  werden  kann,  welche 
dem  Bereiche  nicht  angehören.  In  diesen 
Teilen  aber  können  irreguläre  Punkte 
der  Function  liegen. 

Für  jeden  Bereich  J5„  beliebig  hohen  Fig.  si. 

Grades  n   des   Zusammenhangs   gilt  der 

Satz,  dass  das  über  den  gesamten  Band  C  von  Bn  in  der  positiven  Umlaufs- 
richtung {cf  Figur  28  pg.  110)  erstreckte  Integral: 

(3)  ff{z)dz=fzdz 

verschwindet,  sofern  Z  in  Bn,  den  Rand  eingeschlossen,  allenthalben 
regulär  ist.  Man  zeigt  dies,  indem  man  das  Integral  nach  dem  Schema  (2) 
zerlegt  und  auf  jedes  der  beiden  entspringenden  reellen  Integrale  die 
Formel  (7)  pg.  112  anwendet. 

Zum  Zwecke  einer  höchst  wichtigen  Anwendung  des  zuletzt  aus- 
gesprochenen Satzes  legen  wir  einen  einfach  zusammenhängenden  Be- 
reich i?i  von  der  Randcurve  C  und  eine  in  B^^  und  auf  C  allenthalben 
reguläre  Function  f(z)  vor.  Der  specieUe  Wert 
z  =  ^  gehöre  dem  Bereiche  an.     Dann  ist  der 

Quotient  -^-^  nur  erst  bis  auf  den  Punkt  ^  in 

Bj^  regulär.  Beschreiben  wir  somit  innerhalb 
Bi  um  ^  mit  dem  Radius  q  einen  Kreis  K, 
dessen  Inneres  wir  dem  Bereiche  B^  nehmen, 
so  bleibt  ein  Bereich  B^  übrig,  in  dem  jener 
Quotient  überall  regulär  ist. 

Die  für  das  Kreisinnere  positive  Umlaufs-  Fig.  32. 
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richtuiig,  wie  sie  in  Figur  32  durch  den  an  der  Periplierie  K  befind- 
lichen Pfeil  angegeben  ist,  möge  das  Integral: 


l 


m'-^ 


dz 


liefern.  Für  K  als  Randcurve  von  B2  würde  aber  die  hiermit  ein- 
geschlagene Umlaufsrichtung  offenbar  die  negative  sein.  Das  zuletzt 
ausgesprochene  Theorem  liefert  somit: 


wo  das  erste  Integral  über  den  Rand  C  von  B^  in  der  positiven  Rich- 
tung zu  erstrecken  ist. 

Unter  elementarer  Umformung  des  letzteren  Integrals  schreiben 
wir  die  so  gewonnene  Gleichung: 

(4)         fB^^^-mf^,^/''^^'^^- 

Zur  Auswertung  des  zweiten  und  dritten  Integrales  führen  wir 
Polarcoordinaten  r,  %■  ein  und  wählen  den  Punkt  t,  zum  Pole,  die 
Richtung  der  positiven  reellen  ^-Axe  aber  als  Axenrichtung.  Dann  hat 
man  allgemein  z  —  t,  =  re^'-^  und  da  sich  die  Integration  über  K  bei 
constantem  r  ==  q  auf  •9-  allein  bezieht,  so  ist  dz  =  ige^'  dd-  zu  setzen, 
während  der  Nenner  unserer  auf  K  bezogenen  Integrale  z  —  ^  =Qe^' 
ist.     Dies  liefert  erstlich: 

f    dz  i'iQe^'d»        ^. 

Das  in  (4)  rechts  stehende  Integral  fassen  wir  als  Summe  com- 
plexer  Differentiale  und  berücksichtigen,  dass  der  absolute  Betrag  einer 
Summe  complexer  Glieder  nicht  grösser  als  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  dieser  Glieder  ist: 

Hier  aber  ist  \z  —  ^  j  constant  =  q,  \  dz  \  ist  das  Bogenelement  von 
K,  und  I  f{z)  —  f(^)  I  möge  auf  der  Peripherie  K  den  grössten  Wert 
m  annehmen,  also  daselbst  beständig  <^  m  sein.  Dann  wird  die  rechte 
Seite  der  letzten  Ungleichung  höchstens  gleich  2mji,  und  wir  ge- 
winnen unter  Zusammenfassung: 


(5)  '  f^.dz-2inf\i)\<^2mx. 
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Man  beachte  jetzt,  dass  die  Auswahl  des  Radius  q  von  K  nur  der 
Bedingung  unterworfen  war,  dass  K  innerhalb  B^  liegen  sollte.  Da 
hiermit  eine  untere  Grenze  für  q  nicht  gegeben  ist,  so  können  wir  q 
beliebig  klein  wählen.  Aber  für  lim.  q  =  0  wird  auch  das  Maximum  m 
von  I  f(0)  —  fit)  i  auf  K  wegen  der  Stetigkeit  von  /'(^)  die  Grenze  0 
besitzen.  Links  steht  in  (5)  eine  von  der  Veränderung  des  q  unab- 
hängige Zahl.  Wäre  letztere  >  0,  so  würde  wegen  (5)  die  Grösse  w 
nicht  die  Grenze  0  besitzen  können;  also  ist  der  in  (5)  links  stehende 

Betrag  =  0. 

Den  hiermit  gewonnenen  Fundamentalsatz  kleiden  wir  in  die  Worte : 
Für  jeden  endlichen*)   Wert  ^  gi^i  die  Gleichung: 

(6)  m-^/Bi'^'' 

wo  sich  das  Integral  auf  eine  ganz  heliebige,  den  Punkt  t  umlaufende  ge- 
schlossene Curve  C  bezieht,  vorausgesetzt  nur,  dass  f{z)  innerhalb  und  auf 
C  allenthalben  regulär  ist. 

Zum  Zwecke  einer  ersten  Anwendung  dieses  Theorems  wählen  wir 
als  Curve  C  einen  Kreis  vom  Radius  r  um  den  Punkt  t,  und  nehmen 
an,  dass  Z  =  f{z)  im  Innern  und  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises 
überall  regulär  ist.     Zur  Auswertung  des  Integrales  (G)  wird  man  dann 

wieder  setzen: 

z  —  t,=re^',       dz  =  ir  e*'  d%^ 

und  hat  für  Q-  zwischen  den  Grenzen  0  und  2jr  zu  integrieren.  Sind 
die  Werte  von  f(z)  auf  der  Peripherie  des  Kreises  allgemein  durch 
Z  =  X +  *  r  bezeichnet,  während  f{z)  im  Mittelpunkte  g  den  Wert 
Zq  =  Xq-\-  iY^  annimmt,  so  folgt  aus  (6)  offenbar: 

0  0 

Xo  ist  hiernach  der  „Mittelwert'  aller  auf  der  Periplierie  des  Kreises 
vorliegenden  Werte  unserer  Function  X(x,y),  und  analoges  gilt  von  Yq. 
Da  wir  den  Radius  r  des  Kreises  beliebig  klein  wählen  können,  so 
geht  aus  diesem  merkwürdigen  Satze  zugleich  hervor,  dass  die  Function 
X  (x,  y)  (und  ebenso  Y)  an  keiner  einzigen  Stelle,  in  deren  Umgebung 
sie  regulär  ist,  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  kann. 

Mit  den  im  vorliegenden  Paragraphen  entwickelten  Sätzen  haben 
wir    die    ersten   Grundlagen   der   Cauchy 'sehen   Functionentheorie    ge- 

*)  Die  Voraussetzung  eines  endlichen  t  kommt  im  Texte  dadurch  zum  Aus- 
druck, dass  J  im  Bereiche  B^  liegen  sollte.  Die  zunächst  zur  Benutzung  kom- 
menden Bereiche  sollten  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken  (cf.  pg.  108). 
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Wonnen,  über  welche  bereits  oben  in  der  Einleitung  (pg.  76)  einige 
historische  Angaben  erstattet  sind.  Speciell  wird  das  durch  Formel  (6) 
zum  Ausdruck  kommende  Theorem  als  „Satz   von   Cauchy"  bezeichnet, 

Aufgabe  1.  Man  übertrage  den  in  Formel  (6)  ausgesprochenen  Satz  auf 
den  Fall  J  =  oo.  Die  Curve  C  ist  so  anzunehmen,  dass  auf  und  ausserhalb  der- 
selben f(z)  regulär  ist.  Dass  aber  f{z)  bei  z  =  oo  regulär  sei,  heisst  einfach,  /"(-t  ) 
sei  bei  z'  =  0  regulär. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  dass  das  Integral  Hz  —  tT dz  mit  einem  von 
n  =  —  1  verschiedenen  ganzzahligen  positiven  oder  negativen  Exponenten  n  ver- 
schwindet, falls  man  als  Integrationscurve  C  eine  den  Punkt  J  umlaufende  ge- 
schlossene Curve  wählt.  Man  gewinnt  nämlich  den  Integralwert  0,  falls  man  C 
als  Kreis  des  Mittelpunktes  J  auswählt. 

Aufgabe  3.  Man  grenze  einen  rechteckigen  Bereich  B^  um  den  Nullpunkt 
durch  die  Geraden  2/  =  i  ^  '^^^  x^=-^l  ein  und  beweise ,  dass  das  über  den 
Rand  dieses  Bereiches  ausgedehnte  Integral  je" dz  verschwindet. 

Aufgabe  4.     Man  grenze  durch  die  zu  den Axen parallelen  Geradena;  =  +  o, 
1/  =  +  &  einen  rechteckigen  Bereich  J5j    ein  und  zeige,  dass  das  über  den  Rand 
B^  ausgedehnte  Integral   /  sin^;d^  verschwindet.     Man  wolle  hierbei  sin^  in 
sin  {x  -\-  iy)z=  sin  x  cosh  y  -\- i  cos  x  sinh  y 

entwickeln  und  von  den  Integrationsregeln  der  trigonometrischen  und  der  hyper- 
bolischen Functionen  Gebrauch  machen. 

§  11.    Convergenz  unendlicher  Beihen. 

Ehe  weitere  Sätze  der  Cauchy'schen  Functionentheorie  entwickelt 
werden,  sind  einige  Recapitulationen  und  Ergänzungen  über  die  Con- 
vergenz unendlicher  Reihen  einzuschalten. 

Es  mögen  reelle  oder  complexe  Zahlen  Uq,  u^,  u^,  ...  in  unend- 
licher Anzahl  vorgelegt  sein.  Man  bezeichnet  alsdann  in  den  ein- 
führenden Vorlesungen  über  höhere  Analysis  die  unendliche  Reihe: 

(1)  Uq  -\- u^ -j- u^  -\- u^ -\ 

als  convergent,  falls  die  Summe  der  n  ersten  Glieder: 

(2)  Sn  =  %  -\-  U^   -\r  U^   -\ +  Un-l 

für  lim.  n  =  oo  einer  endlichen  und  bestimmten  Grenze  S  =  lim.  Sn 
zustrebt;  diese  Grenze  S  heisst  der  Summenwert  der  Reihe  (1),  Ist 
die  Reihe  nicht  convergent,  so  wird  sie  als  divergent  bezeichnet;  man 
hat  dann  entweder  lim.  Sn  =  oo,  oder  S,,  bleibt  bei  wachsendem  n  zwar 
endlich,  ist  jedoch  unaufhörlichen  Schwankungen  unterworfen.  Im 
letzteren  Falle  heisst  die  Reihe  (1)  auch  wohl  oscülierend. 

Die  zur  Reihe  (1)  gehörende  „Reihe  der  absoluten  Beträge"  ist: 

(3)  i    %    i     +     I    Wl     i     +     1    %     I     +     I    Mg     j     +     •    .    .    . 
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Da  hier  sämtliche  Glieder  reell  und  nicht- negativ  sind,  so  ist  ein 
Schwanken  des  Summenwertes  Sn  der  ersten  n  Glieder  mit  wachsendem 
n  ausgeschlossen,  vielmehr  ist  entweder  lim.  Sn  =  oo  oder  die  Reihe  (3) 
ist  convergent.  Eine  solche  Reihe  ohne  negative  Glieder  hat  im  Falle 
der  Convergenz  stets  ein  und  denselben  Summenwert  S,  in  welche  An- 
ordnung man  die  Glieder  auch  bringen  mag;  nur  muss  man  natürlich  Sorge 
tragen,  dass  bei  jeder  Neuordnung  der  Reihe  weder  Glieder  ausfallen, 
noch  solche  neu  hinzutreten.  Eine  Reihe,  die  bei  jeder  Anordnung  der 
Glieder  stets  ein  und  denselben  endlichen  Summenwert  besitzt,  wird 
als  „unbedingt  convergent"  bezeichnet. 

Es  ist  nun  eine  der  elementarsten,  aber  zugleich  wichtigsten  Er- 
kenntnisse in  der  Reihentheorie,  dass  eine  heliebige  Beihe  (1)  stets  und 
nur  dann  „unledingt"  convergent  ist,  falls  sie  „absoluta  convergiert,  was 
bedeuten  soll,  dass  die  ihr  zugeJwrige  Reihe  (3)  der  absoluten  Beträge 
convergiert.  — 

Wir  werden  in  der  Folge  auch  mit  sogen.  „Doppelreihen"  zu  thun 
haben,  welche  wir  im  folgenden  Schema  ansetzen: 

(4)  «^00  +  ^01  +  %  +  %  H 

+  ^10  +  ^11  +  «^12  +  ^13  H 

-h  ^20  +  ^21  +  ^^22   +  «^23  H 


Hier  liegen  unendlich  viele  Horizontalreihen  mit  je  unendlich  vielen 
Gliedern  vor.  Aber  man  wolle  sich  überzeugen,  dass  gegenüber  der 
Beihe  (1)  gleichwohl  nur  eine  formale,  das  Wesen  der  Sache  nicht  treffende 
Veränderung  vorgenommen  ist.  In  der  That  können  wir  jede  Doppel- 
reihe vermöge  Umordnung  der  Glieder  sofort  als  einfache  Reihe 
schreiben : 

(5)  ^00  +  %l  +  ^10   +  %  +  «'U  +  ^20  +  ^03  4-  ^12   +  ^21   H > 

sowie  auch  umgekehrt  eine  einfache  Reihe  (1)  in  eine  Doppelreihe  (4) 
umgestalten.  Die  Reihe  (4)  wird  man  somit  nur  als  eine  besondere 
Neuanordnung  einer  einfachen  Reihe  (5)  ansehen  dürfen.  Das  obige 
Theorem  vor  der  unbedingten  Convergenz  bleibt  hiernach  für  Doppel- 
reihen gültig.  — 

Man  nehme  jetzt  an,  dass  die  Grössen  u  veränderlich  und  zwar 
analytische  Functionen  einer  complexen  Variabelen  z  seien;  wir  schreiben 
dann  die  Glieder  ausführlich  Uq(z),  u^^z),  . .  .  und  bezeichnen  die  Summe 
der  n  ersten  Glieder  als  Function  von  2  durch: 

(6)  S,  (^)  =  U,  (0)  +   W,  (^)  -f  .  .  .  +  Un-i  (^). 
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Den  Fall,  dass  die  Functionen  Un{z)  rational  sind,  werden  wir  in  der 
Folge  zumeist  zu  betrachten  haben;  trigonometrische  Functionen  u^ 
kamen  bereits  im  ersten  Kapitel  ausführlichst  zur  Geltung.  Jedenfalls 
nehmen  wir  an,  dass  in  einem  Bereiche  B,  den  wir  weiterhin  zu 
Grunde  legen  wollen,  die  Un(/)  sämtlich  eindeutige  und  reguläre  ana- 
lytische Functionen  sind.  Sie  sollen  in  J5  überall  integrier-  und  diffe- 
renzierbar sein,  wobei  dann  die  einzelne  Ableitung  Un{z)  nach  pg.  105 
allein  von  z  aber  nicht  von  der  „Richtung  der  Differentiation"  ab- 
hängen wird. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Reihe  (1)  für  jeden  einzelnen  Punkt  z 
des  Bereiches  B  unbedingt  convergiere,  und  nennen  den  Summen- 
wert f{z): 

Um  alsdann  über  die  Function /"(^)  weitere  Aussagen  machen  zu  können, 
wollen  wir  über  die  Art  der  Convergenz  unserer  Reihe  eine  noch  ge- 
nauere Festsetzung  machen.     Man  bilde  den  „Reihenrest": 

(8)  R^ {z)  =  f(z)  -  S. (z)  =  Un {z)  J^  un+x{z) -^  •  ■  ■  . 

Lässt  sich  dann  für  jede  von  0  verschiedene  positive,  wenn  auch  noch  so 
Mein  gewählte  Zahl  d  stets  ein  bestimmter  endlicher  den  Bedingungen: 

(9)  \Rn{z)\<d,      \R^+,(z)\<d,      \B„+,{z)\<d,--' 

genügender  Lidex  n  angeben,  welcJier  unabhängig  davon  ist,  wo  wir  auch 
den  Funkt  z  im  Bereiche  fixieren  mögen,  so  heisst  die  Beihe  (7)  im  Be- 
reiche B  „gleichmässig"  convergent. 

Indem  wir  die  Formel  (7)  in  die  Gestalt  setzen: 

(10)  f{z)  =  Sr^iz)  +  B^(z) 

ist  sogleich  das  Theorem  ersichtlich,  dass  eine  Beihe,  welche  im  Be- 
reiche B  überall  gleichmässig  convergiert,  eine  ebenda  allenthalben  stetige 
Function  darstellt.  Es  ist  nämlich  Sn(z)  als  Summe  endlich  vieler 
regulärer  und  also  stetiger  Functionen  selber  stetig,  und  der  absolute 
Betrag  von  Rn(z)  kann  durch  hinreichend  gross  gewähltes  n  unter 
jedes  d  für  alle  in  Betracht  kommenden  z  herabgedrückt  werden. 

Dass  es  sich  bei  der  Einführung  der  gleichmässigen  Convergenz 
um  eine  höchst  wesentliche  Verschärfung  des  Convergenzbegriffes  handelt, 
möge  das  Beispiel  der  Fourier'schen  Reihe: 

sin  X  —  Y  sin  2a;  +  y  sin  3x  —  --  sin  4a;  -f  •  •  • 

zeigen,  welche  pg.  12  betrachtet  wurde.  Diese  Reihe  erkannten  wir  als 
convergent  für  alle  endlichen  reellen  a;;  aber  sie  kann  in  der  Umgebung  der 
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einzelnen  Stellen  ±Je,±  3:r,  ±ö:t,...  nicht  gleichmässig  convergent 
sein,  da  an  jeder  dieser  Stellen  ein  Stetigkeitssprung  des  Summenwertes 
jener  Reihe  eintritt.  Man  muss  sich  dies  so  vorstellen,  dass  zwar  für 
jedes  bestimmte  in  der  Umgebung  z.  B.  von  :t  gewählte  x  nach  Aus- 
wahl von  d  ein  der  Forderung  (9)  entsprechendes  endliches  n  angebbar 
ist,  dass  indessen,  falls  wir  x  in  immer  grösserer  Nähe  von  ^  wählen, 
die  hierbei  eintretenden  endlichen  Zahlen  n  stets  grösser  ausfallen,  ohne 
dass  sich  für  sie  eine  obere  Grenze  angeben  Hesse. 

Ohne  besondere  Mühe  erkennt  man  diesen  Charakter  direct  an  der 
unendlichen  Reihe: 

(l—x)-j-(l—x)x  +  {l  —  x)  x'-{-{l—x)x^-{ , 

welche  im  Intervall  von  a;  =  —  1  bis  a;  =  +  1  convergent  ist  unter 
Einschluss  der  oberen  Grenze  x==\,  während  sie  nur  unter  Ausschluss 
der  oberen  Grenze  x  =  1  gleichmässig  convergiert.  Man  berechnet 
leicht,  dass  Bn{x)  =  x»  ist.  Hat  man  also  8  gewählt,  so  wird  für 
jedes  „bestimmte"  etwa  positiv  gewählte  x,  welches  <1  ist,  ein  der 
Bedingung  x""  <8  genügendes  endliches  n  existieren.  Hat  man  in- 
dessen ein  wenn  auch  noch  so  grosses  „bestimmtes"  endliches  n  ge- 
wählt, so  kann  man  in  der  Nähe  von  1  noch  echte  Brüche  x  angeben, 
für  welche  rc"  <  d  nicht  erfüllt  ist.  In  der  That  ist  denn  auch  der 
Summenwert  der  fraglichen  Reihe  bei  a;  =  1  unstetig;  für  echte  Brüche  a; 
ist  derselbe  gleich  1,  für  x  =  \  aber  gleich  0.  — 

Man  verstehe  jetzt  unter  Sq  und  z^  irgend  zwei  endliche  und  dem 
Bereiche  B  angehörende  Punkte  der  ^-Ebene  und  ziehe  von  z^  nach  z^ 
innerhalb  B  eine  Integration  scurve  C  der  endlichen  Gesamtlänge  s.    Aus 

(10)  gewinnen  wir  alsdann  unter  Benutzung  dieser  Curve  0: 

jf{z)dz  —J  Sn{z)dz  =jRn(z)dz. 

*o  *o  ^0 

Da  Sn  nur  endlich  viele  Glieder  enthält,  so  darf  man  diese  Summe  glied- 
weise integrieren  und  gewinnt  auf  die  Weise: 

z  n 1       ^1  i' 

(11)  Jf{z)dz  —  '^Juj,{z)dz=.jBn{z)dz. 

Für  die  rechte  Seite  finden  wir  vermöge  einer  bereits  pg.  118  benutzten 
Überlegung: 

j   fBn{z)dz  I  ^j  I  Br,{z)  \-\dz\<Jd\dz\  =  d-s, 
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wenn  n  nach  Auswahl  von  d  in  Übereinstimmung  mit  (9)  gewählt 
wird.  Die  rechte  Seite  der  Formel  (11)  kann  man  somit  für  hinreichend 
grosses  n  dem  Werte  0  beliebig  nahe  bringen;  sie  wird  zufolge  unserer 
obigen  Fassung  des  Begriffs  der  gleichmässigen  Convergenz  für  lim.  n  =  oo 
die  Grenze  0  haben.     Die  Folge  ist,  dass  die  unendliche  Reihe: 

^1  Zi  Zi 

(12)  /  ii^i^js)  dz  +  /  Wi(^)  dz  -\-  \  u^{z)  dz  -\-  •  •  • 

Zo  *o  ^0 

convergent  ist  und  als  Summenwert  jf{z)dz  besitzt.     Man  kann  dies 

Ergebnis  auch  so  aussprechen:  Convergiert  die  in  (7)  rechts  stehende 
Beihe  innerhalb  JB  gleichmässig,  so  berechnet  man  das  Integral  von  f(z) 
für  eine  innerhalb  B  verlaufende  Integrationscurve,  indem  man  (unter  Bei- 
behaltung der  Integrationscurve)  die  unendliche  Reihe  gliediveise  integriert. 
Nicht  ganz  so  einfach  verhält  sich  die  Differentiation  von  f  (z). 
Ist  u'niz)  die  erste  Ableitung  von  Un{z),  so  wollen  wir 

(13)  <(^)  +  u^{z)  +  <(0)  +  u^{z)  +  •  •  • 

als  die  zur  gegebenen  Reihe  gehörende  „abgeleitete  Reihe"  bezeichnen. 
Hier  besteht  nun  die  bemerkenswerte  Thatsache,  dass  die  ursprüngliche 
Reihe  für  irgend  ein  z  convergent  sein  kann,  während  die  abgeleitete  Reihe 
ebenda  divergiert.  So  z.  B.  betrachteten  wir  pg.  13  unter  (2)  für  das 
Intervall  0  <  a;  <  ;r  die  Reihe: 

sin  a;  -f-  Y  sin  3a;  -f"  -5-  sin  Öic  -f-  y  sin  7ä;  -{-  •  •  • , 

deren   Convergenz  wir  feststellten.     Die  zugehörige  abgeleitete  Reihe: 
cos  X  -{-  cos  3x  -j-  cos  öx  +  cos  lx-\-  •  •  • 

ist  aber  divergent,  denn  schon  das  notwendige  Convergenzkriterium 
lim.  Un  =  0  ist  nicht  erfüllt, 

n=  00 

Indessen  lässt  sich  folgendes  Theorem  beweisen:  Ist  die  abgeleitete 
Reihe  im  ganzen  Bereiche  B  oder  in  einem  Teile  B'  desselben  gleich- 
mässig convergent,  so  stellt  sie  auch  wirklich  die  abgeleitete  Function  f'{z) 
ebendort  dar.  Ist  nämlich  g[z)  der  Summenwert  der  abgeleiteten  Reihe 
in  B  bez.  B',  so  findet  man  durch  Benutzung  des  bewiesenen  Integral- 
satzes für  irgend  eine  jenem  Bereiche  angehörende  Integrationscurve : 


ß 


gi^z)  dz  =  %(z^)  —  Mo(^o)  +  M^l)  —  UM  H • 

Dass  die  hier  rechts  stehende  Reihe    den  Summen  wert  f(Zj)  —  /"(^o) 
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hat,    ist    eine  einfache  Folge    der  gleichmässigen   Convergenz    der  ur- 
sprünglichen Reihe.     Man  hat  also: 


^1 


woraus  sofort  hervorgeht,  dass  für  jeden  Punkt  2^  von  B  bez.  B'   die 
Ableitung  f"(z)  von  f(z)  in  der  That  mit  g(2)  identisch  ist. 

§  12.    Potenzreihenentwicklung  der  analytischen  Functionen. 

Unter  Rückkehr  zu  den  in  §  10  pg.  116  ff.  entwickelten  Cauchy 'sehen 
Ansätzen  verstehen  wir  unter  f  (z)  irgend  eine  analytische  Function, 
welche  sich  in  der  Umgebung  des  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  g^ 
regulär  verhält.  Giebt  es  im  Endlichen  irreguläre  Punkte  von  f(z\ 
so  wählen  wir  unter  diesen  den  Punkt  2-^  so  aas,  dass  für  jeden  irregu- 
lären Punkt  ^2  von  f(0)  die  Bedingung  \  2^  —  ^o  I  ^  I  -^i  —  ^o\  gi^^« 
Beschreiben  wir  mit  dem  Radius  R  =  \  2^  —  ^^o  I  ^^  ^^^  Punkt  Zq 
einen  Kreis  K,  so  ist  innerhalb  K  die  Function  f(2)  überall  regulär, 
auf  der  Peripherie  von  K  aber  findet  sich  mindestens  der  eine  irregu- 
läre Punkt  ^fj-,  es  können  auf  dieser  Peripherie  aber  noch  beliebig,  ja 
vielleicht  unendlich  viele  weitere  irreguläre  Punkte  auftreten.  Giebt  es 
im  Endlichen  keinen  einzigen  irregulären  Punkt  von  /"(^),  so  setze  man 
iJ  =  oü ;  das  Innere  des  Kreises  K  besteht  dann  aus  allen  endlichen 
Punkten  der  .e -Ebene. 

Man  wähle  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  z  innerhalb  K,  und  also  in 
Übereinstimmung  mit  \  2  —  2q\  <.  R.  Man  bestimme  weiter  eine  den 
Bedingungen  \2  —  ^o'|<r<i2  genügende  endliche  Zahl  r  und  beschreibe 
mit  r  als  Radius  um  2q  einen  Kreis  k.  Letzterer  liegt  gänzlich  inner- 
halb K.  Versteht  man  also  unter  ^  einen  die  Peripherie  von  Je  durch- 
laufenden Punkt,  so  wird  sich  f(2)  an  allen  Stellen  ^,  sowie  auch 
allenthalben  innerhalb  Je  regulär  verhalten.  Der  in  (6)  pg.  119  zum 
Ausdruck  kommende  Cauchy'sche  Satz  liefei^t  somit  für  die  jetzt  er- 
klärte Bezeichnungsweise: 

integriert  über  Ji  in  dem  für   das  Kreisinnere  positiven  Umlaufssinne. 
Nun  aber  ist: 

(9-\  f  f^^^  ^?  -  f  f^^^     ^^   -  f  ^®  r  V  i-~~^Y^  dt- 
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denn  der  Quotient   .~  "  hat  zufolge  |  z  —0q  |  <  r   längs    der  ganzen 

Integrationsbahn  Je  einen  constanten  absoluten  Betrag,  der  <  1  ist,  so 
dass  die  rechts  unter  dem  Integralzeichen  stehende  geometrische  Reihe 
für   alle    ^   convergent  ist  und  als   Summe   den  reciproken  Wert  von 

1  —  .~  "  besitzt.     Es  ist  sogar  aus  der  Gestalt  des  Reihenrestes  von : 


mit  Rücksicht  auf  die  Regularität  und  also  Endlichkeit  von  /"(g)  die 
gleichmässige  Convergenz  der  letzten  Reihe  für  alle  %  leicht  ersichtlich. 
Die  Berechnung  des  Integrales  (2)  darf  hiernach  dadurch  vollzogen 
werden,  dass  wir  rechter  Hand  in  (2)  gliedweise  integrieren: 

wobei  die  hier  rechts  auftretende  Reihe  nach  den  Erörterungen  von 
pg.  123  u.  f.  wieder  convergent  ist. 

Nehmen  wir  noch  die  Gleichung  (1)  hinzu,  so  entspringt  der 
Fundamentalsatz:  Die  Function  f{z)  gestattet  die  Entwicklung  in  eine 
Potenzreihe: 

(3)      f(z)  =  aQ-{-a^{z  —  z^)  -\- a^{z  —  z^f  +  «3 (^  —  ^o)'  H , 

wobei  der  Coefficient  a„  der  n^^"  Potenz  von  z  —  Zq  gegeben  ist  durch: 

die  Reihe  ist  jedenfalls  für  alle  Punkte  z  im  Innern  des  Kreises  K  con- 
vergent. 

Es  ist  nützlich,  sich  auch  noch  direct  von  der  Convergenz  der 
Reihe  (3)  zu  überzeugen.  Mögen  wir  mit  einem  beliebigen  endlichen  Radius 
Q  <i  B  einen  Kreis  x  um  Zq  legen  und  z  irgendwo  auf  der  Peripherie 
oder  im  Innern  dieses  Kreises  wählen.  Den  Radius  r  des  in  (4)  be- 
nutzten Kreises  k  wählen  wir  der  Bedingung  q  <C  r  <,  R  gemäss  und 
haben  dann: 

(5)  -f  =  ?<l     und     \0--z,\£q, 

wo  q  nach  Auswahl  von  q  und  r  ein  constanter  echter  Bruch  ist.  Da 
k  innerhalb  K  liegt,  so  kann  man  eine  bestimmte  endliche  Zahl  M  so 
auswählen,  dass  für  jeden  Punkt  ^  von  k  der  absolute  Betrag  |  f(X)  \  ^  M 
ist.  Führen  wir  übrigens  zur  Berechnung  des  Integrals  (4)  Polar- 
coordinaten  r,  Q^  mit  dem  Pole  in  z^  ein,  so  folgt: 
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\^^\^2n  ,.«+1 

Da  aber  \  f{^)  [  ^  Jf  und  \dt\=  rd»     ist,  so  folgt: 


27t 


0 

Gehen  wir  nunmehr  von  (3)  gleich  zur  Reihe  der  absoluten  Be- 
träge, so  findet  sich: 

r 

Für    den    Reihenrest   bei    der  Reihe   der    absoluten  Beträge  berechnet 

M. 
man  hieraus  einen  Zahl  wert  ^  r-;— -  •  g;";  und  da  der  Reihenrest  in  (3) 

absolut  nicht  grösser  sein  kann,  so  ergiebt  sich  wegen  g  <  1  zugleich 
die  unbedingte  und  die  gleichmässige  Convergenz  unserer  Reihe  auf 
und  innerhalb  des  Kreises  ti.  Eine  analytische  Function  f(z)  gestattet 
für  jede  im  Endlichen  gelegene  regidäre  Stelle  Zq  die  durch  (3)  und  (4) 
erklärte  PotenzreihenentwicMung :  dieselbe  ist  unbedingt  und  gleichmässig 
convergent  im  Innern  eines  Kreises  K,  der  Ins  an  einen  der  Stelle  Zq 
nächstgelegenen  irregulären  Punkt  z^^  der  Function  f(z)  gerade  heran- 
reicht; und  insbesondere  wird  die  unbedingte  und  gleichmässige  Convergenz 
für  alle  endlichen  z  stattfinden,  falls  im  Endlichen  überhaupt  keine  irregu- 
lären Punkte  vorkommen. 

Es  bleibt  übrig,  auch  noch  den  Punkt  Zq  =  oo  zu  erledigen.    Wir 
nehmen   an,   dass  f(z)  in  der  Umgebung  des  Punktes  oo  regulär  ist, 

d.  h.  dass  dies  von  f  (-A  in  der  Umgebung  von  z'  =^  0  gilt.  Der 
Ansatz  der  Entwicklung  von  f  (— r)  nach  Potenzen  von  z'  liefert  dann 

durch  Rückgang  zu  z  sofort  den  Satz:  Ist  die  Function  f(z)  in  der 
Umgebung  des  Punktes  oo  regulär,  so  gestattet  sie  die  Reihenentwicklung: 

(6)  /•(^)  =  a^  +  ^  +  ||  +  ^  +  ..., 

welche  unbedingt  und  gleichmässig  convergiert  ausserhalb  eines  um  den 
Nullpunkt  z  =^  0  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  einen 
irregulären  Punkt  höchsten  absoluten  Betrages  hindurchläuft;  insbesondere 
kann  sich  dieser  Kreis  auf  den  Nullpunkt  selber  zusammenziehen. 

§  13.    Convergenzkreis  einer  Potenzreüie. 

Zufolge    der    eben    gewonnenen    Ergebnisse    besitzen    wir   in    der 
Potenzreihe  ein  höchst  wertvolles  Hilfsmittel  zur  weiteren  Untersuchung 
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und  Berechnung  der  analytischen  Functionen.  Wir  müssen  uns  dem- 
nach mit  den  Eigenschaften  dieser  Reihen  näher  bekannt  machen  und 
knüpfen  dieserhalb  an  eine  ganz  beliebig  gewählte  Potenzreihe  an,  die 
wir  gleich  wieder  durch: 

(1)  «0  +  %  (^  —  ^o)   +  «2  (^  —  ^oT  +  %  (^  —  ^o)'  H 

bezeichnen.  Die  Coefficienten  a  sind  complexe  Constante;  der  Wert  Zq 
ist  irgend  ein  fest  gewählter  endlicher.  Doch  werden  sich  unsere  Be- 
trachtungen ohne  Mühe  auch  auf  den  Fall  Zq  =  oo  übertragen  lassen, 
wo  man  jedoch  an  Stelle  von  (1)  wie  in  (6)  §  12  eine  Reihe  nach 
absteigenden  Potenzen  von  z  treten  lassen  muss. 

Wir  fragen  nun  zunächst,  für  welche  Werte  z  die  Reihe  (1)  con- 
vergent  sein  mag.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  bilden  wir  uns 
aus  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Potenzreihe  (1)  folgende  Reihe 
nicht -negativer  reeller  Zahlen  b: 

(2)  fti^laj,       h  =  VM,       h  =  }^M,'--,       bn-=V\an\r-- 

und  markieren  die  diesen  Zahlwerten  b  entsprechenden  Punkte  auf  der 
positiven  reellen  Axe  der  ;Sf- Ebene.  Noch  anschaulicher  ist  es,  an 
Stelle  der  ^-Ebene  die  ^r-Kugel  treten  zu  lassen,  wobei  die  positive 
reelle  Axe  die  Hälfte  eines  grössten  Kugelkreises  liefert  (cf.  pg  84). 
Da  auf  diesem  Halbkreise  unendlich  viele  Punkte  b  markiert  sind,  so 
werden  sich  letztere  wenigstens  an  einer  Stelle  häufen,  d.  i.  in  un- 
endlicher Zahl  zusammendrängen.  Eine  solche  „Häufungsstelle"  kann 
bei  oo  liegen.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  nach  Auswahl  einer 
„beliebig  grossen"  positiven  Zahl  co  stets  noch  Zahlen  &„  existieren, 
welche  >  a  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  man  eine  „bestimmte" 
Zahl  g  angeben,  die  nur  von  endlich  vielen  Zahlen  b  übertroffen  wird. 
Man  lasse  nun  g  von  dem  gedachten  Werte  ab  stetig  abnehmen.  Dabei 
wird  man  vielleicht  eine  vom  Nullpunkt  verschiedene  Stelle  g  erreichen, 
die  zwar  selber  nur  von  endlich  vielen  b  übertroffen  wird,  die  jedoch 
so  gelegen  ist,  dass  jeder  kleinere  Zahlwert  von  unendlich  vielen  b  über- 
troffen wird.  Die  so  gedachte  „obere  Grenze"  g  der  unendlichen  Zahlen- 
reihe der  b  bezeichnen  wir  nach  Hadamard  (cf.  Note  pg.  129)  durch: 

(3)  g  =  lim.  sup.  bn- 

n  =  <x> 

Liegt  auch  dieser  Fall  eines  endlichen  g  >  0  nicht  vor,  so  ist  schlecht- 
hin lim.  ?>„  =  0,  so  dass  der  Nullpunkt  die  einzige  Häufungsstelle  ist. 

Den  ersten  und  dritten  Fall  charakterisieren  wir  durch  g  =  oo  bez. 
g  =  0.  Als  Beispiel  betrachte  man  die  Zahlen  6,  die,  je  nachdem  der 
Index  ungerade  oder  gerade  ist,  durch: 


Convergenzkreis  einer  Potenzreihe.  129 

hn-i  =  7  -  ^^      bez.      &2»  =  5  -  ^ 

gegeben    sind.      Hier    wird    offenbar   lim.  sup.  6„  =  7,    während    eine 
zweite  Häufungsstelle  bei  5  liegt*).        "^'^ 

Es  gilt  nun  das  folgende  allgemeine  Theorem**):  Die  Potenzreihe 
(1)  ist  unbedingt  und  gleichmässig  convergent  im  Innern  eines  in  der 
z- Ebene  um  Zq  als  Mittelpunkt  gelegten  Kreises  K  vom  Badius  B,  der 

gleich  dem  reciproken  Werte  von  g  ist,  i?  =  — ;  ausserhalb  dieses  Kreises 

(sofern  R  endlich  ist)  ist  die  Potenzreihe  überall  divergent. 

Beschreibt  man  nämlich  für  den  Fall  E  >  0  mit  beliebigem  aber 
bestimmt  gewählten  endlichen  Radius  r  <  B  einen  Kreis  k  um  Zq,  so 
wird  für  alle  Punkte  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  k  offenbar 
\z  —  ■^oi  ^  *"  sßin.  Setzt  man  alsdann,  falls  B  endlich  ist,  r  =  qB,  so  ist 
q  ein  bestimmter  positiver  echter  Bruch,  q<l.  Nun  ist  für  endliches  B, 
d.  i.  für  g>  Oj  wenn  man  von  endlich  vielen  Gliedern  (die  auf  Con- 
vergenz  oder  Divergenz  keinen  Einfluss  haben)  absieht,  beständig 
y\ä^\  ^g.     Multipliciert  man  hier  mit  \z  —  ZQ\^qB,  so  folgt: 

yjäll  •  \z  —  Zo\£q, 

eine  Bedingung,  die  in  dem  eben  ausgeschlossenen  Falle  g  =  0,  d.  i. 
lim.  &„  =  0,  direct  und  zwar  bei  willkürlich  dem  Intervall  0  <  g'  <  1 
entnommenem  q  als  gültig  erkannt  wird.  Man  findet  demgemäss,  dass 
\an{z  —  s^o)"!  ^9'''  ^^*7  womit  die  unbedingte  und  gleichmässige  Con- 
vergenz  der  Reihe  innerhalb  und  auf  k,  d.  i.  innerhalb  K  bewiesen  ist. 
Wählt  man  zweitens,  falls  B  nicht  =  oo  aber  auch  einstweilen 
nicht    =0    ist,    einen    Wert  z   ausserhalb    K,    so    kann    man   wegen 

\z  —  Zq\>  B    und    der   Endlichkeit    von   g    offenbar    |^  —  ^ol  =  ö~_r"s 
schreiben,  wobei  g>  s~>0  ist.    Wählen  wir  sodann  eine  reelle  Zahl  t 


9-t 
9—s 

endlich  viele  w,  für  welche  >/| a„ |  >  g  —  t  zutrifft,  und  bei  denen  demnach: 


aus  dem  Intervall  0  <t<s,  so  gilt  ^ :  =i>  >  1-    Nun  giebt  es  un- 

9      * 


*)  Die  obige  Definition  von  g  ist,  um  die  weitere  Darstellung  nicht  zu  um- 
ständlich zu  gestalten,  nicht  ganz  exact  gefasst.  Man  kann  nur  die  Existenz  einer 
solchen  Zahl  g  beweisen,  dass  nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen,  positiven, 
von  0  verschiedenen  Zahl  s  stets  g  -\-  s  höchstens  von  endlich  vielen  &^,  jedoch 
(im  Falle  jr  >■  0)  g  —  f  beständig  von  unendlich  vielen  b^  übertrofFen  wird. 

**)  In  dieser  Gestalt  wurde  der  Satz  von  J.  Hadamard  ausgesprochen;  siehe 
dessen  Abhandlung  „Essai  sur  l'etude  des  fonctions  donnees  par  leur  developpe- 
ment  de  Taylor",  Journ.  de  Mathe'm.,  4*»  Folge,  Bd.  8  (1892). 

■    Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  9 
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l/föj  •  1  ^  —  ^0 !  >  ^A       und  also       { a,  {z  —  s^f  \  >  j9« 

gilt.  Wegen  i)  >  1  sind  somit  in  der  Reihe  Griieder  nachweisbar, 
welche  für  sich  genommen  absolut  jede  angebbare  Zahl  überschreiten; 
die  Reihe  ist  demnach  sicher  divergent.  Zu  dem  gleichen  Ergebnis 
gelangt  man  schliesslich  im  Falle  B,  =  0,  d.  i.  für  ^  =  oo ;  denn  hier 
kommen  für  jedes  von  Zq  verschiedene  z  Glieder  vor,  für  welche  be- 
reits  }/' I a„ j  •  j ^  —  Zq\  eine  beliebig  gross  gewählte  Zahl  übersteigen. 

Reihen  mit  JR  ==  0  werden  von  jetzt  ab  gänzlich  ausgeschlossen. 
Für  die  einzelne  der  übrigen  Reihen  bezeichnen  wir  den  Kreis  K  mit 

dem  Radius  R  =  —  um  z^  als    den   „Convergenzkreis"  und  nennen  jR 

den  „Convergenzradius".  Insbesondere  haben  wir  für  g  =  0  und  R  =  oo 
eine  beständig  convergente  Reihe,  d.  i.  eine  Reihe,  welche  für  jeden  end- 
lichen Wert  von  z  convergiert. 

Den  Summen  wert  der  Reihe  für  einen  Punkt  z  im  Innern  des 
Convergenzkreises  wollen  wir  f(z)  nennen;  f(z)  ist  innerhalb  dieses 
Kreises  eindeutig  und  zufolge  des  Stetigkeitssatzes  von  pg.  122  ebenda 
auch  stetig.     Für  die  zu  (1)  gehörende  abgeleitete  Reihe: 

(4)  a,  +  2a^(z  —  ^o)  +  ^a^(^  ~  ^of  H 

ist  zufolge  der  bekannten  Regel  lim.  ")/«.  =  1: 


lim.  sup.  y|wa„j  =  lim.  sup. 

so  dass  auch  die  Reihe  (4)  innerhalb  K  unbedingt  und  gleichmässig  con- 
vergiert. Mit  Rücksicht  auf  das  Differentialtheorem  von  pg.  124  folgt: 
Eine  Potenzreihe  stellt  im  Innern  ihres  Convergenzkreises  eine  eindeutige 
stetige  analytische  Function  f(z)  dar,  indem  in  der  That  der  Bifferential- 

quotient  ^  durch  die  im  gleichen  Kreise  convergente  abgeleitete  Reihe  ge- 
liefert wird.     Die   Potenzreihe  stellt  hiernach  eine  im  Innern  des  Con- 
vergenzkreises überall  „reguläre"  analytische  Function  dar. 
Setzt  man  in  der  Gleichung: 

f'(,)  =  a,  +  2a,(z  —  z,)  +  3a,{z  -  z.f  +  •  •  • 

z  =  Zq  ein,  so  folgt  a^  =  f  (zq).     Geht  man,  was  jetzt  ohne  weiteres 
zulässig  ist,  durch  wiederholte  Differentiation  bis  f^^^z),  so  ergiebt  die    ' 
Substitution  z  =  Zq  für  jedes  n: 

(5)  «.=,     ^'"W     . 

^  ^  "         1-2.3      -w 
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Wir  folgern:  Die  in  (1)  gegebene  Reihe  ist  die  Mac Laurin' sehe  Reihe 
der  Function  f{z): 

(6)  f{z) = fM + r  (.o)  ^  +  r'K)  ^^^  +  r"(^o)  ^|^ +••••, 

die  Function  f(ß)  lässt  sich  hiernach  nur  auf  eine  einzige  Art  in  eine 
Reihe  nach  Potenzen  von  {z  —  z^)  entwicJceln.  Wir  ziehen  hieraus  noch 
den  Schluss,  dass  die  im  vorigen  Paragraphen  unter  (3)  und  (4)  pg.  126 
angegebene  convergente  Potenzreihe  für  die  damals  vorgelegte  Function 
f(z)  gleichfalls  die  Mac  Laurin'sche  Reihe  dieser  Function  sein  muss. 
Weiter  folgt  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  und  aus 
der  Convergenz  der  abgeleiteten  Reihe  innerhalb  K  der  wichtige  Satz: 
Eine  analytische  Function  hat  in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle 
Ableitungen  aller  endlichen  Ordnungen,  welche  ebendort  regulär  sind. 

Die  Werte  der  durch  die  Potenzreihe  (1)  definierten  Function  sind 
zunächst  allein  im  Innern  des  Kreises  K  gegeben,  und  wir  werden 
erst  noch  zu  überlegen  haben,  ob  und  wie  wir  diese  Function  für  die 
Punkte  z  auf  und  ausserhalb  K  fortzusetzen  vermögen.  Ein  hierher 
gehörendes  wichtiges  Theorem  können  wir  schon  jetzt  ableiten. 

Wir  gehen  von  der  Annahme  aus,  es  gäbe  eine  analytische  Func- 
tion f{z),  welche  innerhalb  eines  um  Zq  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kreises  K'  mit  einem  Radius  R'  ^  R  überall  regulär  ist  und  für  alle 
Punkte  innerhalb  K  die  durch  die  Potenzreihe  (1)  gelieferten  Werte 
hat.  Nach  dem  in  (3)  und  (4)  pg.  126  zum  Ausdruck  kommenden 
Theorem  gestattet  diese  Function  f{z)  die  Entwicklung  in  eine  inner- 
halb K'  überall  convergente  Potenzreihe.  Letztere  ist  notwendig  die 
Mac  Laurin'sche  Reihe: 

n^.)  +  f\h)  ■  '"7—  +  f"  (^o)  ^^^  +  •  •  • 

der  gedachten  Function  f(z).  Da  aber  f(z)  im  Innern  von  K  auch 
durch  die  Reihe  (1)  geliefert  werden  kann,  so  ist  die  Reihe  (1)  gleich- 
falls die  eben  angegebene  Mac  Laurin'sche  Reihe;  dieselbe  ist  also 
nicht  innerhalb  K',  sondern  nur  innerhalb  K  überall  convergent.  Der 
hiermit  aufgedeckte  Widerspruch  liefert  das  Theorem:  Die  durch  die 
Potenzreihe  (1)  definierte  analytische  Function  beJiomnd  bei  Fortsetzung 
über  den  Rand  des  Convergenzlireises  hinaus  wenigstens  einen  auf  der 
Peripherie  des  letzteren  gelegenen  irregulären  Punkt. 

Es  ist  nun  vor  allem  nötig,  die  hiermit  berührte  „Fortsetzung" 
der  Functionen  ausführlich  zu  besprechen. 

Aufgabe  1.  Durch  Vergleichung  der  Reihe  (6)  rait  der  in  (3)  und  (4) 
pg.  126  gegebenen  Reihe  bilde  man  für  die  Ableitungen  f^'"\Z(,)  Integraldarstellungen 

9* 
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und    überlege,    wie    die    betreuenden  Formeln    aus  der  ersten  unter  ihnen  her- 
geleitet werden  können. 

Aufgabe  2.     Man  bestimme  den  Convergenzkreis  der  Reihe 

Aufgabe  3.     Man  zeige,  dass  die  Exponentialreihe : 

14-  —  -i-~-l-~-l-  —  -I- 
"•"    1    ~2!'3!'4!~'~ 

den  Convergenzradius  jR  =  oo  hat. 

n  — 

Auflösung:     Es     ist    nämlich     IL  =  lim.  '\n\  .       Man     folgert    aber    aus 

1 

(•w-f- 1)"  >■  n\  leicht  «!(w  -j-  1)  ]>  w!(w!)''   oder,  anders  geschrieben: 

(n+l)!>(w!)~^. 
«-f  1 


Hieraus  ergiebt  sich  )/(w-f  1)!  >  ■)/»^! ,  so  dass  die  Werte  y«-!  mit  wachsen- 
dem n  immer  grösser  werden.  Gäbe  es  nun  für  dieselben  eine  endliche  Grenze  i?, 
so  würde  für  jede  angebbare  Zahl  n-. 

%!  <  J?"     und  also     ~b,'  ^  '  B,  " '  i  ^^ 
sein.     Dies  erkennt  man  aber  ohne  Mühe  als  unmöglich. 

§  14.    Princip  der  analytiscilen  Fortsetzung. 

Durch  die  Untersuchungen  in  §  12  und  13  wird  eine  höchst 
merkwürdige  Gesetzmässigkeit  offenbar,  welche  die  Werte  einer  und 
derselben  Function  f{z)  für  verschiedene  Argumente  z  an  einander 
bindet.  Eine  solche  Gesetzmässigkeit  trat  uns  bereits  in  Formel  (6) 
pg.  119,  welche  einen  Satz  von  Cauchy  zum  Ausdruck  brachte,  entgegen. 
Durch  die  Werte,  welche  die  Function  f{z)  auf  der  damaligen  Integra- 
tionscurve  C  annahm,  waren  die  Functionswerte  im  Innern  von  G  bereits 
eindeutig  bestimmt,  eine  Folge  unserer  ursprünglichen  Forderung,  dass 
das  Innere  von  C  durch  Z  =  f{z)  „conform"  auf  die  Z- Ebene  ab- 
gebildet werden  sollte. 

Gegenwärtig  knüpfen  wir  an  das  Theorem  von  pg.  126,  nach 
welchem  jede  analytische  Function  f{z)  in  der  Umgebung  irgend  einer 
ihrer  regulären  Stellen  z^  entwickelbar  ist  in  die  Reihe: 

(1)  /■(.)=/-(.„)+r(..)^+rw^^+r(^.)^f^°+---, 

die  innerhalb  eines  daselbst  näher  bezeichneten  Kreises  mit  nicht  ver- 
schwindendem Radius  convergiert  und  ebendort  die  richtigen  Functions- 
werte  liefert.      Dieser   Kreis,    dessen    Identität    mit    dem    Convergenz- 
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kreise  K  der  Potenzreihe  (1)  noch  festgestellt  werden  wird,  war 
a.  a.  0.  dadurch  bestimmt,  dass  seine  Peripherie  durch  einen  an  s^ 
nächst  gelegenen  irregulären  Punkt  von  fi^s)  hindurchlaufen  soll;  nennen 
wir  ihn  demnach  zunächst  lieber  K^  und  seinen  Radius  B^,  während 
wir  die  Bezeichnungen  K  und  B  (^  B^)  für  den  Convergenzkreis  vor- 
behalten. 

Man  lege  nun  ein  endliches,  wenn  auch  noch  so  kleines  Linien- 
stück L  durch  den  Punkt  ^^  in  der  ^- Ebene  und  denke  die  Werte  der 
Function  f{z)  längs  L  gegeben.  Diese  Werte  reichen  bereits  zur  Be- 
rechnung sämtlicher  Coefficienten  der  Reihe  (1)  hin.  Es  entspringt 
das  Theorem:  Sind  die  Werte  der  analytischen  Function  f{z)  längs  des 
endlichen,  wenn  auch  noch  so  Meinen  Linienstücks  L  durch  z^  hestitnmt,  so 
sind  damit   Ureits   eindeutig   die   gesamten   Werte    von   f{s)    innerhalb 

K^  bestimmt. 

Der  hiermit  eingeleitete  Process  der  Bestimmung  unserer  Function 
für  irgend  welche  Stellen  z  aus  solchen  Functionswerten,  welche  in 
grösserer  oder  geringerer  Entfernung  von  jenen  Stellen  stattfinden,  soll 
als  „analytische  Fortsetzung''  der  Function  bezeichnet  werden.  Das  eben 
zuletzt  aufgestellte  Theorem  liefert  hierbei  das  Grundprincip  •,  wir  können 
dasselbe  auch  so  aussprechen:  Eine  analytische  Function  ist  in  der  Um- 
gebung jeder  regulären  Stelle  nur  in  eindeutig  bestimmter  Weise  analytisch 
fortsetzbar,  und  zwar  wird  diese  Fortsetzung  jedesmal  durch  die  zu  dieser 
Stelle  gehörende  Potenzreihe  (Mac  Laurin' sehe  Beihe)  gegeben. 

Wir  prüfen  unser  Princip  der  analytischen  Fortsetzung  zunächst 
im  Falle  einer  fertig  vorgelegten  Function  f{z),  was  soviel  heissen 
soll,  dass  die  Functionswerte  für  alle  regulären  Stellen  bekannt  ge- 
geben sein  sollen.  Mögen  z^  und  z^  zwei  im  Endlichen  gelegene  re- 
guläre Stellen  sein,  die  also  von  allen  irregulären  Punkten  endliche 
Entfernung  haben.  Man  wird  dann  (was  freilich  erst  weiter  unten  als 
zulässig  erkannt  wird)  von  der  Existenz  einer  z^  und  z^  verbindenden 
Curve  c  endlicher  Bogenlänge  s  ausgehen  dürfen,  welche  keinem  irre- 
gulären Punkte  unendlich  nahe  kommt.  Man  wird  hiernach  eine  von 
0  verschiedene  Zahl  r  so  auswählen  kön- 
nen, dass  die  Entfernung  jedes  Punktes 
der  Curve  c  von  jedem  irregulären  Punkte 
>  r  ist. 

Längs  c  wird  unsere  Function  stetig 
vom  Anfangswerte  f  {z^  zum  Endwerte 
f{z^  übergehen.  Um  nun  diesen  Übergang 
durch  „analytische  Fortsetzung"  zu  voll- 
ziehen, denken  wir  die  Curve  c,  wie  Figur  33  rig.  33. 
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andeutet,  mit  lauter  Kreisen  der  Radien  r  bedeckt,  die  ihre  Mittel- 
punkte auf  c  haben.  Jeder  folgende  Kreis  soll  seinen  Mittelpunkt 
noch  innerhalb  der  Peripherie  des  voraufgehenden  haben.  Wegen  der 
Endlichkeit  der  Radien  r  und  der  Bogenlänge  s  reichen  wir  mit  einer 
endlichen  Anzahl   von  Kreisen   zur  vollständigen  Bedeckung  von  c  aus. 

Wir  haben  nun  für  jeden  Kreis  eine  Potenzreihe,  welche 
innerhalb  des  Kreises  sicher  convergiert  und  die  richtigen  Functions- 
werte  liefert.  Diese  Fotenzreihen  Icönnen  alsdann  successive  aus 
einander  hergeleitet  werden,  und  in  der  Durchführung  dieser  Her- 
leitung wird  unser  Process  der  analytischen  Fortsetzung  bestehen.  Ein 
Linienstück  L  durch  den  Mittelpunkt  des  einzelnen  Kreises  liegt  nämlich 
innerhalb  des  voraufgehenden  Kreises.  Die  Potenzreihe  des  letzteren 
stellt  daraufhin  die  längs  L  stattfindenden  Functions  werte,  und  aus 
letzteren  entspringt  die  nächstfolgende  Reihe.  Wir  können  somit  die 
Functionswerte  längs  c  aus  diesem  System  „in  einander  fortsetzbarer 
Potenzreihen"  berechnen  und  gelangen  so  von  /"(^q)  ^^  fi^i)-  -^^^  ^*^^" 
ly tische  Fortsetzung  gestattet  hiernach  die  Berechnung  der  Function  f{z) 
von  den  in  nächster  Nähe  des  Punktes  Zq  stattfindenden  Werten  aus  für 
jede  reguläre  Stelle  z^. 

Zur  Charakteristik  dieser  Berechnungsmethode  von  f{z)  diene 
gleich  noch  folgende  Überlegung.  Die  oben  gedachten  Kreise  lagern 
über  die  Curve  c  einen  bandförmigen  Bereich,  dessen  „Breite"  überall 
>  r^S  ist.  Nehmen  wir  innerhalb  dieses  Bandes  eine  Deformation 
der  Curve  c  in  eine  neue  Gestalt  c'  unter  Festhaltung  des  Anfangs-  und 
Endpunktes,  Zq  und  z^,  vor,  so  würden  die  Functionswerte  längs  c' 
gleichfalls  vermöge  der  bisherigen  Reihen  berechnet  werden  können, 
und  man  gelangt  so  wieder  von  f(zQ)  zu  f(z^).  Aber  man  wird  dasselbe 
erreichen,  wenn  man  längs  c'  den  oben  beschriebenen  Process  aus- 
führt. Auf  diese  Erwägungen  gründet  sich  folgendes  Theorem:  Das 
Ergebnis  der  analytischen  Fortsetzung  einer  Function  längs  einer  Curve  c 
bleibt  dasselbe,  falls  man  die  Curve  unter  Festhaltung  ihres  Anfangs- 
und Endpunktes  in  solcJier  Weise  stetig  deformiert,  dass  man  hierbei  irregu- 
lären Punkten  der  Function  niemals  nahe  kommt. 

Die  Hinwegschiebung  der  Curve  c  über  eine  irreguläre  Stelle 
kann  aber  sehr  wohl  das  Ergebnis  abändern.  Wir  drücken  dies  dahin 
aus,  dass  die  analytische  Fortsetzung  um  eine  irreguläre  Stelle  herum 
durchaus  nicht  wieder  zu  den  Anfangswerten  der  Function  zu  führen 
braucht.  Wir  gelangen  hier  wieder  zum  Charakter  der  mehrdeutigen 
Functionen,  mit  denen  wir  uns  bereits  oben  (pg.  91  ff.)  beschäftigten. 
Indem  wir  die  ^- Ebene  ganz  oder  teilweise  mehrfach  überdeckt  denken, 
wie  es  die  Natur  der  einzelnen  Function   erfordert,   schaffen  wir  uns, 
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wie  damals,  in  „mehrlJättrigen  Biemann' sehen  Flächen"  Mittel  zur  Ver- 
sinnlichung  des  Verlaufs  dieser  Functionen. 

Aus  den  letzten  Erwägungen  geht  nun  bereits  die  Bedeutung 
hervor,  welche  die  analytische  Fortsetzung  bei  der  Definition  und  Er- 
zeugung analytischer  Functionen  besitzt.  Wir  wollen,  ehe  wir  dies  in 
voller  Allgemeinheit  erörtern,  zunächst  eine  damit  zusammenhängende 
wichtige  Ergänzung  der  bisherigen  Entwicklung  erledigen.  Wir  gehen 
auf  das  Ergebnis  von  §  12  pg.  126  zurück,  nach  welchem  die  damals 
vorgelegte  Function  f{z)  innerhalb  eines  Kreises  K^  um  2^,  der  bis 
zu  einer  an  z^  nächst  gelegenen  irregulären  Stelle  2^  von  f{z)  gerade 
heranreicht,  durch  eine  Reihe: 
(2)  ao  +  ai(^  —  ^o)  +  «2(^  —  ^o)'  +  «s(^  —  ^o)'  +  • '  " 

darstellbar  ist.  Das  Schlusstheorem  in  §  13  pg.  131  regt  die  Vermutung 
an,  dass  K^  mit  dem  Convergenzkreise  K  dieser  Reihe  (2)  identisch 
sei.  Indessen  nehme  man  an,  dies  sei  nicht  der  Fall,  der  Kreis  K 
greife  vielmehr  über  K^  hinaus.  Die  Reihe  (2)  liefert  dann  eine 
innerhalb  K  überall  reguläre  Function  f^(z),  die  in  K^  genau  mit  f{2) 
identisch  ist.  Man  prüfe  die  gemachte  Annahme  für  den  Fall,  dass  in 
nächster  Nähe  von  ^^  kein  weiterer  irregulärer  Punkt  von  f(z)  vor- 
komme. Dann  können  wir  f{z)  um  ^^  herum  analytisch  fortsetzen, 
und  wir  gelangen  wegen  der  oben  bewiesenen  Eindeutigkeit  der  Fort- 
setzung zu  Functions  werten  f{z\  welche  in  der  Umgebung  von  0^,  von 
diesem  Punkte  2^  allein  abgesehen,  genau  mit  /;(^)  übereinstimmen. 

Der  Charakter  des  in  Rede  stehenden  irregulären  Punktes  ^^  ist 
also  der,  dass  die  Function  f(z)  im  übrigen  in  der  Umgebung  von  z^ 
durchaus  regulär  ist,  dass  dagegen  im  Punkte  ^^  nicht  der  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  zutreffende  Wert  lim.  f{z)  vorliegen  soll,  sondern 

irgend  ein  davon  verschiedener  Wert.  Das  Vorkommen  solcher  durch 
Abänderung  des  einzelnen  Functionswertes  f{zj}  hebbarer  irregulärer 
Punkte  ist  zwar  durch  keine  unserer  bisherigen  Definitionen  ausge- 
schlossen. Solche  Punkte  aber  auch  weiterhin  zuzulassen,  würde  sich 
weder  als  erforderlich  noch  nützlich  erweisen.  Wir  stellen  uns  viel- 
mehr jetzt  gleich  ganz  allgemein  auf  den  Standpunkt,  dass  die  einzelne 
Mac  Laurin'sche  Reihe  (2)  stets  innerhalb  ihres  ganzen  Convergenzkreises 
die  richtigen  Functionswerte  liefert. 

Die  irregulären  Punkte,  welche  eine  Function  dann  noch  hat  (und 
auf  der  Peripherie  jedes  endlichen  Convergenzkreises  kommt  wenigstens 
einer  vor),  sind  durch  die  innere  Natur  der  Function  selbst  bestimmt. 
Wir  können  als  Umkehrung  des  zweiten  Theorems  von  pg.  133  geradezu 
aussprechen:  Ein  irregulärer  FunU  der  Function  wird  von  jeder  solchen 
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Stelle  geliefert,  der  wir  heim  Process  der  analytischen  Fortsetzung  zwar 
beliebig  nahe  kommen  können,  die  aber  auf  keine  Weise  in  das  Innere 
eines  hierbei  benutzten  Convergenzkreises  hineingezogen  werden  kann.  Man 
kann  auch  sagen,  dass  eine  Darstellung  (2)  durch  eine  convergente  Beihe 
in  der  Umgebung  einer  irregulären  Stelle  nicht  existiert.  Die  Convergenz- 
radien  der  bei  der  Fortsetzung  benutzten  Reihen  werden  sich  bei  An- 
näherung an  den  irregulären  Punkt  dem  Werte  0  nähern. 

Man  überblickt  nun  auch,  wie  man  im  Stande  ist,  jede  denkbare 
analytische  Function  von  ihren  Werten  in  der  nächsten  Nähe  einer 
Anfangsstelle  Zq  aus  durch  den  Process  der  analytischen  Fortsetzung  in 
vollem  Umfange  zu  gewinnen.  Wir  werden  von  der  Umgebung  jener 
Stelle  Zq  aus  durch  Ketten  von  convergenten  Potenzreihen,  die  in  oben 
bezeichneter  Art  aus  einander  zu  bilden  sind,  die  weiteren  Werte  der 
Function  berechnen,  wobei  die  einzelne  Reihe  innerhalb  ihres  Con- 
vergenzkreises allenthalben  die  der  Function  zukommenden  Werte 
liefert.  Man  wird  diesen  Process  erst  dann  als  beendet  ansehen,  wenn 
die  Fortsetzung  desselben  zu  keinen  neuen  Functionswerten  zu 
führen  im  Stande  ist;  und  der  Inbegriff  aller  dann  erreichten  Functions- 
werte  liefert  uns  erst  die  vollständige  analytiscJie  Function,  wobei  wir 
uns  nur  wegen  der  irregulären  Punkte  noch  eine  ergänzende  Bemerkung 
vorbehalten. 

Dass  übrigens  der  bislang  nicht  besonders  erwähnte  Punkt  ^  =  oo 
hier  keinerlei  Schwierigkeit  darbietet,  wird  man  leicht  erkennen.    Wir 

führen  einfach  wieder  die  Transformation  z'  =  —  aus  und  verlegen  die 
Untersuchung  aus  der  Umgebung  von  ^'  =  oo  in  diejenige  von  z'  =  0. 
Alle  bei  analytischer  Fortsetzung  von  der  Anfangsstelle  Zq  aus 
erreichbaren  Stellen  z  liefern  einen  zusammenhängenden  Bereich,  den 
wir  den  „Definitionsbereich"  der  Function  nennen.  Wir  werden  den- 
selben, wie  wir  schon  ausführten,  nötigenfalls  mehrblättrig  über  der 
0- Ebene  lagernd  finden.  Jeder  irreguläre  Punkt  wird  ein  Randpunkt 
des  Definitionsbereichs  sein.  Bei  den  oben  (jpg.  91  ff.)  betrachteten 
Functionen  lagen  solche  irreguläre  Randpunkte  stets  nur  isoliert;  so 
hatte  Z  =  e^  einzig  z  =  (X>  zum  irregulären  Punkt.  Aber  man  hat 
innerhalb  der  Theorie  der  sogen,  automorphen  Functionen  neuerdings 
zahlreiche  Beispiele  von  Functionen  gefunden,  bei  denen  ganze  ge- 
schlossene Curven  überall  dicht  mit  irregulären  Punkten  besetzt  sind. 
Eine  solche  Grenzcurve  des  Definitionsbereichs  kann  durch  analytische 
Fortsetzung  nicht  überschritten  werden;  man  nennt  sie  eine  „natürliche 
Grenze^''  der  Function,  welche  jenseits  jener  Grenze  nicht  existiert 
oder  doch  wenigstens  nicht  definiert  ist. 
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Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  eine  Frage  über,  ob  wir  unserer 
Function  nicht  auch  im  einzelnen  ihrer  irregulären  Punkte  ^^  einen 
Wert  erteilen  können.  Giebt  es  bei  Annäherung  an  2^  vom  Definitions- 
bereich aus  unabhängig  von  der  Richtung,  in  welcher  wir  an  diesen  Rand- 
punkt ^1  herangehen  mögen,  einen  bestimmten  Grenzwert  lim.  f{2),  so 

werden  wir  diesen  Grenzwert  als  Functionswert  f{2)  wählen.  In  allen 
übrigen  Fällen  wird  man  von  einer  Bestimmung  des  Wertes  f{z^)  ab- 
sehen. 

§  15.    Natur  der  irregulären  Punkte. 

Die  irregulären  Punkte  der  Functionen  teilen  wir  in  drei  Classen, 
bei  deren  Beschreibung  uns  die  am  Anfang  des  Kapitels  betrachteten 
Beispiele  gute  Dienste  leisten  werden. 

I.  Wir  nehmen  an,  dass  sich  die  Function  f(£)  bei  Annähenmg 
an  den  Punkt  0q  der  Grenze  oo  nähere,  jedoch  so,  dass  das  Product 
f(^^^  .  (^2  _  ^^)w  der  Function  und  der  Potenz  (^  —  .^q)"'  mit  endlichem 
ganzzahligen  positiven  Exponenten  m  in  der  Umgebung  von  z^  regulär 
sei.  Wir  denken  die  Zahl  m  möglichst  klein  gewählt,  d.  i.  so,  dass 
^(^0^  .  (^^  —  ^o)"'~^  ^0^^  keine  bei  Zq  reguläre  Function  darstellt.  Ein 
solcher  irregulärer  Tunkt  wird  als  ein  „m-f acher  Pol"  oder  ein  „Pol 
^ter  Ordnung"  der  Function  f{z)  oder  auch  als  ein  „ausserwesentlich 
singulärer  PunM'  von  f{z)  bezeichnet 

Da  f{z)-{z  —  ^o)"*  regulär  bei  Zq  ist,  so  existiert  eine  Darstellung: 

f{z)  ■  {z  —  ZqY'  =  a_^  +  a_(m-i)  (^  —  ^o)  +  «-(m-2)  (^  —  ^o)^  +  •  •  •  ; 
deren  Convergenzradius  die  von  0  verschiedene  Grösse  R  habe. 

Hiernach  lässt  sich  die  Function  f(z)  in  der  Umgehung  der  Stelle  Zq, 
an  der  sie  einen  m- fachen  Pol  besitzt,  durch  die  in  jener  Umgebung  (ab- 
gesehen vom  Punkte  Zq  selber)  convergente  Reihe: 

/■(^)  =  a-„.(^  — ^o)~"+  »-(— 1)(^-  ^o)""+'  +  ••• 

darstellen.  Man  kann  sagen,  bei  Zq  werde  f{z)  „m-fach  unendlich"-^  denn 
in  (1)  wird  a-m^O  sein,  da  sonst  bereits  f(z)-{z  —  ^)"*-^  bei  z^ 
regulär  wäre.  Wir  merken  noch  an,  dass  f(z)  in  der  Umgebung  des 
Poles  Zq  eindeutig  ist;  die  analytische  Fortsetzung  um  diesen  irregulären 
Punkt  herum  führt  somit  zu  den  anfänglichen  Functionswerten  zurück. 
Übrigens  bemerken  wir  im  Anschluss  an  (6)  pg.  127  noch  aus- 
drücklich, dass,  wenn  es  sich  um  einen  bei  Zq  =  oo  gelegenen  m- fachen 

Pol  handelt,  in  der  vorstehenden  Entwicklung  einfach  —  an  Stelle  der 

Entwicklungsgrösse  (z  —  Zq)  treten  muss.     Hat  die  Function  f{z)  bei 
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2q  =  oc   einen  m- fachen  Pol,   so  gestattet  sie  in  der    Umgebung  dieser 
Stelle  die  Darstellung: 

(2)    /•(^)  =  a_^^-  +  a_.+i^— ^+--.+a-i^  +  ao  +  ^  +  ^  +  -. 

Da  die  Reihe  (1)  innerhalb  des  Kreises  vom  Radius  R  um  Zq,  ab- 
gesehen von  2q  selbst  convergiert,  so  ist  f{ii)  innerhalb  dieses  Kreises 
bis  auf  den  Mittelpunkt  überall  endlich.  Man  hann  hiernach  um  jeden 
Pol  einer  Function  f{ß)  einen  Kreis  mit  endlichem  Radius  beschreiben, 
innerhalb  dessen  kein  weiterer  Pol  gelegen  ist. 

Da  f{z)  •  {z  —  ^o)'"  bei  z^  von  0  verschieden  ist,  so  liefern  nach 
dem  am  Schlüsse  von  §  6  pg.  105  u.  f.  ausgesprochenen  Grundsatze  die 
reciproken  Werte  von  f{ß)  •  {z  —  ^o)"*  ^^i  -^o  ®^^®  reguläre  Function, 
darstellbar  durch: 

=  b,n  +  &m  +  l  (^  —  -S'o)  +  ^™  +  2  (^  —  -^^o)^  H 


f{z)  ■  {Z  —  Z^) 

mit  b,n  =[=  0.     Hieraus  entnehmen  wir: 

(3)  ^  =  b„,{z  —  ^o)"^  +  &™+ 1(^  -  ^o)"+ '  +  •  •  •  • 

Hat  nun  eine  Function  in  der  Umgebung  der  regulären  Stelle  z^  eine 
Potenzreihe  mit  verschwindenden  Anfangscoefficienten,  und  ist  das  erste 
Glied  mit  nicht  verschwindendem  Coefficienten  dasjenige  der  Potenz 
{z  —  ^o)"*?  ^0  sagen  wir,  die  Function  habe  bei  ^^  einen  m- fachen  Null- 
punkt oder  einen  Nullpunkt  m'*''  Ordnung.  Formel  (3)  lehrt:  Die  reci- 
proken Werte  einer  Function,  welche  bei  Zq  einen  m- fachen  Pol  besitzt, 
liefern  eine  bei  Zq  reguläre  Function,  die  ebenda  einen  m-fachen  Null- 
punkt aufweist;  und  auch  umgekehrt  wird  ein  m-facher  Nullpunkt  einer 
Function  für  die  „reciproke  Function"  eilten  m-fachen  Pol  liefern. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Satz  von  der  isolierten  Lage  der  Pole 
können  wir  daraufhin  so  verallgemeinern:  Nimmt  die  Function  f{z) 
an  der  regulären  Stelle  Zq  den  Wert  a^  an,  so  kann  man  um  Zq  einen 
Kreis  mit  endlichem  Radius  beschreiben,  innerhalb  dessen  die  Function 
an  keiner  zweiten  Stelle  gleich  a^  tvird*).  Die  zu  f(z)  —  a^  reciproke 
Function  hat  nämlich  bei  z^  einen  Pol,  der,  wie  bewiesen,  isoliert  liegt. 
Fine  Ausnahme  von  diesem  Satze  bildet  jedoch  der  nach  pg.  104  zulässige 
Fall,  dass  f(z)  beständig  mit  der  Constanten  a^  gleich  ist. 

n.  An  zweiter  Stelle  classificieren  wir  diejenigen  irregulären 
Punkte,  welche  wir  bereits  oben  (pg.  l'Off.)  als  „Verziveigungspunkte 
mit  endlicher  Blätteranzahl"  kennen  lernten.    Die  „Riemann'sche  Fläche" 


*)  Ist  insbesondere  z^  =  oc^  so  wird  man  den  im  Texte  ausgesprochenen  Satz 
zweckmässig  auf  die  2 -Kugel  beziehen. 
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bot  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  Zq  die  Gestalt  einer 
Scbraubenfläche  mit  unendlich  kleiner  Ganghöhe  dar  (cf.  p.  99).  Bei 
Umlauf ung  des  Verzweigungspunktes  setzt  sich  jedes  Blatt  in  das 
folgende  fort.  Aber  indem  wir  die  Forderung  einer  endlichen  Anzahl  v 
von  Blättern  hier  an  die  Spitze  stellen,  wird  das  oberste  Blatt  unter 
Durchschneidung  der  übrigen  wieder  zum  untersten  zurückführen 
(cf  Figuren  19  (pg.  91)  und  22  (pg.  95)). 

Unsere  v- blättrig  überdeckte  Umgebung  von  z^^    wird  nun  durch 

j|  ==  (^^  _  2^^  conform  auf  die  einfach  und  vollständig  bedeckte  Umge- 
bung von  ^  =  0  in  der  ^- Ebene  abgebildet,  wobei  nur  die  Winkel  des 
Scheitelpunktes  z^  in  der  Abbildung  auf  ihre  i/*^''  Teile  reduciert  er- 
scheinen. Man  wird  sich  dies  mit  Hilfe  der  bei  den  Beispielen  pg.  87  ff. 
zu  Benutzung  gekommenen  Überlegungen  leicht  deutlich  machen. 

Wenn  nun  bei  z^  für  f{z)  ein  isoliert  liegender  irregulärer  Punkt 
der  jetzt  in  Rede  stehenden  Art  vorliegt,  so  kommt  dies  eben  darauf 
hinaus,  dass  sich  f{z)  bei  Umlaufung  der  Stelle  ^^  als  mehrdeutig  er- 
weist, und  zwar  als  v- deutig,  insofern  nach  v  Umläufen  die  Anfangs- 
werte der  Function  wieder  erreicht  werden.  Wir  sprechen  demnach 
von  V  „Zweigen''  unserer  Function,  welche  den  Blättern  der  Fläche 
entsprechen.  Gehen  wir  jetzt  vermöge  der  vorhin  angegebenen  Trans- 
formation zur  Umgebung  von  ^  =  0  in  der  g- Ebene  und  setzen  dem- 
entsprechend: 

so  ist  /"i(^)  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  eindeutig  und  regulär,  falls 
wir  als  Wert  f(^o)=fi{0)   den   Grenzwert  lim.  f{^)   wählen.     Indem 

c=0 

man  für  f\(^)  seine  Potenzreihe  heranzieht  und  zu  z  zurückgeht,  folgt 
der  Satz:  Eine  Function  f{z)  gestattet  in  der  Umgebung  eines  isoliert 
liegenden  irregulären  PunMes  Zq,  der  ein  VerzweigungspunU  mit  etidlicher 
BlätteranzaU  v  ist,  die  Darstellung  in  einer  convergenten  Reihe: 

(4)  f{z)  =  a,-\-a,{z  —  z,y  +  a,(z  —  z^Y  +  a,{z  —  z^Y  H . 

Es  ist  hierbei  stillschweigend  angenommen,  dass  lim.  f{z)  nicht  oo 

ist.  Wäre  dies  jedoch  der  Fall,  so  würde  an  Stelle  von  (4)  die  Ent- 
wicklung: 

^  m  m  —  l 

(5)  /■(^)=a_^(^  —  ^o)~^-f  «_„,  +  !  (^  —  ^o)  '      H 

_  1  1 

h  «^-1  (^  —  ^o)     '■  +  «0  +  »1  (^  —  ^o)  '  +  •  •  • 

treten,  und  man  würde  sagen,  dass  nun  im  Verzweigungspunkte  zugleich 
ein  m-facher  Pol  gelegen  sei. 
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Ist  übrigens  die  fragliche  irreguläre  Stelle  bei  oo  gelegen,  so  tritt 
in  (4)  und  (5)  wieder  —  an  Stelle  von  {s  —  z^. 

III.  Jede  irreguläre  Stelle,  welche  sich  den  bisher  besprochenen 
Arten  noch  nicht  einordnen  lässt,  wird  als  ein  „wesentlich  singulärer 
Funkf  der  Function  bezeichnet. 

Hierher  werden  wir  Verzweigungspunkte  mit  unendlich  grosser 
Blätteranzahl  rechnen,  wie  wir  einen  solchen  z.  B.  beim  Studium  der 
Function  log^  auffanden  (cf.  pg.  99). 

Ganz  besonders  wichtig  ist  es,  dass  wir  den  Charakter  wesent- 
lich singulärer  Stellen  bei  eindeutigen  Functionen  kennen  lernen.     Die 

Exponentialfunction  e"  besitzt  eine   solche  Stelle  bei  z  =  oo.      Setzen 

j_ 
wir  demnach  der  Anschaulichkeit  halber  Z  =  e%  so  wird  der  fragliche 
Punkt  bei  z  =  0  gelegen  sein. 

Die  conforme  Beziehung,  welche  durch  Z  =^  e'  zwischen  den 
Ebenen  von  z  und  Z  hergestellt  wird,  ist  pg.  97  beschrieben  und 
in  Figur  23  daselbst  versinnlicht.  Man  hat  die  ^- Ebene  in  unendlich 
viele  zur  reellen  Axe  parallel  laufende  Streifen  der  Breite  2;r  zu  zer- 
legen; jeder  Streifen  liefert  ein  einfaches  und  vollständiges  Abbild  der 
Z- Ebene,  und  zwar  gewinnt  man  insbesondere  die  Werte  Z==0  und 
^  =  oo,  wenn  man  sich  im  Streifen  nach  Seite  der  negativen  bez. 
positiven  reellen  Axe  dem  Punkte  ^;  =  oo  annähert. 

Man  wolle  jetzt  auf  die  ^- Ebene  die  pg.  82  ausführlich  betrachtete 

durch  z'  ==—   festgelegte    Abbildung    anwenden.     Die   Parallelstreifen 

gehen  dabei  in  die  durch  Figur  34  angedeuteten  Bereiche  über,  welche 

wir  als  durch  Kreise  begrenzte  Sicheln  mit 
je  zwei  an  ^  =  0  heranragenden  Spitzen  be- 
zeichnen können.  Diese  Sicheln  häufen  sich 
an  der  Stelle  ^  =  0,  so  dass  sich  innerhalb 
eines  um  z  =  0  zu  legenden  Kreises  mit 
einem  von  0  verschiedenen,  wenn  auch  noch 
so  klein  gewählten  Radius  d  stets  noch  un- 
endlich viele  Sicheln  finden.     Nun  ist  aber 

jede  Sichel  ein  vollständiges  durch  Z  =  C" 
vermitteltes  Abbild  der  Z- Ebene.  Man  er- 
kennt: Innerhalb  eines  um  den  wesentlich 
singulären  Punkt  herumgelegten  Kreises  mit 
nicht-verschwindendem,  aber  heliebig  klein  ge- 


Pig.  34. 


wähltem  Radius  8  nimmt  die  Function  Z==  e" 
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jeden  einzelnen  complexen  Wert,  abgesehen  von  den  beiden  Werten  0 
und  oo,  noch  unendlich  oft  an. 

Die  beiden  Werte  0,  oo  gewinnt  man  aber  als  Grenzwerte  der 
Function,  falls  man  sich  der  wesentlich  singulären  Stelle  innerhalb 
der  einzelnen  Sichel,  und  also  tangential  zur  reellen  ^-Axe  annähert. 
Bei  Annäherung  an  ^  =  0  in  irgend  einer  anderen  Richtung  gewinnt 
die  Function  keine  feste  Grenze,  ist  vielmehr  unaufhörlich  Schwankungen 
unterworfen. 

Ganz  analoge  Verhältnisse  werden  wir  bei  allen  wesentlich  singu- 
lären Stellen  eindeutiger  Functionen  wiederfinden. 

§  16.  Weiteres  über  Pole  und  Nullpunkte  innerhalb  eines  Bereiches. 
In  der  0 -Ebene  sei  irgend  ein  Bereich  B  eingegrenzt,  dessen  Rand- 
curve  C  aus  einem  oder  mehreren  Stücken  bestehen  mag.  Innerhalb 
B  sei  f{z)  eindeutig  und  bis  auf  (i  Pole  überall  regulär.  Ist  Zq  ein 
einzelner  dieser  Pole,  und  gilt  für  ihn: 

so   bezeichnet    man   den   Coefficienten  a_  1   der  Potenz   {2  —  Zq)-  ^   als 
das  „Residuum"  des  Poles  Zq. 

Man  lege  innerhalb  des  Convergenzkreises  der  einzelnen  Reihe  (1) 
um  jeden  der  ^  Pole  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  und  wähle  diese 
Kreise  \,  h^,  ■  ■  ■  Tc^  so  klein,  dass  sie  mit  einander  nicht  collidieren 
und  zugleich  alle  innerhalb  des  Bereiches  B  gelegen  sind.  Werden 
alsdann  die  Kreisflächen  ]c^,  \,  ■  ■  ■  k,,  dem  Bereiche  B  genommen,  so  wird 
im  Restbereiche  B'  die  Function  f{z)  allenthalben  regulär  sein.  Also 
muss  nach  einem  pg.  117  bewiesenen  Theoreme  j7"(5f)(^^,  über  den  ge- 
samten aus  C  und  den  Peripherien  von  \,  \,  •  ■  ■  h^  bestehenden 
Rand  von  B'  ausgedehnt,  verschwinden.     Es  folgt: 

(2)  fmdz=^^ff(z)dz, 

wenn  wir  die  ft  rechts  stehenden  Kreisintegrale  jedesmal  in  der  für  das 
Kreisinnere  positiven  Umlaufsrichtung  ausgeführt  denken.  Wir  können 
Formel  (2)  kurz  dahin  charakterisieren,  dass  es  ohne  Änderung  des 
Integralwertes  erlaubt  ist,  die  Curve  C  auf  die  ^  die  Pole  umgebenden 
Kreise  zusammenzuziehen. 

Für  die  Berechnung  des  einzelnen  Kreisintegrals  dürfen  wir 
(cf.  pg.  124)  an  Stelle  von  f{z)  die  in  (1)  rechts  stehende  Reihe  glied- 
weise   integrieren.     Hierbei  aber  liefert  (cf.  Aufgabe  2  pg.  120)  allein 


142 


in.  Functionen  einer  complexen  Variabelen. 


das  Glied  a_  i  (^  —  2^)- 1  einen  von  0  verschiedenen  Betrag,  und  zwar 
2i7t-a^i.  Also  folgt  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  im  Bereiche  B 
eindeutig  und  bis  auf  ^  Pole  der  Residuen  ali,  al.i,---a^l\  überall 
regulär,  so  gilt  für  die  Summe  der  Residuen  die  Gleichung: 


(3) 


all  +  all  + 


+  a^l\ 


(C) 


wo  das  Integral  in  der  positiven  Umlaufsrichtung  über  den  Rand  von 
B  auszudehnen  ist. 

Es  wurde  seinerzeit  (pg.  108)  festgesetzt,  dass  die  für  die  Integral- 
ansätze zu  benutzenden  Bereiche  B  den  Punkt  oo  nicht  enthalten 
sollten.  Nachdem  wir  zwischendurch  gelernt  haben,  für  die  Entwick- 
lung einer  Function  /'(^)  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo 
bündige  Aussagen  zu  machen,  ist  es  an  der  Zeit,  uns  von  der  genannten 
Beschränkung  zu  befreien. 

Wir  fassen  die  Fälle,  dass  f[2)  in  der  Umgebung  von  ^=00 
regulär  oder  doch  nur  mit  einem  Pole  behaftet  ist,  in  den  Ansatz  zusammen: 


-f  a_i^  +  ao+-^+|| 


+ 


(4)  f(2)  =  a_™0'«+  a_„,+i^«-i  + 

wobei    im  Falle    der    Regularität   die    Coefficienten  a^m,  ■  ■  •  a-i  ver- 
schwinden. 

Wir  denken  uns  den  Bereich  B  auf  der  „^- Kugel"  gelegen  und 
nehmen  an,  dass  ausser  den  bisher  gedachten  fi  Polen  von  f(z)  auch 
der  Punkt  ^  =  00  im  Innern  von  B  liege.  Die  Randcurve  C  kann 
alsdann  auf  (^  -\-  1)  Kreise  um  die  ^  Pole  und  den  Punkt  oo  zu- 
sammengezogen werden.  Der  von  den  (^  -f"  1)  Kreisinneren  befreite 
Bereich  B'  hat  eine   Gestalt,  wie   sie  in  Figur  35  für  ein  zu  ^  =  3 

gehörendes  Beispiel  angezeigt  ist. 
Diese  Figur  ist  wieder  in  der 
^- Ebene  gedacht;  dortselbst  wird 
der  Kreis  /^^t  +  i  um  oo  ein  die 
übrigen  Kreise  sowie  C  um- 
schliessender  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  0  =  0  sein,  dessen 
Radius  so  gross  gewählt  sein 
muss,  dass  auf  und  ausserhalb 
der  Peripherie  die  Darstellung  (4) 
von  f(s)  gilt. 

Führen  wir  Jf{z)dz  über  den 

fraglichen    Kreis    A;^  +  i    in    der 

Fig.  35.  richtigen  (in  Figur  35  durch  den 


Pole  und  Nullpunkte  in  einem  Bereiche.  143 

Pfeil  angegebenen)  Richtung  aus,  so  kommt,  da  man  die  Reihe  (1) 
innerhalb  des  Bereiches  gleichmässiger  Convergenz  gliedweise  inte- 
grieren darf: 

(5)  /  fi^)  dz  =  —  a^-2ijt. 

(V  +  i) 

Hierauf  basiert  die  Festsetzung:  Als  „Residuum"  der  Function  f{z)  für 
den  Punkt  oo  bezeichnet  man,  gleichgültig  ob  daselbst  ein  Pol  liegen  mag 
oder  Regularität  besteht,  den  negativen  Wert  —  a^  des  Coefficienten  von 
z~^  in  der  zugehörigen  ReihenentwicMung  (4).  Im  vorliegenden  Falle 
tritt  hiernach  an  Stelle  der  Formel  (3)  die  folgende: 


(6) 


a,  +  all  +  a::i  -f  •  •  .  +  a^\  =  -^ffi')^'- 


Zugleich  merken  wir  an,  dass  eine  Integrationscurve  auch  im  Falle  der  Re- 
gularität der  zu  integrierenden  Function  bei  z  =  oo  nur  dann  über  diesen 
PunJit  ohne  Änderung  des  Integralwertes  hinweggeschoben  werden  darf, 
wenn  das  zugehörige  Residuum  =  0  ist. 

Es  sei  jetzt  im  speciellen  eine  Function  f(z)  vorgelegt,  die  auf 
der  ^- Kugel  überall  eindeutig  und  frei  von  wesentlich  singulären 
Punkten  ist.  An  irregulären  Punkten  hat  also  f{z)  nur  Pole;  wir 
werden  alsbald  erkennen,  dass  eine  solche  Function  f(z)  eine  rationale 
Function  von  z  ist.  Man  ziehe  nun  auf  der  0- Kugel  eine  geschlossene 
Curve  C,  welche  die  Kugel  in  die  beiden  einfach  zusammenhängenden 
Bereiche  B  und  B'  zerlegt.  C  sei  derart  gewählt,  dass  der  Punkt 
z  =  00  sowie  alle  Pole  von  f{z)  in  B  liegen,  während  diese  Function 
in  B'  überall  regulär  ist.  Wegen  des  letzteren  Umstandes  wird 
ff(z)  dz  verschwinden.    Da  aber  C  zugleich  Randcurve  des  Bereiches  B 

ist,  so  folgt  auf  Grund  von  Formel  (6):  Ist  f{z)  auf  der  ganzen  Kugel 
eindeutig  und  bis  auf  endlich  viele  Pole  regidär,  so  verschwindet  die 
Summe  aller  zu,  diesen  Polen  und  dem  Punkte  00  gehörenden  Residuen. 

Es  sei  nach  wie  vor  B  ein  beliebiger  auf  der  5; -Kugel  gelegener 
Bereich,  der  den  Punkt  00  enthalten  mag  oder  nicht.  Die  Function 
f{z)  sei  auch  weiter  abgesehen  von  fi  Polen  der  Ordnungen  wj^,  m.^, 
•  "  m^  in  B  überall  regulär  und  möge  ebenda  insgesamt  v  Nullpunkte 
der  Ordnungen  n^,  n^,  ■  ■  ■  ny  aufweisen.  Man  kann  alsdann  für  einen 
von  OQ  verschiedenen  Punkt  z^  von  B  schreiben: 

wo  f^iz)  bei  Zq  regulär  und  von  0  verschieden  ist-,  dabei  wird  für  ge- 
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wohnlich  l  =  0  zutreffen,  dagegen  gilt  l  ==  -\-  n  für  einen  Nullpunkt 
n^"  Ordnung,  l  =  —  m  für  einen  Pol  w*^""  Ordnung. 
Aus  (7)  folgt: 

^  '^  dz  z  —  Zq~^         dz        ' 

und  da  f^{z)  bei  z^  regulär  und  von  0  verschieden  ist,  so  ist  nach 
früher  bewiesenen  Sätzen  (pg.  99  und  105  u.  f.)  das  letzte  Glied  rechter 
Hand  bei  z^  regulär.  Die  in  (8)  links  stehende  Function  ist  hiernach 
bei  Zq  regulär  oder  sie  hat  einen  Pol  vom  Residuum  l,  je  nachdem 
f{z)  ebenda  endlich  und  von  0  verschieden  ist  oder  einen  Nullpunkt 
^ter  Ordnung  hat;  bei  dieser  Aussage  ist  jedoch  ein  Pol  w*®""  Ordnung 
als  Nullpunkt  der  negativen  Ordnung  l  =  —  m  mitgezählt. 

Unter  Benutzung  des  gleichen  Sprachgebrauchs  müssen  wir  für 
die  Stelle  oo  unsere  Function  in  der  Gestalt  f (z)  =  z~^ f^{z)  ansetzen, 
^o  /i(^)  für  ^  =  oo  regulär  und  ==)=  0  ist.     Es  folgt: 

\ogfiz)  =  -llogz  +  «,  +  ^  +  ^1  +  ..., 

d  log  f{z)         — l        ttj         2a5, 


dz  z  z'^         z^  ' 

so  dass  die  hier  links  stehende  Function  bei  0  =  oo  das  Residuum  l  oder 
0  bekommt,  je  nachdem  f(z)  an  dieser  Stelle  einen  Nullpunkt  Z'*'  Ord- 
nung (Pol  —  Z*®""  Ordnung)  besitzt  oder  regulär  ist. 

Setzt  man  nun  in  der  Formel  (3)  bez.  (6)  an  Stelle  von  f(z)  die 

Function  —^-z — -  ein,  so  ergiebt  sich  hiernach  der  folgende  wichtige 

Satz:  Ist  in  einem  den  PunJd  00  enthaltenden  oder  nicht  enthaltenden 
Bereiche  B  die  Function  f(z)  eindeutig  und  his  auf  ^  Pole  regulär^  so 
kann  man  die  Summe  der  Ordnungen  aller  in  B  liegenden  Nullpunkte 
von  f{z),  vermindert  um  die  Summe  aller  Ordnungen  »w^,  ■  ■  •  m^  der 
Pole,  durch  folgendes  Integral  darstellen: 

(9)    n^~\-n^-\ \-ny  —  m^  —  m^ m^  =  ^  I  dlogf(z), 

auszudehnen  über  den  Rand  C  von  B  in  der  positiven  Umlaufsrichtung. 
Als  Beispiel  wähle  man  eine  ganze  rationale  Function  m**'°  Grades 
f{z).  Dieselbe  hat  nur  einen  Pol  (bei  z  =  00),  und  zwar  von  der 
Ordnung  m.  Sieht  man  demnach  einen  Nullpunkt  w**"'  Ordnung 
als  äquivalent  mit  n  zusammenfallenden  einfachen  Nullpunkten  an,  so 
ergiebt  sich  das  Fundamentaltheorem  der  Algebra:  Eine  ganze  Function 
m*^""  Grades  besitzt  stets  m  Nullpunkte  erster  Ordnung,  die  sich  jedoch 
auch  irgendwie  zu  Nullpunkten  höherer  Ordnung  vereinigen  können.     In 
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der  That  wolle  man  nur  wieder  wie  obeu  die  5;- Kugel  durch  eine  ge- 
schlossene Curve  C  in  zwei  solche  Bereiche  B,  B'  zerlegen,  dass 
innerhalb  B  die  Function  /'(^)  überall  endlich  und  =f=  0  ist.  Man  findet 
für  diesen  Fall  als  Gestalt  der  Formel  (9): 

**1   +  **2  +   ■  ■   ■   +  **i'  *>^  =  ö- 

Übrigens  lässt  sich  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  leicht  in 
die  etwas  allgemeinere  Fassung  umsetzen:  Jede  rationale  Function 
m*^'^  Grades  von  z  nimmt  einen  beliebig  vorzuschreibenden  comjylexen 
Wert  (00  eingeschlossen)  immer  an  m  Stellen  der  z-Kugel  an^  die  jedoch 
auch  irgendwie  zusammenfallen  dürfen. 

§  17.    Laurent'sche  Reihe  für  einen  ringTörmigen  Bereich. 

Eine  weitere  wichtige  Anwendung  unserer  Integralansätze  besteht 
in  der  Aufstellung  der  sogen.  Laurent'schen  Beihe*). 

Es  mögen  in  der  ^- Ebene  um  den  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  Zq  zwei  concentrische  Kreise  k  und  K  gezeichnet  sein,  von 
denen  K  der  grössere  ist.  Dieselben  grenzen  einen  zweifach  zusammen- 
hängenden ringförmigen  Bereich  B^  ein.  Die  Function  f(z)  sei  inner- 
halb und  auf  dem  Rande  dieses  Bereiches  regulär.  Dann  liefert  der 
Cauchy'sche  Satz  (6)  pg.  119  für  einen  beliebigen  Punkt  z  im  Innern 
von  B^: 

(K)  {k) 

wenn  hierbei  die  Integrationsvariabele  2;  die  Kreise  in  der  Richtung 
durchläuft,  welche  für  das  jedesmalige  Kreisinnere  die  positive  Um- 
laufsrichtung ist. 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  der  Formel  (1)  lässt  sich  nach  der 
bereits  pg.  125  u.  f.  befolgten  Methode  in  eine  convergente  Potenzreihe: 

«0  +  «l(^  —  ^0)  +  «2(^  —  ^of-i 

entwickeln,  wobei  a„  gegeben  ist  durch: 

w 

Für  das  zweite  Integral  in  (1)  setze  man: 

1      rf{t)dt^     1       /^f{z)dt  1 

2i7C  J     ^  —  z  2iit   j    . 


z- 


*)  Siehe  die  Comptes  Rendus  der  Pariser  Akad.  von  1843  pg.  939. 

Fricke,  analyt.-ftmctionenth.  Vorlesungen,  10 
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Da  jetzt  \^  —  ^^Q  I  <  I  ^  —  Zq\  ist,  so  wird  der  letzte  Factor  unter  dem 
Integral  rechter  Hand  in  eine  convergente  und  gliedweise  integrierbare 
Reihe  entwickelbar  sein.     Man  gewinnt: 

\inj   ^-z         z-z,'^  {z~z,y'^  {z-z,Y^         ' 


wobei 

a_ 

„  definiert  ist  durch 

(3) 

«-«=2^. 

^-v^ 


(A) 


Es  ergiebt  sich  hieraus  das  Theorem:  Die  im  ringförmigen  Be- 
reiche B^  und  auf  dessen  Bande  allenthalben  reguläre  Function  f{z)  ge- 
stattet die  Entwicklung  in  eine  innerhalb  Bc^  convergente  sogen.  Laurent- 
sche  Reihe: 

(4)  /■(^)  =  ..  +  ^-£^  +  -^^i-  +  a«  +  a,{,-,,)  +  a,{z-,,y  +  .., 

wobei  die  Coefficienten  durch  die  Formeln  (2)  und  (3)  definiert  sind. 

Man  bemerke  hierbei,  dass  sich  die  Laurent  sehe  Bnhe  für  f{z)  im 
Bereiche  B^  nur  in  einer  einzigen  Art  ansetzen  lässt,  d.  h.  dass  die 
Coefficienten  a  in  (4)  eindeutig  bestimmt  sind,  falls  überhaupt  eine 
convergente  Entwicklung  (4)  in  B^  existiert.  Es  ist  nämlich  die  Reihe 
a—x{z  —  -s^o)""^  -\-  (^—■iijs  —  ^(yl~^  ~\~  '  '  '  ausserhalb  h  gleichmässig  con- 
vergent  und  ebenso  a^  +  «^(^  —  ^o)  "h  '  '  innerhalb  K.  Ist  demnach 
X  irgend  ein  im  Bereiche  B^  verlaufender  mit  h  und  K  concentrischer 
Kreis,  und  bedeutet  n  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
oder  0,  so  folgt  bei  Integration  längs  des  Kreises  x: 


Jf{z) {z  -  z,)-"-'  dz  =^a^f(z  -  zj 

(X)  m  =  -co    *^^) 


dz. 


Hier  verschwinden  alle  rechts  stehenden  Integrale  bis  auf  dasjenige  mit 
m  =  w,  welches  letztere  gleich  2i7t  wird  (cf.  Aufgabe  2  pg.  120).  Es 
ist  also  in  der  That  a„  eindeutig  bestimmt  durch: 


i_  r  f{z)dz 


In  (4)  liegt  eine  merkwürdige  Zerlegung  von  f(z)  in  die  Summe 
zweier  Functionen  vor,  die  einzeln  durch  die  Reihen: 

(5)  a^  j^  a^{z  —  z^)  +  a^{z  —  z^f -\ 

(6)  a_i(;^-^,)-i  +  a_2(0-^,)-2  +  ... 
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gegeben  sind.  Die  erste  Function  ist  innerhalb  K  überall  regulär,  die 
zweite  ausserhalb  h.  Aber  noch  mehr:  wir  können  K  concentrisch 
mit  sich  selbst  erweitern,  bis  wir  an  den  nächsten  irregulären  Punkt 
von  f{z)  und  also  von  der  durch  (5)  gelieferten  Function  gelangen. 
Ist  K  hierbei  in  K'  übergegangen,  so  ist  K'  der  Convergenzkreis  von 
(5).  Entsprechend  werden  wir  h  concentrisch  mit  sich  selbst  zum 
Convergenzkreise  h'  von  (6)  zusammenziehen  können.  Diese  beiden 
concentrischen  Kreise  ¥  und  K',  von  denen  jeder  mindestens  einen  irre- 
gulären Punkt  von  f{z)  trägt,  grenzen  den  wirklichen  Convergenzhereich 
B2  der  Laurenf sehen  Reihe  (4)  ein. 

§  18.    Eindeutige  Functionen. 

I.  Eine  Function,  die  für  alle  endlichen  Punkte  der  z- Ebene  regulär 
ist,  wird  als  eine  ganze  Function  G{z)  bezeichnet.  Sie  ist  für  alle 
Werte  von  z,  nötigenfalls'  von  z  ==  00  abgesehen,  eindeutig  und  ge- 
stattet die  Entwicklung  in  eine  beständig,  d.  i.  für  alle  endlichen  z  con- 
vergente  Reihe: 
(1)  G(z)  ==  «0  +  «1^  +  «2^^  +  «3^^  H , 

wie  aus  den  bezüglichen  Theoremen  in  §  14  und  15  (pg.  132  und  137) 
hervorgeht. 

Besitzt  die  Reihe  (1)  nur  endlich  viele  Glieder,  so  möge  anZ"  das 
höchste  Glied  mit  nicht  verschwindendem  Coefficienten  a  sein.  In 
diesem  Falle  ist  G{z)  eine  ganze  rationale  Function  n*''^  Grades-,  die- 
selbe hat  bei  z  =  00  einen  Pol  der  w*®"  Ordnung  und  besitzt  hiernach 
auch  bei  z  =  00  einen  eindeutig  bestimmten  Wert,  nämlich  00. 

Liegt  in  (1)  eine  unendliche  Reihe  vor,  so  heisst  G(z)  eine  ganze 
transcendente  Function.  Es  ist  vor  allem  das  Verhalten  einer  solchen 
ganzen  transcendenten  Function  bei  z  =  00  festzustellen. 

Hierauf  bezieht  sich  folgendes  erste  Theorem:  Ist  cd  ein  beliebig 
gross,  aber  bestimmt  gewählter  Betrag,  so  giebt  es  für  eine  ganze  trans- 
cendente Function  G  (z)  in  jeder  Umgebung  von  00  stets  noch  endliche  z, 
für  welche  der  absolute  Betrag  [  (t(^)  |  >  03  ist.  Wäre  dies  nämlich  nicht 
der  Fall,  so  würde  man  nach  Auswahl  von  o  einen  Kreis  K  mit  hin- 
reichend grossem,  übrigens  aber  willkürlich  wählbaren  Radius  R  um 
z  =  0  legen  können,  längs  dessen  beständig  \G{z)\^(o  wäre.  Die 
Coefficienten  a„  der  Reihe  (1)  sind  gegeben  durch: 


1_    rGjz)  dz 


woraus  man,  wie  pg.  127,  für  den  absoluten  Betrag  |a„|  die  Folgerung 

10* 
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I  ö^n  I  <  —;;  ziehen  würde.     Da  aber  R  nach  Fixierung  von  cd  noch  be- 

liebig  vergrössert  werden  darf,  so  folgt  a„  =  0  für  alle  w  >  0.  Unsere 
Function  würde  sich  hiernach  im  gedachten  Falle  auf  die  Constante  a^ 
reducieren,  womit  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen  ist.  Übrigens 
bemerke  man,  dass  die  Behaupümg  für  die  ganzen  rationalen  Functiotien 
beliebigen  Grades  w  >  0  zugleich  mit  bewiesen  ist. 

Als  zweiten  Satz  haben  wir  zu  nennen:  Ist  d  ein  von  0  ver- 
schiedener, aber  beliebig  Mein  gewählter  positiver  Betrag,  so  giebt  es  für  jede 
ganze  transcendente  Function  ausserhalb  eines  um  den  Nullpunkt  als  Mittel- 
punJd  mit  endlichem,  aber  beliebig  gross  gewählten  Radius  beschriebenen 
Kreises  stets  noch  Stellen  z,  an  denen  \  Giz)\<.8  zutrifft.  Hat  näm- 
lich G{z)  unendlich  viele  Nullpunkte,  so  bemerke  man,  dass  doch  im 
Innern  des  gedachten  Kreises  nur  endlich  viele  von  diesen  Nullpunkten 
liegen  können;  denn  um  jeden  dieser  Nullpunkte  kann  man  nach 
pg.  138  einen  endlichen  Bereich  eingrenzen,  der  frei  von  weiteren  Null- 
punkten ist.  Ausserhalb  jenes  Kreises  finden  sich  somit  noch  weitere 
Nullpunkte,  womit  der  Satz  in  diesem  Falle  bewiesen  ist.  Hat  indessen 
G{z)  nur  die  endlich  vielen  Nullpunkte  ^i,  ^2} '  '  '  ^  ^m  ^^^  Ordnungen 
%,  mg, •••,%£,  so  wird  ^-rr  an  eben  diesen  Stellen  Pole  der  gleichen 

Ordnungen  aufweisen  und  übrigens  für  alle  endlichen  z  regulär  sein. 
Für  den  einzelnen  dieser  Pole  Zi  gelte  nach  (1)  pg.  137: 


Setzt  man  daraufhin 

(3)  T^-y. 


i—i 


Ö^xC^), 


so  ist  G^{z)  eine  für  alle  endlichen  z  reguläre  und  also  ganze  Function. 
Ist  nun  Gj^{z)  nicht  mit  einer  Constanten  identisch,  so  wird  es  in  der 
Umgebung  von  oo  Stellen  z  geben,  an  denen  |  Gi(z)  |  einen  beliebig 
gross  gewählten  Betrag  von  co  überschreitet.  Da  aber  die  Summe  auf 
der  linken   Seite  von  (3)  für  lim.  z  =  oo  die  Grenze  0  hat,    so  giebt 

es  hiernach   bei   z  =  (x   Stellen  z,  an   denen  ^^y-r  absolut  den  Betrag 

d-^  übersteigt  und  also  \G{z)\<d   ist.      Wäre    indessen    G^(z)   mit 

einer   Constanten    identisch,    so    wäre    ^— r  in    der  Umgebung  von  oo 

regulär   und   somit    G{z)    ebendort  entweder   selbst  regulär  oder   mit 
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einem  Pole  endlicher  Ordnung  n  behaftet.  Wir  hätten  daraufhin  nach 
Formel  (2)  pg.  138  die  Entwicklung: 

(4)  G(0)  =  an2^  +  «n-i^'"-^  H h  «1^  +  «0  +  -7^  +  -^  H > 

welche  mit  dem  Ansätze  (1)  nur  dann  vereinbar  ist,  wenn  G{z)  entgegen 
der  Annahme  eine  „rationale'^  ganze  Function  ist.  Unsere  Behauptung 
ist  damit  in  allen  Fällen  bewiesen. 

Ist  Zq  ein  beliebig  gewählter  complexer  Wert,  so  ist  mit  (t(^) 
auch  ((t(^)  —  Zq)  eine  ganze  transcendente  Function.  Es  folgt:  Äusser- 
hülh  jedes  endlichen  wenn  auch  noch  so  gross  geivählten  Kreises  um  den 
Nullpunkt  giebt  es  Stellen  z,  an  denen  G{z)  dem  Werte  Z^  heliebig  naive 
Tiommt;  und  zwar  existieren  daselbst  noch  unendlich  viele  solche  Stellen.  Hat 
man  nämlich  eine  erste  gefunden,  so  kann  man  einen  grösseren  diese 
Stelle  umschliessenden  Kreis  wählen,  ausserhalb  dessen  dann  eine  zweite 
solche  Stelle  nachweisbar  ist  u.  s.  w.  Jede  ganze  transcendente  Function 
G(z)  hat  hiernach  hei  z  =  00  einen  tvesentUch  singulären  Punkt  der 
Art,  wie  wir  ihn  an  der  ganzen  transcoidenten  Function  G{z)  ==  e'  oben 
(jpg.  140)  speciell  kennen  lernten. 

Auch  noch  folgenden  wichtigen  Satz  können  wir  leicht  zeigen: 
Es  giebt  unendlich  viele  ganze  transcendente  Functionen  ohne  Nullpunkte; 
es  sind  dies  die  in  der  Gestalt: 

(5)  G(z)  =  e^(^) 

mit  beliebigen  ganzen  rationalen  oder  transcendenten  Functionen  g(z)  dar- 
stellbaren Functionen.  Da  nämlich  die  Expoiientialfunction  für  alle 
endlichen  Argumente  regulär  und  4=  0  ist,  so  ist  jede  in  (5)  dar- 
gestellte Function  G{z)  ganz  und  ohne  Nullpunkte.  Ist  andrerseits 
G{z)  irgend  eine  Function  dieser  Art,  so  erkennt  man  in  log  G{z) 
sofort  eine  ganze  Function  ^(0);  denn  der  Logarithmus  ist  abgesehen 
von  den  Stellen  0  und  00  regulär.  Demnach  ist  in  der  That  jede 
ganze  transcendente  Function  ohne  Nullpunkte  in  der  Gestalt  (5)  dar- 
stellbar. 

Endlich  haben  wir  noch  einige  Ergänzungen  über  die  ganzen 
rationalen  Functionen  nachzutragen.  Eine  ganze  Function,  die  bei  ^  ==  00 
keinen  wesentlich  singulären  Punkt  hat,  ist  eine  rationale  ganze  Func- 
tion w***"  Grrades  und  besitzt  bei  ^  =  00  einen  Pol  w*^'  Ordnung.  Speciell 
für  w  =  0  folgt:  Eine  auf  der  z- Kugel  allenthalben  reguläre  Function 
ist  mit  einer  Constanten  identisch. 

Hat  eine  ganze  rationale  Function  G{z)  die  Nullpunkte  ^1,  %,••,  ^;», 
der  Ordnungen  w^,  Wg,  •  • ,  w,.,  so  ist  (cf.  pg.  144)  die  Summe  der  Ord- 
nungen %  -h  >«2  +  •  ■  ~h  *^'  =  '^'     -^^   ^o\%i  speciell,    dass  eine  ganze 
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rationale  Function  ohne  Nullpunkte  eine  Constante  ist.  Eben  deshalb 
aber  erkennt  man  sofort  im  Quotienten  der  eben  gedachten  Function 
G(z)  und  des  Productes  (^  —  z^)"'  {z  —  z^f'  ■  •  ■  {z  —  z,)""'  eine  Con- 
stante c.  Es  folgt:  Jede  ganze  rationale  Function  G(z)  vom  w'^"  Grade 
gestattet  die  „Linearfactorenzerlegung" : 

(6)         G{z)  =  c(z-z,riz-z,r...(z-z,r^, 

wo  c  eine  Constante  ist  und  die  Summe  der  Exponenten  n^^n^,  •  -^ny 
gleich  n  ist.  — 

IL  Es  sollen  jetzt  solche  Functionen  betrachtet  werden,  die  auch 
für  endliche  z  unendlich  werden  können.  Voran  stellen  wir  folgenden 
Satz:  Eine  Function  Il{z),  welche  auf  der  ganzen  z- Kugel  eindeutig 
und  frei  von  wesentlich  singulären  Stellen  ist,  ist  eine  „rationale^''  Func- 
tion von  z. 

Eine  solche  Function  muss  nämlich,  wenn  sie  nicht  mit  einer 
Constanten  identisch  ist,  notwendig  Pole  haben.  Die  Anzahl  der  letz- 
teren ist  jedenfalls  endlich.  Wären  nämlich  unendlich  viele  Pole  vor- 
handen, so  würden  dieselben  auf  der  ^- Kugel  wenigstens  eine  Häufungs- 
stelle darbieten.  In  der  Umgebung  dieser  Stelle  aber  könnte  keine 
für  eine  reguläre  Stelle  oder  einen  Pol  charakteristische  Potenzreihen- 
entwicklung der  Function  bestehen  (cf.  pg.  137);  hier  würde  also  ent- 
gegen der  Voraussetzung  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  der  Function 
eintreten. 

Mögen  nun  für  Il{z)  im  ganzen  die  ft  Pole  z^yZ^^-  • ,  z^  der  Ord- 
nungen >Wi,  Wg,  •  •,  m^  im  Endlichen  liegen,  so  können  wir  in  der  Um- 
gebung des  einzelnen  unter  ihnen,  Zi,  eine  Entwicklung  wie  auf  der 
rechten  Seite  von  (2)  pg.  148  für  die  vorgelegte  Function  B.{z)  an- 
setzen.    Daraufhin  ist: 


^(^)-2^ 


in  der  Umgebung  jedes  endlichen  Wertes  z  regulär  und  also  eine 
„ganze"  Function.  Insbesondere  haben  wir  mit  einer  ganzen  „rationalen" 
Function  zu  thun,  da  bei  ^;  =  oo  kein  wesentlich  singulärer  Punkt  der- 
selben liegt.     Hiernach  hat  B,{z)  die  Gestalt: 

(7)         n{z)  =  a^-\-a^z-\ f-  a„^;» 


+2 


Unsere  Behauptung,  R(z)   sei   eine  rationale  Function  von  z,  hat  sich 
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damit  bestätigt;  in   (7)  liegt  übrigens   die  „PartiaTbruchserlegung"  der 
rationalen  Function  B{z)  vor. 
In  dem  Producte: 

Riz)  ■  {z  -  z,r  (^  -  ^r  •  •  •  (^  -  ^.T' 

erkennt  man  sofort  eine  ganze  rationale  Function.  Hat  dieselbe  die 
Nullpunkte  z^,  z^ ,  ■-,  Zy  der  Ordnungen  Wi,  Wg,  •  -j,  w,,  so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (6): 


(8)  B{z)  =  c 

(z-z,)  '{z-z,)^  ■■■{z-zp  " 

Daraus  folgt:     Eine  rationale  Function  ist  durch  ihre  Nullpunkte  und 
Töle  bis  auf  eine  multiplicative  Constante  c  fest  bestimmt 

III.  Was  weitere  eindeutige  Functionen  betrifft,  so  kommt  späterhin 
vor  allem  der  Fall  von  Functionen  in  Betracht,  die  abgesehen  von  zwei 
bei  z  =  0  und  z  =  oo  gelegenen  wesentlich  singulären  Stellen  überall 
regulär  sind.  Eine  einzelne  Function  f{z)  dieser  Art  gestattet  nach 
pg.  146  die  Entwicklung  in  eine  für  alle  endlichen  von  0  verschiedenen 
z  convergente  Laurent'sche  Reihe: 

(9)  f{z)  =  •  •  •  4-  ^  +  ^  +  «0  +  «^1^  +  «2^'  +  •  •  •  • 

Hier  liefert  der  Bestandteil  a^ -\-  a^z  -\-  a^z'^  -{ eine  ganze  trans- 

cendente  Function  G{z),  während  der  übrig  bleibende  Teil  der  Reihe  (9) 

in  Abhängigkeit  von  —  eine  zweite  ganze  transcendente  Function  G^  \-A 

darstellen  würde.     Die  gedachte  Function  wird  sich  demnach  in  die  Ge- 
stalt setzen  lassen: 

(10)  f{z)  =  G{z)  +  G,{\)- 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  diesen  Ansatz  wieder  unter  Vermitt- 
lung der  Laurent'schen  Reihe  auf  eindeutige  Functionen  auszudehnen,  die 
von  endlich  vielen  Polen  und  gleichfalls  endlich  vielen  wesentlich  sin- 
gulären Stellen  abgesehen  überall  regulär  sind. 

Es  sei  endlich  noch  erwähnt,  dass  durch  G.  Mittag-Leffler*) 
Methoden  zur  Bildung  eindeutiger  Functionen  mit  unendlich  vielen 
wesentlich  singulären  Stellen  angegeben  sind. 


*)  Siehe  dessen  Notizen  „Sur  la  theorie  des  fonctions  uniformes  d'une  va- 
riable", Comptes  rendus  von  1882,  sowie  die  Abhandlung  „Sur  la  representation 
analytique  des  fonctions  monogenes  uniformes",  Acta  mathemat.  Bd.  4  (1884). 
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Von  anderer  Seite  her,  nämlich  aus  der  pg.  136  erwähnten  Theorie 
der  automorphen  Functionen  entspringen  zahlreiche  Arten  eindeutiger 
Functionen  mit  unendlich  vielen  wesentlich  singulären  Punkten. 

§  19.    Productdarstellung  ganzer  transcendenter  Functionen. 

Von  hervorragendster  Bedeutung  ist  die  Möglichkeit,  die  Linear- 
factorenzerlegung  ganzer  rationaler  Functionen  auf  ganze  transcendente 
Functionen  zu  übertragen.  Für  eine  ganze  transcendente  Function  G{ß) 
mit  endlich  vielen  Nullpunkten  z^,  z^,-  ■  ■  ^Zv  der  Ordnungen  w^,  Wg,  •  •  • ,% 
ist  diese  Möglichkeit  direct  offenbar.     Hier  hat  man: 

(1)  G{z)  =  e''^'^  {z  -  z,T  (^  -  hT  •  •  •  (^  -  ^vT ; 

denn  der  Quotient  von  G{z)  und  {z  —  z-^^  •  •  {z  —  z^"^  ist  eine  ganze 
Function  ohne  Nullpunkte,  welche  sich  auf  Grund  von  (5)  pg.  149 
als  Exponentialfunction  eP^^'>  darstellt. 

Hat  Griz)  unendlich  viele  Nullpunkte,  so  dürfen  wir  annehmen,  dass 
keiner  derselben  bei  ^  =  0  gelegen  ist.  Hätte  nämlich  G{z)  an  dieser 
Stelle  einen  v- fachen  Nullpunkt,  so  wäre  z~'' ■  G{z)  eine  bei  ^  =  0 
nicht-verschwindende  ganze  Function,  auf  welche  wir  alsdann  die  weiter 
folgende  Betrachtung  beziehen  würden.  Wir  bezeichnen  nun  die  Null- 
punkte von  G-{z)  durch  ^i,  ^2>  ^3?  *  '  '  ^^^  wollen  hierbei  jeden  einzelnen 
Nullpunkt  so  oft  aufführen,  als  seine  Ordnung  angiebt.  Für  die  Aus- 
drucksweise ist  es  eine  Erleichterung,  wenn  wir  die  Anordnung  der 
Nullpunkte  so  wählen,  dass  |  -^a  |  ^  |  ^/i  — i  |  beständig  zutrifft. 

Ist  nun  z,n  irgend  einer  jener  Nullpunkte  und  bedeutet  gmiß)  eine 
zunächst  nicht  näher  specialisierte  ganze  Function,  so  bilden  wir  das 
Product: 

(2)  (l-t)'""" 


e' 


das  wir  als  eine  „Frimfunctimi"  bezeichnen  wollen;  dieselbe  hat  einen 
einzigen  im  Endlichen  bei  z  =  Zm  gelegenen  Nullpunkt.  Wird  es  mög- 
lich sein,  unsere  ganze  Function  G{z)  mittelbar  oder  unmittelbar  durch 
das  unendliche  Product  von  Primfunctionen : 


GC 

(3)  JJ 


1_\  g3m(^) 


welches  gerade  die   vorgeschriebenen   Nullpunkte  besitzen  würde,  dar- 
zustellen oder  nicht? 

Um   dies  zu   untersuchen,   verstehen    wir  unter  z  einen   ganz  be- 
liebig, aber  bestimmt  gewählten   endlichen  Wert  und  nennen  den  ab- 


Productdarstellung  ganzer  Functionen.  153 

soluten  Betrag  i  z  \  kurz  r.  Im  Innern  und  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  finden  sich  nur  endlich 
viele  Nullpunkte  z^,  hr  ■■>  ^i-^^-  ^^^  zugehörigen  Factoren  von  (3) 
werden  für  sich  genommen  sicher  eine  ganze  Function  mit  den  erforder- 
lichen Nullpunkten  darstellen.  Indem  wir  diese  Factoren  abseits  lassen, 
kommt  es  für  uns  nur  auf  das  Verhalten  des  unendlichen  Productes: 


(*)  J7C-t) 


g?m(^) 


an  der  gewählten  Stelle  z  und  in  deren  nächster  Umgebung  an. 

Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  dm  Produd  (4)  in  der  Umgebung  der 
gedachten  Stelle  z  sicher  eine  reguläre  und  ebendort  nicht-verschivindende 
Function  darstellt,  falls  die  unendliche  Beihe: 

(6)  2'[i°g(i-t)+''-w 

m=l   ^ 

in  der  Umgebung  der  Stelle  z  gleichmässig  convergiert.  Man  nämlich  für 
jedes  endliche  k: 

(6)  e^='  =  YJ(l  —  — )  e''"'^'^  • 

m=l   ^  "*-^ 

Da  nun  für  lim.  Ic  =  <x>  die  linke  Seite  in  der  Umgebung  von  z  eine 
reguläre  und  nicht- verschwindende  Function  liefern  soll,  so  wird  dasselbe 
auch  vom  rechtsseitigen  Product,  d.  i.  vom  Product  (4)  gelten.  Wir 
betonen  weiter  noch  ausdrücklich:  Ist  die  Reilie  (5)  in  der  Umgebung 
von  z  „unbedingt''  und  gleichmässig  convergent,  so  stellt  das  Product 
nach  beliebiger  Abänderung  der  Factorenfolge  dieselbe  Function  wie  vor- 
dem dar. 

Indem  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Reihe  (5)  wenden,  müssen 
wir  uns  zunächst  über  die  Gestalten  der  Functionen  gm(z)  schlüssig 
machen.  Wird  doch  gerade  die  Convergenz  unserer  Reihe  durch  eine 
geschickte  Auswahl  der  ganzen  Functionen  gm(z)  erzielt  werden,  ein 
Umstand,  der  den  Anlass  bot,  die  Factoren  /"'^^*  in  (3)  und  die  Glieder 
gm(^)  in  (5)  als  die  „convergenzerzeugenden  Zusatzfactoren  bez.  Zusatzglieder" 
zu  benennen.     Wir  setzen  aber: 

wo  p  eine  bestimmte  und  für  alle  Glieder  der  Reihe  (5)  gleiche  posi- 
tive ganze  Zahl  ist.  Auch  der  Fall,  dass  gm(^)  constant  gleich  0  ist, 
soll   nicht   ausgeschlossen    sein;    wir  sagen,    dass    alsdann   p  =  0   sei. 
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Übrigens  soll  keineswegs  behauptet  werden,  dass  wir  in  jedem  Falle 
mit  ganzen  rationalen  Functionen  gmiß)  gleichen  oder  auch  nur  end- 
lichen Grades  die  Convergenz  von  (5)  erzielen  könnten.  Jedoch  reicht 
unser  Ansatz  (7)  in  den  späterhin  in  Betracht  kommenden  Fällen  that- 
sächlich  aus. 

Da  in  (5)   die  sämtlichen  Beträge  |  0^  |  =  r^  >  r  sind,  so   kann 
man  in  jedem  Gliede  den  Logarithmus  in  eine  convergente  Potenzreihe 

nach  —    entwickeln.     Die    ersten  «  Glieder  dieser  Reihe  heben  sich 


gegen  gm{ß)  gerade  fort,  und  es  bleibt: 


z  \« 


Man  untersuche  nun  die  rechts  stehende  Reihe  auf  absolute  Con- 
vergenz. Die  hierbei  zulässigen  Werte  z  sind  zunächst  näher  zu  beschreiben. 
Keiner  von  den  absoluten  Beträgen  ri,  r^+i,  •  •  ist  kleiner  als  ri,  und  es 
ist  r<iri.  Entnimmt  man  demnach  die  Zahl  q  dem  Intervall  r  <  p  <  r^ 
und  setzt  Q=qri,  so  ist  q  ein  bestimmter  echter  Bruch,  5'<1,  und 
es  ist  Q  ^qVm  für  allem  ^  l.  Fixiert  man  daraufhin  die  Umgebung  der 
oben  gewählten  Stelle  ^  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  q  um 
den  Nullpunkt,  so  wird  für  alle  dieser  Umgebung  angehörenden  0  und 
bei  sämtlichen  m  =  l,  l  -\-  1,  ?  -f-  2,  .  .  die  Ungleichung: 

I     m  I  m 

gelten.     Für  den  Betrag  des  einzelnen    Gliedes  der  auf  m  bezogenen 
Reihe  (8)  gilt  nunmehr: 

2j{iy\^ZHir<ikr2{e'' 

woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  (9)  ergiebt: 


in=:p-\-l  I 


.p+1 


Nehmen  wir  demnach  an,  dass  die  Reihe  ^^  [ — |       oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Reihe:  "^^^ 

m  =  l 

convergiert,  so  ist  die  Reihe  (8)  absolut  und  also  unbedingt  convergent. 
Aber   in  (8)    steht    rechts   eine   Potenzreihe   in   2  mit  positiven   ganz- 
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zahligen  Exponenten;  dass  sie  zunächst  die  Gestalt  einer  Doppelreihe 
hat  ist  nach  pg.  121  nur  eine  Formalität.  Eine  Potenzreihe  ist  nun 
im  Innern  ihres  Convergenzkreises  auch  gleichmässig  convergent.  Dem 
Innern  dieses  Kreises  aber  gehört  die  von  uns  zuerst  gewählte  Stelle  z 
an,  da  wir  rings  um  dieselbe  herum  eine  Umgebung  abgrenzen  konnten, 
in  der  die  Potenzreihe  überall  convergiert. 

Indem  wir  zusammenfassen,  gelangen  wir  mit  Rücksicht  auf  die 
Willkür  der  Auswahl  unserer  gedachten  Stelle  z  zu  folgendem  Theoreme: 
Wenn  die  Reihe  (10),  in  welcher  p  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  ist, 
convergiert,  so  ist  das  unendliche  Product: 

(n)J7(i-^)/-»..„(^)  =  t  +  4(tT  +  -  +  7(tr 

m  =  l 

convergent  und  stellt  unabhängig  von  der  Reihenfolge  der  Factoren  eine 
ganze  transcendente  Function  mit  den  Nullpunkten  ^1,^27^3^'''  ^^*'- 

Dividieren  wir  nun  mit  dieser  Function  in  die  ursprünglich  vor- 
gelegte ganze  transcendente  Function,  so  ist  der  Quotient  eine  ganze 
Function  ohne  Nullpunkte  und  also  nach  (5)  pg.  149  darstellbar.  Ge- 
statten wir  gleich  noch,  dass  auch  bei  z  =  0  ein  Nullpunkt  beliebiger 
Ordnung  v  liegen  darf,  der  jedoch  in  der  Reihe  ^i,  ■sfg,  ^3,  •  •  •  nicht  mit- 
gezählt wird,  so  entspringt  als  Fundamentalsatz:  Kann  man  eine  end- 
liche, nicht  negative  ganze  Zahl  p  angehen,  für  welche  die  aus  den  Be- 
trägen rjn  =  I  Zm  I  aller  nicht  hei  z  =  0  gelegenen  NullpunTcte  der  ganzen 
Function  G(z)  gehildete  Reihe  (10)  convergiert,  so  gestattet  die  ganze 
Function  G(z)  die  Darstellung: 


(12) 


G{z)  =  e^(^-'  •  ^' 17"  fl  —  7-)  e^"'^'^ 


WO  g(z)  wieder  eine  ganze  Function  ist,  v  eine  nichtrnegative  ganze  Zahl 
hedeutet  und  gm{z)  gegeben  ist  durch: 

Da  die  Zahlen  r^,  von  endlich  vielen  unter  ihnen  abgesehen, 
alle  >  1  sind,  so  wird  die  Reihe  (10),  falls  sie  für  irgend  eine  Zahl  p 
convergent  ist,  auch  für  alle  grösseren  Zahlen  p  convergieren.  In- 
dessen wird  man  für  die  Productdarstellung  (12)  unserer  Function  G{z) 
zweckmässig  die  kleinste  ganze  Zahl  p  heranziehen,  bei  welcher  Con- 
vergenz  von  (10)  vorliegt.  Diese  Zahl  p  wird  als  die  „Höhe"  oder 
das  „Geschlecht"  der  ganzen  Function  G(z)  bezeichnet,  vorausgesetzt, 
dass  die  im  ersten  Factor  der  rechten  Seite  von  (12)  als  Exponent 
von  e  auftretende   ganze  Function  g(z)  rational  und    von    einem  Grade 
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^p  ist.  Falls  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  liefert  der  Grad  von 
g{z)  die  „Röhe'^  oder  das  „Geschlecht"  von  G{zY). 

Die  Reihe  (5)  liefert,  die  Convergenz  der  Reihe  (10)  immer  voraus- 
gesetzt, im  v^esentlichen  die  Function  log  G{z)-^  man  hat  nämlich: 

(14)     log  G{z)  =  5r(^)  +  ,,  log  0  +  y  flog  A  _  f)  +  g^^.j  . 

Die  Natur  der  hier  rechts  stehenden  Reihe  ist  die,  dass  zwar  an  der 
einzelnen  Nullstelle  Zj^  stets  eines  oder  einige  ihrer  Glieder  logarith- 
misch unendlich  werden,  dass  aber  eventuell  von  solchen  einzelnen 
Gliedern  abgesehen  die  Reihe  für  alle  endlichen  Werte  z  unbedingt 
und  gleichmässig  convergent  ist. 

Bilden  wir  nunmehr  die  abgeleitete  Reihe: 

^1  L  '^  "*  ^m  ^m  Zl   J 

indem  wir  den  Ausdruck  von  gm{z)  explicit  benutzen,  so  ist  zunächst 
wieder  die  unbedingte  und  gleichmässige  Convergenz  dieser  Reihe  für  alle 
endlichen  z  beweisbar,  sofern  wir  nur  an  den  Stellen  z^  je  von  dem 
einen  unendlich  werdendem  Gliede  bez.  im  Falle  eines  mehrfachen 
Nullpunktes  von  G{z)  von  den  unendlich  werdenden  Gliedern  absehen. 
In  der  That  gilt  hier  durchaus  die  obige  Betrachtung.  Man  wähle 
irgend  ein  endliches  z,  sehe  von  den  Gliedern  mit  |  ^^^^  |  _<  |  ^  |  ab  und 
entwickele  das  einzelne  der  übrigen  Glieder  unter  Benutzung  von:  i 


1 1 z_ £l_^ 

^  —  z^  z^         ^2  s    ~  TT 


Zl 


nach  Potenzen  von  z,  wobei  die  Anfangsglieder  bis  — ausfallen. 

m 

Man    wird   dann  genau  wie   oben   fortfahren  und  unter  Voraussetzung 
der  Convergenz  der  Reihe  (10)  die  unbedingte  und  gleichmässige  Con- 
vergenz unserer  Reihe  erkennen.     Es  zeigt  sich  sogar,  dass  die  gleiche  ; 
Überlegung  noch  sehr  viel  weiter  reicht;  man  kann  mit  derselben  im  1 


*)  An  dieser  Stelle  setzen  die  wertvollen  neueren  Untersuchungen  Hada- 
mard's  über  ganze  transcendente  Functionen  ein.  Dieselben  decken  einen  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Coefficienten  a^  der  Potenzreihenentwicklung  von 
G{z)  einerseits  und  dem  Geschlecht,  resp.  der  in  (12)  auftretenden  ganzen  Func- 
tion g{z)  andrerseits  auf.  Es  wird  geradezu  ein  Theorem  entwickelt,  auf  Grund 
dessen  man  aus  der  Abnahme  der  Beträge  |  a^  \  mit  wachsendem  n  auf  das  Ge- 
schlecht von  G{z)  zu  schliessen  vermag.  Cf.  J.  Hadamard  „Etüde  sur  les  pro- 
prietes  des  fonctions  entüres  en  particuUer  d'une  fonction  consideree  par  Riemann", 
Joum.  de  Math.,  4*6  Reihe,  Bd.  9  (1893). 


i 
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gleichen  Umfange  wie  für  (15)  die  absolute  Convergenz  derjenigen 
Reihe  zeigen,  welche  man  aus  der  Reihe  (5)  durch  beliebig  oft  wieder- 
holtes, sagen  wir  w-maliges,  Differenzieren  der  einzelnen  Glieder  erzielt. 
Der  einzige  Unterschied  ist,  dass  man  im  Verlaufe  der  Überlegung  an 

Stelle  der  Convergenz  der  geometrischen  Reihe  (1  +  Ö"  +  2^  +  9'^  H ) 

für  g  <1  diejenige  der  binomischen  Reihe  für  (1  —  q)-'^  benutzen  muss. 
Wir  stützen  uns  nun  auf  das  Differentialtheorem  von  pg.  124,  in- 
dem wir  den  Satz  aussprechen,  dass  wir  für  jedes  endliche  z  vermöge 
der  eben  gedachten  abgeleiteten  Beihen  auch  wirklich  die  Ableitungen  der 
Function  log  G-(/)  darstellen  können: 

(dlogGiz)        dg{z)         V         ^/     1        I     1     ,     ^      ,        4_  ^''~'\ 


(16) 


dz  dz 


dnogG{z)^d^g(z)        v         'Sr\  (  _}_ \ Ü (j)-l)g^" 


dz^  dz'  Z'       ^\{z-z^) 


-). 


Dass  diese  Darstellungen  auch  für  die  Nullpunkte  ^X7  hj  '  '  '  gelten, 
folgt  freilich  aus  dem  citierten  Theoreme  nicht  ohne  weiteres.  Man 
erkennt  dies  aber  für  den  einzelnen  etwa  i/-fachen  Nullpunkt  Zm  leicht, 
indem  man  die  durchlaufene  Betrachtung  zunächst  auf  die  ganze 
Function: 

e(.).(i-^pr-»« 

angewandt  denkt. 

§  20.    Productdarstellung  der  Function  sin  nz. 

Eines  der  einfachsten  Beispiele  zu  den  Erörterungen  des  vorigen 
Paragraphen  liefert  die  Function  sin  nz,  welche  eine  ganze  trans- 
cendente  Function  mit  lauter  einfachen  bei  0,4:l>ib2;l[l^;--  ge- 
legenen Nullpunkten  ist.     Die  Reihe  (10)  pg.  154  wird  hier: 

4i+(ir+(ir+(Tr+--]- 

Dieselbe  ist  noch  nicht  für  p  ==  0,  wohl  aber  für  p  =  1  convergent. 
Es  gilt  nämlich  die  Ungleichung: 

Hiernach  haben  wir,  da  die  Anordnung  der  Factoren  beliebig  wähl- 
bar ist,  folgenden  Ansatz: 
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sin  7t z  =  e^W  •  z  j  1 '  /l ^\  e'"  ^ 

wobei   durch   den    oberen    Index    am    Productzeichen    angedeutet    sein 
soll,  dass  w  =  0  bei  der  Productbildung  auszulassen  ist. 

Fasst  man  je   die   beiden  Factoren  für  m   und   —  m  in  eins  zu- 
sammen, so  folgt: 

sin;r^  =  e^W.0jJ(l_i;). 


m  =  l 


Die  Function  g{z)  ist  hier  constant  =  log;r,  so  dass  die  Product- 
dar Stellung  von  sin  %z  geleistet  wird  durch: 

(1)  rin..  =  :r.]7'(l-^)/  =  ^^2Y(l_ll). 


TO  =  — CO 


m  =  l 


Zum  Beweise  der  Angabe  über  g{z)  berufen  wir  uns  der  Kürze  halber 
auf  die  für  jede  endliche  Zahl  n  gültige  Gleichung: 

2- 


9xn%z 


wsin 


n  — 1 

2 

u 


welche   für  lim.  w  =  oo   die   zweite  Darstellung  (1)  von  sin  nz  liefert. 
Aus  (1)  folgt  nach  der  ersten  Formel  (16)  pg.  157  als  „Partial- 
bruchreihe"  der  Function  ctgjr^: 


(2) 


,ctg«=i-  +  2''G-^+^). 


wo  der  Index  am  Summenzeichen  wieder  andeuten  soll,  dass  m  =  0 
auszulassen  ist.  Unter  Zusammenfassung  jeweils  der  zu  m  und  —  m 
gehörenden  Glieder  folgt: 


(3)      .etg..  =  |+^(-l^  +  -l_)  =  J-+^ 


2Z 


Ist  I  ^;  I  <  1,  so  können  wir  die  hier  auftretende  Summe  nach  den 
Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen  in  eine  convergente  Potenzreihe 
verwandeln.     Man  hat  des  näheren: 


I 


X,  z' 

m  =  l 


2z 


m=l  n=l 


Ordnet  man  rechts  nach  ansteigenden  Potenzen  von  z^  so  folgt: 
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«^  .  Ctg  Ä^  =  1  -  2^  anz' « ,       a„  =^  (-)     • 


w  =  l 


Damit  aber  haben  wir  die  Mac  Laurin'sclie  Reihenentwicklung  der 
Function  nz  ■  cig  tcz  gewonnen,  welche  auch  nach  (6)  pg.  131  direct 
berechnet  werden  kann  und  alsdann  folgende  Anfangsglieder  hat: 

nz  ■  ctg  nz==\—~  {nzf  —  ^  {nzf  —  —  (nzf . 

Die  Vergleichung  der  hier  auftretenden  Coefficienten  mit  denen 
der  voraufgehenden  Potenzreihe  liefert  die  folgenden  bemerkenswerten 
Formeln : 

1 -4- -i  ^- -  4- - -4- •  •  •  =  - 


(4) 


4^ 
-'-"VoTlöT'TTTT" 


90' 


1      .      1      ■      1      >  «* 


-'^  "r   2^     •"  3^  "T"  46     1 


945  ' 


Aufgabe  1.     Man  leite    die    Productdarstellung   der   Function    cos  nz    ab, 

welche  wie  sin  nz  eine  ganze  transcendente  Function  des  Geschlechtes  1  ist. 

Aufgabe  2.     Man  entwickele  aus  der  Froductformel  für  cos tt^;  die  Partial- 

bruchreihe  für  tgitz. 

2 
Aufeabe  3.     Es  ist  auf  Grund  der  Formel  tg  nz  4-  ctgnz=  — — - —  die 

Partialbruchreihe  für  -. zu  entwickeln. 


§  21.    Die  T- Function. 

Zufolge  der  Entwicklung  von  log  (1  -f-  x)  nach  Potenzen   von  x 
gilt  für  alle  ganzen  Zahlen  m  >  0  die  Ungleichung: 

0  <  -  —  log  (1  +  -)  <  ^  • 

Summiert   man    diese    Ungleichungen    für  m  =  1  bis  00,   so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  (4)  §  20: 


m=l 


Die  hier  auftretende  »Reihe  aus  lauter  positiven  Gliedern  ist  also  con- 
vergent.  Ihr  Summenwert,  der  C  genannt  werden  soll,  ist  angenähert 
0,5772156649  •  •  •  ;  man  bezeichnet  diesen  Wert  C  als  die  „Euler'sdie" 
oder  „Mascheronische"  Constante.  Übrigens  kann  man  das  Ergebnis 
auch  durch  die  Grrenzformel  ausdrücken: 
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«       ^r.[i  +  Y  +  T  +  --+;^i"i«g'»]  =  «-- 

Wir  nehmen  nun  eine  Hälftung  des  ersten  in  (1)  pg.  158  für 
sin  nz  gegebenen  Productes  in  der  Art  vor,  dass  wir  die  zu  den  posi- 
tiven m  gehörenden  Factoren  fortlassen.  Das  übrig  bleibende  Product 
versehen  wir  noch  mit  einem  Exponentialfactor  e^^,  wobei  der  Coeffi- 
cient  a  so   gewählt  sein  soll,    dass   die  ganze  transcendente  Function: 

m  =  i 

für  B  =  1  selbst  den  Wert  1  annimmt.     Da  man  hat: 

log  e(.)  =  «.  +  log  .  -^  [^  -  log  ("li^)], 

m  =  l 

SO  muss  man  a  gleich  der  Euler'schen  Constanten  G  setzen. 

Den  reciproken  Wert  der  ganzen  Function  G-(ß)  bezeichnet  man 
als  „Gammafunction''  ^{^)' 

.00  z 

(2)  r«  =  ^^'-/I(l  +  ^)^""- 

Die  F- Function  ist  hiernach  eine  transcendente  Function,  ivelche  an  den 
Stellen  z  =  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  -lauter  einfache  Pole  hat,  übrigens  aber 
für  alle  endlichen  Werte  2  regulär  und  nicht-verschwindend  ist  und  bei 
2  =  oo  einen  wesentlich  singulären  Funkt  besitzt*). 

Unter  Benutzung  von  (1)  können  wir  den  reciproken  Wert  der 
F- Function  als  Grenzwert  des  Ausdrucks: 

für  lim.  m  =  oo  ansehen.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  leicht  in  den 
folgenden  zusammenziehen: 

e-iog(m^)  .  ^  .  ^  +  1  .  ^  +  2  _  z  +  Z  _  _  _  z  +  m-1  _ 


*)  Die  Bezeichnung  T- Function  rührt  von  Legendre  her;  die  erste  Unter- 
suchung dieser  und  anderer  damit  verwandter  Functionen  hat  Euler  angestellt. 
In  diesen  sowie  in  den  meisten  späteren  Darstellungen  wird  an  eine  Integral- 
formel für  die  jT-Function: 


'{z)=faf-^ 


'  dx 


angeknüpft.     Die  genannten  Untersuchungen  bleiben   übrigens  auf  reelle   Argu- 
mente 3  beschränkt. 
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Man  gelangt  hier  zu  derjenigen  Definitionsgleicliung,  welche  Gauss*) 
für  die  JT- Function  gegeben  hat: 

(3)  r(z)  =  lim.  fm— 1  .  -i  .  -4-r  •  -^ ~ 1- 

Um  einige  Fundamentalformeln  für  die  JT- Function  abzuleiten,  be- 
merken wir  erstlich,  dass  offenbar  der  Quotient  von  zFiz)  und  r{ii-\-\) 
eine  ganze  transcendente  Function  ohne  Nullpunkte  ist  und  als  solche 
in  der  Gestalt  e^(^)  dargestellt  werden  kann.  Aber  diese  letztere  Ex- 
ponentialfunction  ist  constant  gleich  I5  denn  aus  (3)  ergiebt  sich  leicht: 

l^l±^  =  lim.  (-^)  =  1. 
Es  gilt  also  die  Begel: 

(4)  r{z  +  i)  =  zr{z). 

Hieraus  kann  man  mit  Rücksicht  auf  jr(l)  =  1  den  Wert  der  F- Func- 
tion für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  z  =  n  durch  Recursion  berechnen; 
offenbar  ergiebt  sich: 

(5)  r{n)  =  (w  —  1) !  ==  1  .  2  ■  3  •  •  •  (w  —  1) , 

was  man  übrigens   auch  aus   der  vorhin   unter  dem   Texte  erwähnten 
Integraldarstellung  von  r{z)  leicht  folgern  kann. 
Aus  (2)  entnimmt  man: 

r{z)r{-z)^~^^TI  V~m)^"- 

tn= — 00 

Setzt  man  hier  —-  0  r{—  z)  =  r(l  —  z),  so  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  (1)  pg.  158  als  Beziehung  der  F-Function  zum  Sinus: 

(6)  r(z)r{i-z) 


simtz 


Es  folgt  für  ^=Y  bei  Benutzung  von  (4): 

(7)  r{^  =  y^,     r(|)  =  i-i/i,.... 

Für  irgend  eine  ganze  Zahl  w  >  1  schliesst  man  aus  (6)  auf: 


n 


)  Siehe  die  „Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam  1  -) ^  x-\ " 

1  .  y 

Art.  18  ff. ,   Gauss'  Werke  Bd.  3  pg.  144.      An   Stelle  von    r{z)  wird  daselbst  die 
Bezeichnung  n{z  —  l)  gebraucht. 
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Das  rechts  im  Nenner  stehende  Sinusproduct  hat,  wie  man  in  der  Kreis- 
teilungstheorie*) zeigt,  den  Wert     ^_^_     Da  die  JT-Function  für  reelle 

positive  Argumente  selber  positiv  und  reell  ist,  so  besteht  hiernach  für 
r{z)  die  weitere  Regel: 


(«)       ^(^)r(i)-rr-^)= 


n— 1 

(2«)    2 


V'^ 


n 


Formel  (8)   soll  jetzt  endlich  noch  verallgemeinert  werden.     Man 

j     2     3 

bemerke,    dass    r(nz)    die    Pole  0,   — , , ,•••  hat,   und    dass 

eben  dasselbe  vom  Producte: 

rwr(.  +  i)r(.  +  A)...r(.  +  ^) 

gilt.      Dies    Product    ist    somit    in    der   Grestalt  e^(^)  r(nz)   darstellbar. 
Es  muss  nun  g(z)  notwendig  eine  lineare  Function  sein;  denn  in  den     5 
Productdarstellungen  (2)  aller  hier  auftretenden  JT- Functionen  kommen 
überall  nur  Exponentialfactoren  mit  linearen  Functionen  von  z  in  den 
Exponenten   vor,   so  dass,  falls: 

r(.)  r(.  +  1) . . .  r  (.  +  ^)  =  .^(')  r{nz) 

in  z  identisch  bestehen  soll,  g{z)  selbst   den  ersten  Grad  nicht  über- 
steigen kann.     Wir  setzen  demnach  an: 

(9)    r{z)  r(.  -f  1)  r(^  + 1) .  •  •  r[z  +  ^)  =  ae^^rinz), 

wo  a  und  h  constante   Grössen  sind.     Zur  Bestimmung  der  letzteren 

setzen  wir  erstlich  z  -\ an   Stelle   von  z  ein   und  finden  unter  Be- 

nutzung  der  Regel  (4): 

r  (^  +  i-)  r(.  +  ^) . . .  r(z  +  ^)  •  ^r(^)  =a/^+^-  n^r^. 


Die  betreffende  Rechnung  ist  kurz  die  folgende.     Erstlich  hat  man: 

VTti                 VTti  ^  ,■  "       ^ 

n  —  1  n  —  1 __  "'     "^„        n — 1  2r7tt' 


n    .^1 


Die  rechte  Seite  wird  man  leicht  weiter  zusammenfassen,  wobei  man  den  Wert 
des  Productes  aus  der  Gleichung: 

n  —  1  2  VTti 

v  =  l 

für  a;  =  1  zu  w  bestimmt.    Damit  ist  die  Angabe  des  Textes  verificiert. 
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6 

Die  Division  dieser  Gleichung  durch  die  voraufgehende  liefert  we"  =1, 
so  dass  e*  =  —  wird.  Tragen  wir  andrerseits  ^  =  0  in  Gleichung  (9) 
ein  und  berücksichtigen,  dass  lim.  {z  T{Z))  =  1  gilt,  so  folgt  unter 
Benutzung  der  Formel  (8): 

n  —  X 
(27t)     2  1 


V 


n 


n 


Für  die  F- Function  hesteht  hiernach  die  Formel: 

(10)   r(.)r(.  +  i)r(.  +  |)...r(.  +  ti^) 

n  — 1 

=  (23r)"^~  Yn  •  n-^'  r(ng)  ■ 

§  22.  Mehrdeutige  Functionen.    Zweiblättrige  Riemann'sehe  Flächen. 

Bei  der  analytischen  Fortsetzung  einer  Function  längs  einer  ge- 
schlossenen Curve  wird  man  in  dem  Falle,  dass  im  Innern  jener  Curve 
irreguläre  Punkte  der  Function  liegen,  nicht  notwendig  zu  den  an- 
fänglichen Werten  der  Function  zurückgeführt  werden.  Gelangt  man 
zu  neuen  Functions  werten,  so  liegt  eine  „mehrdeutige"  Function  vor; 
und  wir  besitzen  dann  in  der  zugehörigen  „Riemann' sehen  Fläche"  über 
der  ^ -Ebene  oder  der  ^-Kugel  ein  wertvolles  Hilfsmittel  zur  Veran- 
schaulichung des  „Verlaufs"  der  fraglichen  Function. 

Bei  der  Betrachtung  der  conformen  Abbildungen  in  §§  1  bis  5  haben 
wir  bereits  einige  Beispiele  mehrdeutiger  Functionen  und  Hiemann- 
scher  Flächen  kennen  gelernt.  Insbesondere  knüpfen  wir  jetzt  noch- 
mals an  die  unendlich- vieldeutige  Function  log  2  an,  deren  zugehörige 
unendlich-vielbrättrige  Fläche  wir  pg.  99  beschrieben.  Es  ist  nämlich 
interessant,  hier  noch  diejenige  Auffassung  der  Vieldeutigkeit  von  log  z 
zu  erwähnen,  welche  Gauss  in  seinem  pg.  75  genannten  Briefe  an 
Bessel  entwickelt.  Gauss  knüpft  daselbst  an  die  Darstellung  der  Func- 
tion log  z  durch  das  bestimmte  Integral: 


z 

(1)  log^=/- 


dz 

z 


und  erörtert  die  Grundeigenschaften  der  „complexen  Integrale"  an 
diesem  Beispiele.  Aus  unseren  obigen  Theoremen  geht  ohne  weiteres 
hervor,  dass  der  Integralwert  unverändert  bleibt,  wenn  man  die  Inte- 
grationscurve  unter  Festhaltung  ihres  Anfangs-  und  Endpunktes  derart 
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stetig  deformiert,  dass  man  sie  weder  über  den  irregulären  Punkt  2  =  0 

der  zu  integrierenden  Function  — ,  noch  über  den  Punkt  ^  =  00  des 

Residuums  —  1  hinwegschiebt.  Ein  geschlossener  Umlauf  um  den 
irregulären  Punkt  3  =  0  (der  auch  als  Umlauf  um  ^  =  00  aufgefasst 
werden  kann)  liefert  aber  als  Zuwachs  des  Integrales  den  Betrag  2  in. 
Daraufhin  gelangt  man  nun  vermöge  beliebig  oft  wiederholter  Um- 
läufe dieser  Art  direct  zu  der  oben  bereits  besprochenen  Vieldeutigkeit 
unserer  Function  zurück  (cf.  pg.  97).  — 

Zur  Vorbereitung  späterer  Entwicklungen  wollen  wir  hier  nun  vor 
allem  solche  ziveideutige  Functionen  Z  betrachten,  welche  definiert  sind 
durch  quadratische  Gleichungen: 

(2)  g,{z)Z'  +  g,{,)Z+g,{z)  =  0 

mit  ganzen  rationalen  Functionen  ^o(^),  g-iiz),  gi{z)  als  Coefficienten, 
von  denen  g^  und  g.^  nicht  mit  0  identisch  sein  sollen.  Durch  Auf- 
lösung nach  Z  gewinnt  man  zunächst: 


Z  = 


9ii^)±V9xi^r-i9oi^)9,{^) 


^9oi^) 

Unter  dem  Wurzelzeichen  steht  wieder  eine  ganze  Function.  Man  zer- 
lege dieselben  in  ihre  Linearfactoren  und  wolle,  falls  mehrfach  auf- 
tretende Linearfactoren  vorhanden  sind,  einen  möglichst  grossen  qua- 
dratischen Bestandteil  absondern  und  vor  das  Wurzelzeichen  ziehen. 
Man  gewinnt  so: 


(3)  Z=^RM±R,(,)yG(zj, 

wobei   die  ganze  Function   G(z)  von  einem  Grade  w  >  0  sei  und  die 
Linearfactoren  Zerlegung : 

(4)  G{0)  =  {z-  z,)  {z-z,)-.-{z-  z:) 

mit  lauter  von  einander  verschiedenen  Factoren  darbieten  wird. 

Die  Hauptfrage  ist,  an  welchen  Stellen  Verzweigungspunkte  unserer 
zweideutigen  Function  Z  gelegen  sein  mögen.  Nun  wird  aber  offenbar 
Z  überall  da  eindeutig  sein,  wo  dies  von  der  etwa  durch  w  zu  be- 
zeichnenden Wurzel  w  =  YG(z)  gilt.  Diese  Function  w  kann  als 
Product  der  n  Functionen  Yz  —  z^,  Yz  —  z^,  ■  ■  ,  Y^  —  ^n  angesehen 
werden,  deren  einzelne  in  §  3  pg.  89  untersucht  wurde.  Wir  stellten 
daselbst  fest,  dass  die  Function  Y^  bei  ^  ==  0  und  z  =  00  Verzweigungs- 
punkte besass,  insofern  bei  einmaligem  Umlauf  um  einen  dieser  beiden 
Punkte  Y^  in  —  Y^  überging,  dass  dagegen  "j/^  in  der  nächsten  Umgebung 
jedes  anderen  Punktes  eindeutig  ist.     Es  folgt,  dass  ]/^  —  Zk  allein  die 


Mehrdeutige  Functionen.  165 

Punkte  2!k  und  oo  zu  Verzweigungspunkten  hat.  In  der  nächsten 
Umgebung  von  2k  sind  die  übrigen  Wurzeln  Yz  —  ^i,  •  •,  V^  —  ^k—i, 
y^  —  ^4+1,  •  •,  V^  —  ^n  eindeutige  Functionen:  es  wird  somit  iv  bei 
^k  einen  Verzweigungspunkt  haben,  Führen  wir  auf  der  ^-Kugel  einen 
einmaligen  Umlauf  um  0=00  aus,  der  keinen  der  Verzweigungspunkte 
z^,--,2n  einschliesst,  so  erfährt  jede  der  Wurzeln  Y^i  —  0k  einen 
Zeichenwechsel.  Somit  wird  w  =  |/(t  (z)  bei  diesem  Umlauf  zu  seinem 
Anfangswert  zurückkehren  oder  einen  Zeichenwechsel  erfahren,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  durch  die  quadratische  Gleichung  (2) 
definierte  zweideutige  Function  Z  hat  die  n  Verzweigungspunkte  z^jZ^r  -,  ^n, 
zu  denen  stets  und  nur  dann  noch  als  (n  -\-  1)*^''  VerzweigungspunJct  der 
Punkt  00  hinzutritt,  wenn  n  ungerade  ist. 

Man  wolle  jetzt  einen  einmaligen  geschlossenen  Umlauf  um  v  Ver- 
zweigungspunkte ausführen,  welcher  somit  auf  der  ^- Kugel  v  Ver- 
zweigungspunkte von  den  (n  —  v)  bez.  (w  -j-  1  —  v)  übrigen  trennt. 
Bei  diesem  Umlauf  wird  offenbar  Z  seinen  Anfangswert  am  Schlüsse 
wieder  annehmen  oder  einen  Zeichen  Wechsel  erfahren,  je  nachdem  v 
gerade  oder  ungerade  ist.  Wir  können  daraufhin  die  Zweideutigkeit 
der  Function  Z  auf  folgende  Art  durch  eine  zugehörige  zweiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  versinnlichen.  Es  sollen  zwei  Exemplare  der 
/8f-Ebene  (0-Kugel)  über  einander  geschichtet  werden,  und  in  ihnen 
sollen  die  n  bez.  (n  -\-  1)  Verzweigungspunkte  markiert  werden.  Man 
führe  sodann  einen  durch  beide  Blätter  hindurchgehenden  Schnitt  von 
z^  nach  z^,  einen  zweiten  ebensolchen  Schnitt  von  z^  nach  z^,  einen 
dritten  von  Zk,  nach  Zg,  einen  letzten  von  Zn—i  nach  Zn  resp.  von  Zn 
nach  cx).  Über  die  Gestalt  dieser  Schnitte  soll  weiter  nichts  festgesetzt 
sein,  als  dass  kein  folgender  einem  schon  gezeichneten  Schnitte  irgendwo 
unendlich  nahe  kommen  soll.  Die  vier  Ränder  des  einzelnen  Schnittes 
sollen  nun  nicht,  wie  sie  ursprünglich  zusammenhingen,  sondern  über 
Kreuz  wieder  aneinander  geheftet  werden,  d.  h.  der  einzelne  obere  Rand 
an    den    gegenüberliegenden  unteren  Rand.      Führt  man  dies  für  alle 

-r-  bez.     ~r     Schnitte   aus,   so  hat  man  in  der  That  eine  zweiblättrige 

Riemann'sche  Fläche  gewonnen,  in  welcher  die  durch  Gleichung  (3)  ge- 
gebene Function  Z  eine  „vom  einzelnen  Punkt  der  FläcJie"  eindeutig  ab- 
hängige Function  ist. 

Man  wird  sich  dies  mit  Hilfe  von  Figur  36  vermöge  des  an  die 
Spitze  des  vorigen  Absatzes  gestellten  Satzes  leicht  deutlich  machen. 
Die  einzelnen  „Verzweigungsschnitte"  sind  hier  durch  S-^,S^,---  bezeichnet. 
Eine  in  der  Fläche  verlaufende  Curve  wird  beim  Passieren  eines  Ver- 
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Fig.  36. 


Zweigungsschnittes  jedesmal  aus  dem 
einen  Blatte   der  Fläche   in  das  an 
dere  führen.      Die  in  der  Figur  ge- 
zeichneten   Curven    sollen,    wo    sie 
punktiert  sind,  als  im  unteren  Blatte 
der  Fläche  gelegen  vorgestellt  wer- 
den.     Die    Curve   C^  wird   den  Zu- 
sammenhang der  Fläche  in  der  Um- 
gebung   eines  Verzweigungspunktes 
angeben-,    diese    Curve    liefert  nach 
zweimaligem  Umlauf  um  ^^  eine  auf 
der  Fläche  geschlossene  Curve.     Die  Curven  C^  und  C^  stellen  einmalige 
Umläufe  um  je  zwei  Verzweigungspunkte  dar;  sie  müssen  also  im  oberen 
Blatte  endigen,  wenn  sie  eben  da  beginnen. 

Übrigens  bemerke  man  noch,  dass  hier  eine  grosse  Willkür  in 
der  Auswahl  unserer  Riemann'schen  Fläche  übrig  bleibt.  Einmal  ist 
keinerlei  bestimmte  Reihenfolge  vorgeschrieben,  in  welcher  die  Ver- 
zweigungspunkte mit  2^,  ^27  •  •  •  bezeichnet  wurden.  Sodann  erkannten 
wir  auch  bereits  den  Verlauf  der  Verzweigungsschnitte  zwischen  je 
zwei  Verzweigungspunkten  als  sehr  willkürlich  wählbar.  Indessen  ist 
jede  unserer  Vorschrift  entsprechende  Fläche  zur  Veranschaulichung 
des  Verlauf  der  Function  Z  brauchbar.  — 

Es  ist  nun  höchst  bemerkenswert,  dass  die  einzelne  unserer  Rie- 
mann'schen  Flächen  ein  „mehrfach  zusammenhängendes"  Gebilde  in  dem- 
selben Sinne  darstellt,  wie  wir  oben  (pg.  102  ff.)  von  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Bereichen  sprachen.  In  Figur  37  ist  zunächst  ein 
dreifach   zusammenhängender  Bereich    durch   die   drei   Randcurven   C^, 

C2,  Cg  eingegrenzt.  In  diesem  Be- 
reiche sind  zwei  sogen.  „  Querschnitte" 
^1  und  Q^  gezogen,  von  denen  der 
erste  einen  Randpunkt  von  C^  mit 
einem  von  C^  verbindet,  während 
der  zweite  von  einem  Punkte  der 
Curve  C3  zu  einem  solchen  von  Q^ 
läuft.  Führt  man  diese  beiden 
Schnitte  als  solche  wirklich  aus,  so 
ist  dadurch  unser  ursprünglich  drei- 
fach zusammenhängender  Bereich  in  einen  einfach  zusammenhängenden 
verwandelt. 

Wir  haben  hiermit  einen  für  die  allgemeine  Theorie  der  mehr- 
deutigen, speciell  der  sogen,  algebraischen  Functionen  höchst  wichtigen 


Fig.  37. 
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Gegenstand  berührt.  Man  Tiann  geradezu  einen  Bereich  dann  als  einen 
n-fach  zusammenhängenden  hezeichnen,  wenn  er  durch  (n  —  1)  passend  ge- 
wählte Querschnitte  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  verwandelt 
werden  Jcann*). 

Ohne  auf  die  hier  in  Betracht  kommenden  allgemeinen  Erörte- 
rungen weiter  einzugehen,  kehren  wir  zu  unseren  zweiblättrigen  Rie- 
mann'schen  Flächen  zurück  und  wollen  das  für  uns  weiterhin  wichtigste 
Beispiel  einer  solchen  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  besonders 
betrachten.  Es  gilt  der  Satz,  dass  unsere  zweihlätterige  Riemann'sche 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  ein  „dreifach'^  zusammenhängendes 
Gebilde  darstellt. 

Man  wolle  nämlich  erstlich  die  in  Figur  38  mit  Q^  bezeichnete 
im  oberen  Blatte  gelegene  Curve  als  Schnitt  einführen.  Dieser  Schnitt 
verbindet  freilich  nicht  wie  die  Schnitte  in  Figur  37  zwei  Randpunkte 
des  Bereiches,  der  ja  hier  als  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  zu- 
nächst überhaupt  keine  Randpunkte  besitzt;  der  Schnitt  Q^  kehrt  viel- 
mehr in  sich  selbst  zurück  und  heisst  in  diesem  Sinne  auch  wohl 
„Rückkehrschnitt".  Nach  Ausführung  von  Q^  ziehe  man  einen  zweiten 
Querschnitt  ^2  von  einem  „Uferpunkte" 
des  Schnittes  Q^  nach  dem  gegenüber- 
liegenden Punkte  des  anderen  Ufers. 
Durch  diese  beiden  Schnitte  wird  die 
Fläche  noch  nicht  in  getrennte  Teile 
zerschnitten;  denn  man  kann  in  der  Fig.  ss. 

Fläche  ohne  Überschreitung  von  Q^ 
oder  ^2  von  jedem  Uferpunkte  eines  dieser  Schnitte  zum  gegenüber- 
liegenden Uferpunkte  gelangen,  so  dass  weder  Q^  noch  Q^  eine  Trenn- 
linie zerfallender  Teile  der  Fläche  sein  kann.  Unsere  ursprüngliche, 
d.  i.  noch  nicht  mit  den  Querschnitten  Q^,  Q^  versehene  Fläche  ist 
demnach  wenigstens  dreifach  zusammenhängend. 

Etwas  schwieriger  ist  einzusehen,  dass  sie  auch  keinen  höheren 
Zusammenhang  besitzt.  Dies  ergiebt  sich  aus  der  Thatsache,  dass  sich 
unsere  Fläche  wechselweise  eindeutig  und  stetig  auf  die  Oberfläche  eines 
Kreisringes  beziehen  lässt,  und  dass  sie  eben  deshalb  denselben  „Grad" 
des  Zusammenhanges  besitzt,  wie  die  Kreisringfläche. 

Es  lässt  sich  in  der  That  eine  „stetige  Deformation"  unserer 
Fläche    vornehmen,    bei    der    dieselbe    schliesslich   die   Gestalt  der  ge- 


*)  Vergl.  z.  B.  H.  Durege  „Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plexen  Variabelen"  3.  Aufl.,  Leipzig  (1882),  neunter  Abschnitt. 
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nannten  Ringoberfläche  annehmen  wird.  Bei  dieser  Umgestaltung 
kommt  es  nur  auf  die  Lagen-  und  die  Zusammenhangsverhält- 
nisse unserer  Fläche,  nicht  auf  deren  Massverhältnisse  an-,  man 
sagt,  es  handele  sich  um  eine  Betrachtung  im  Sinne  der  „analysis 
Situs". 

Um  die  fragliche  Deformation  zu  vollziehen,  tragen  wir  zunächst 
Sorge,  dass  die  vier  Verzweigungspunkte  auf  der  reellen  ^-Axe  liegen, 
was  nötigenfalls  durch  stetige  Verschiebung  dieser  Punkte  erreichbar 
ist.  Die  Verzweigungsschnitte  denken  wir  dann  gleichfalls  längs  der 
reellen  0-Axe  geführt.  Die  beiden  Blätter  der  Fläche  waren  ursprüng- 
lich dadurch  in  Zusammenhang  gesetzt,  dass  die  Ränder  der  beiden  Ver- 
zweigungsschnitte über  Kreuz  aneinander  geheftet  wurden.  Wir  wollen 
jetzt  das  obere  Blatt  vor  Ausführung  dieser  Heftung  um  die  reelle  Axe 

umklappen,  so  dass  der  Punkt 
(x-{-iy)  des  oberen  Blattes  über 
den    Punkt  (x  —  iy)    des  un- 
teren zu  liegen  kommt.     Soll 
jetzt  die  Heftung  vorgenommen 
werden,    so    sind    die  Ränder 
nicht  über  Kreuz  einander  zu- 
zuordnen, sondern  der  einzelne 
Rand    des    oberen   Blattes  ist 
an  den  direct  darunter  liegen- 
den Rand  zu  heften.     Wir  können  die  Fläche  in  ihrer  jetzt  gewonnenen 
Gestalt  am   besten  versinnlichen,  wenn  wir  die  beiden  Verzweigungs- 
schnitte   schlitzartig    erweitern    und    übrigens 
beide  Blätter  ein  wenig  auseinander  treiben.    So 
entsteht    das    in    Figur  39    gegebene    Bild,    in 
welchem  man  sich  beide  Blätter  natürlich  über 
die  äusseren  Randcurven  fortgesetzt  denken  muss. 
Wir  können  diese  Fortsetzung  und  namentlich 
den    Zusammenhang    beider    Blätter   bei    ihren 
Punkten    oo    dadurch    kenntlich    machen,    dass 
wir  jedem  Blatte  nach  aussen  hin  eine  im  End- 
lichen verlaufende  kugelähnliche  Gestalt  verleihen, 
wie   Figur  40    ausführt.      Man  bemerke,    dass 
die    oberen    Seiten    der    ursprünglichen    beiden 
Blätter  unserer  Fläche   der  Äussenseite  der  in 
Figur  40   dargestellten  Fläche  correspondieren. 
Die  Möglichkeit  der   stetigen  Umformung  der 
lig.  IQ.  jetzt   erhaltenen   Fläche  in   die  Oberfläche  des 


Fig.  39. 


Zweiblättrige  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten. 
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Fig.  41. 


Kreisringes  der  Figur  41  ist  nunmehr  ohne 
weiteres  evident. 

Man  überlege  jetzt,  welche  Rolle  die 
beiden  Querschnitte  Q^,  Q^  auf  dem  Kreis- 
ringe spielen.  Wir  können,  wie  Figur  42 
andeutet,  Q^  in  einfachster  Weise  als  „Meri- 
diankreis", ^2  als  „Parallelkreis"  annehmen. 
Durchschneidet  man  den  Ring  längs  Q^, 
so  kann  man  denselben  auseinander  biegen 
und  ihm  so  die  Gestalt  eines  Kreiscylinders 
verleihen.      Auf   letzterem  wäre  dann,  wie 

Figur  43  linker  Hand  zeigt,  Q^  eine  Mantellinie.  Denken  wir  längs 
letzteren  die  Cylinderfläche  durchschnitten,  so  kann  man  sie  auf 
ebenes,  einfach  zusammenhängendes  Vier- 
eck abwickeln  (cf.  Figur  43).  Unsere 
zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  mit  vier 
Versweigungspunkten  ist  hiernach  in  der 
That  ein  dreifach  zusammenhängendes 
Gebilde;  sie  wird  durch  Ausführung  der 
beiden  Schnitte  Q^,  Q<^  einfach  zusammen- 
hängend und  lässt  sich  eindeutig  und 
stetig  auf  die  Fläche  eines  ebenen  Vierecks 
beziehen,  dessen  Paare  von  Gegenseiten  den 
Uferpaaren  jener  Schnitte  Q^,  Q^  ent- 
sprechen. 

Es  sei  übrigens  hier  nochmals  bemerkt,  dass  es  sich  bei  der 
bildung  unserer  Riemann'schen  Fläche  auf  die  Fläche  eines  einfach 
deckten  Vierecks  zunächst  nur 
um  eine  Betrachtung  im  Sinne 
der  analysis  situs  und  nicht 
um  eine  „conforme"  Abbildung 
handelt.  Erst  im  nächsten 
Kapitel  werden  wir  auf  jeder 
zweiblättrigen  Fläche  unserer 
Art  eine  Function  kennen 
lernen,  welche  bei  geeignetem 
Verlaufe  der   Querschnitte  Q^ 

und    ^2    ^Is    „conformes"  Ab-  ^.^  ^3 

bild  der  Fläche  stets  ein  ein- 
fach bedecktes  und  geradlinig  begrenztes  Parallelogramm  liefert. 


der 


em 


Fig.  42. 


Ab- 
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§  23.  Hauptrichtungen  der  Riemann'schen  Punctionentheorie. 

Die  voraufgehende  Darstellung  musste  sich  in  der  Hauptsache  auf 
die  Grundlagen  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variabelen 
beschränken.  Beim  weiteren  Aufbau  haben  die  Schöpfungen  Rie- 
mann's  einen  besonders  befruchtenden  Einfluss  ausgeübt;  es  sei  erlaubt, 
hier  am  Schlüsse  noch  einige  Angaben  über  die  Hauptrichtungen  zu 
machen,  in  denen  Riemann  gewirkt  hat. 

Zuvörderst  bietet  sich  die  Verallgemeinerung  des  Ansatzes  (2) 
pg.  164  auf  die  Gleichung  n^^^-  Grades: 

(1)  ^o(^)  Z-  +  g, {z)  Z-^  +  g,{,)  Z»-2  +  .  .  .  +  g,{z)  ==  0 

fast  von  selbst  dar.  Hier  sollen  ö'o(^)r  '  "  >  Qni^)  ganze  rationale  Func- 
tionen von  z  sein,  von  denen  g^  und  ^„  nicht  mit  0  identisch  sein 
mögen.  Die  Gleichung  (1)  werden  wir  etwa  als  irreducibel  voraussetzen; 
d.  h.  es  soll  nicht  möglich  sein,  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  zwei 
Factoren  zu  zerlegen,  die  beide  in  z  und  Z  rational  und  ganz  wären. 
Die  durch  solche  Gleichungen  definierbaren  Functionen  Z  von  z  werden 
allgemein  als  algebraische  Functionen  bezeichnet. 

Speciell  die  Gleichung  (1)  definiert  eine  n-deutige  Function  Z  von 
z.  Der  Zusammenhang  der  n  „Zweige"  dieser  Function  wird  versinn- 
licht  werden  können  durch  eine  die  0- Kugel  w-fach  überdeckende  Bie- 
mann'sche  Fläche,  deren  Blätter  in  „Verzweigungspunkten"  zusammen- 
hängen und  über  „Verzeigungsschnitte"  in  einander  übergehen.  In 
dieser  Fläche  ist  Z  eine  eindeutige  Function  des  Ortes,  und  dasselbe 
gilt  mit  Z  offenbar  von  jeder  rationalen  Function  B(Z,  z)  von  Z  und 
z.  Alle  diese  aus  dem  vorliegenden  Z  und  z  zu  bildenden  Functionen 
B{Z,z)  liefern  ein  Functionensystem,  welches  man  nach  Weierstrass 
als  ein  „algebraisches  Gebilde"  bezeichnet.  Es  ist  ein  Fundamentalsatz 
dieser  Theorie,  dass  die  Functionen  R{Z,  z)  auf  der  Fläche  überall  frei 
von  wesentlich  singulären  Punkten  sind. 

Von  grösster  Bedeutung  ist  es,  den  Grad  des  Zusammenhanges  der 
Riemann'schen  Fläche  festzustellen.  Die  Anzahl  der  Verzweigungs- 
punkte ist  in  jedem  Falle  (1)  eine  endliche,  und  der  Grad  des  Zu- 
sammenhanges erweist  sich  als  eine  ungerade  positive  Zahl  (2p  -j-  1). 
Die  hierbei  eintretende  ganze  Zahl  p  heisst  das  „Geschlecht"  der  Fläche; 
es  entspringt  eine  erste  grosse  Einteilung  aller  algebraischen  Gebilde 
nach  dem  Geschlechte  p. 

Einen  besonders  breiten  Raum  nimmt  die  Lehre  von  der  Zer- 
schneidung der  Riemann'schen  Fläche  durch  2p  Schnitte  Qi,  Q2,  •  ■  ■ ,  Qzp 
in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  ein.     Man  gewinnt  hiermit 
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die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  mr  Fläche  lez.  mm  algebraischen 
Gebilde  gehörenden  Integrale: 

fR(Z,z)dz. 

Diese  „algebraischen"  oder  „AbeFschen"  Integrale  ihrerseits  aber  liefern 
den  Eingang  in  die  Theorie  der  ÄbeVschen  Functionen  und  speciell  für 
^  =  1  in  diejenige  der  elliptischen  Functionen,  auf  welche  letztere  wir 
im  nächsten  Kapitel  ausführlich  zurückkommen*). 

Die  Riemann'schen  Ansätze  enthalten  nun  aber  noch  mehr.  Man 
Jcann  durch  eine  Biemann' sehe  Fläche  unserer  Art  ein  zugehöriges  alge- 
braisches Gebilde  geradezu  als  definiert  ansehen,  d.  h.  falls  man  eine 
derartige  Riemann'sche  Fläche  willkürlich  auswählt,  so  giebt  es  gleich- 
wohl stets  eine  und  damit  unendlich  viele  Functionen  Z  von  z,  welche 
von  sich  aus  zu  dieser  Fläche  hingeführt  hätten.  Es  hängt  dies  zu- 
sammen mit  einem  Grundprincip  der  Riemann'schen  Auffassungen,  über 
welches  wir  hier  gleichfalls  kurz  berichten  wollen. 

Ist  f(z)  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  B^  überall 
regulär,  so  geht  aus  dem  Cauchy 'sehen  Satze  (6)  pg.  119  hervor,  dass 
die  Functionswerte  innerhalb  B^  durch  diejenigen  auf  dem  Rande  be- 
reits vollständig  bestimmt  sind.  Wendeln  wir  dies  insbesondere  auf 
den  reellen  Bestandteil  X(x,y)  unserer  Function  an,  so  würden  wir  im 
Anschluss  an  dieses  Sachverhältnis  das  folgende  Problem  formulieren 
können:  Längs  des  Randes  vom  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  B^ 
ist  eine  etwa  stetige  Folge  reeller  Werte  gegeben;  gesucht  ist  eine  der 
Laplace'schen  Differentialgleichung  genügende,  im  Bereiche  B^  überall  ein- 
deutige, stetige  und  differenzierbare  Function  X(x,y),  welche  stetig  in  die 
vorgeschriebenen  Randwerte  übergeht. 

Diese  sogen.  „Randtvertaufgabe"  ist  im  Anschluss  an  Riemann  mit 
neuen  und  weittragenden  Mitteln  für  zahlreiche  Bereiche  B^  von 
Schwarz**)  und  C.  Neumann***)  behandelt;  und  es  ist  letzterem  im 
Verfolg    dieser    Untersuchungen    auch    gelungen,   die   oben   formulierte 

*)  Siehe  über  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  die  beiden  pg.  76 
genannten  Abhandlungen  Riemann's.  Von  neueren  einführenden  Werken  sei 
neben  dem  pg.  76  citierten  Buche  von  Durege  vor  allem  genannt;  Appell  et 
Goursat  „Theorie  des  fonctions  algebriques  et  de  leurs  integrales",  Paris  (1895). 

**)  Siehe  die  Abhandlung  „mer  einen  Grenzübergang  durch  alternierendes  Ver- 
fahren", Vierteljahrsschrift  der  Züricher  naturforsch.  Gesellsch.  von  1870,  sowie 
eine  Mitteilung  in  den  Berliner  Monatsberichten  vom  Oct.  1870. 

***)  Vergl.  die  beiden  Werke  „Untersuchungen  über  das  logarithmische  und 
Newton'sche  Potential"  (Leipzig  1877),  „Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der 
Äbel'schen  Integrale",  2.  Aufl.  (Leipzig,  1884). 
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Behauptung  Riemann's  von  der  Existenz  eines  zugehörigen  algebraischen 
Gebildes  bei  beliebig  gewählter  Fläche  einwandfrei  darzuthun. 

Eine  höchst  folgenreiche  Fassung  des  hier  in  Rede  stehenden  Rie- 
mann 'sehen  Grundprincips  ist  diese:  Ist  wieder  ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  B^  gegeben,  so  existiert  eine  innerhalb  B^  eindeutige, 
stetige  und  reguläre  Function  Z  =  f{z),  welche  B^  auf  die  Fläche  irgend 
eines  in  der  Z- Ebene  willkürlich  gewählten  Kreises  abbildet;  zugleich  ist 
diese  Function  eindeutig  bestimmt,  falls  man  drei  Punkten  des  Randes 
von  B^  irgend  drei  in  derselben  Ordnung  auf  einander  folgende  Funkte 
der   Kreisperipherie  zuordnet.      Dieses    Theorem    ist    vermöge    der    von 

Schwarz  und  Neumann  entwickelten 
Methoden  insbesondere  für  alle  diejenigen 
Bereiche  B^  beweisbar,  welche  Kreis- 
bogenpolygone endlicher  Seitenzahl  darstellen, 
deren  Rand  also  durch  eine  Kette  endlich 
vieler  Kreisbogen  gebildet  wird  (cf. 
Figur  44).  Die  zu  diesen  Polygonen  ge- 
hörenden abbildenden  Functionen  Z=f{z) 
bilden  eine  specielle  Gattung  der  sogen. 
.  „automorphen  Functionen",  deren  Theorie 
von  F.  Klein*)  und  H.  Poincare**)  ausgebildet  worden  ist. 


Fig.  44. 


*)  Siehe  die  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen" 
von  Klein  und  Fricke  (Leipzig  1890  und  1892),  sowie  die  „Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  automorphen  Functionen''  von  den  gleichen  Verfassern  (erster  Band, 
Leipzig,  1897). 

**)  Man  vergl.  dessen  Abhandlungen  über  Fuchs'sche  und  Klein'sche  Gruppen 
und  Functionen  in  den  ersten  Bänden  der  Acta  mathematica  (1881  u.  f.). 


Viertes  Kapitel. 

Elliptisclie  Functionen. 

Die  Tragweite  der  im  vorigen  Kapitel  entwickelten  allgemeinen 
Theoreme  soll  jetzt  dadurch  geprüft  werden,  dass  wir  dieselben  zur 
Grundlage  für  eine  Theorie  der  „elliptischen"  oder  „doppeltperiodischen" 
Functionen   machen.     Einfach-periodische  Functionen  kennt  bereits  die 

Elementarmathematik;  so  hat  z.  B.  die  Function  f{z)  =  e  ""  die 
„Periode"  o.  Dagegen  gehören  die  doppeltperiodischen  Functionen 
dem  Gebiete  der  elementaren  transcendenten  Functionen  nicht  mehr  an. 

Die  Anfänge  derjenigen  Entwicklungen,  welche  zur  Schöpfung 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hinführten,  reichen  weit  in  das 
vorige  Jahrhundert  zurück  und  knüpfen  zumeist  an  die  Rectification 
von  Ellipse  und  Hyperbel  an,  wo  man  zu  speciellen  „elliptischen  Inte- 
gralen" hingeführt  wurde.  Vor  allem  ist  es  Euler  gewesen,  welcher 
in  dieser  Richtung  weit  vordrang,  und  z.  B.  die  „Additionstheoreme" 
der  elliptischen  Integrale  auffand.  Neben  Lagrange  widmete  sich 
sodann  vornehmlich  Legend re  seit  Mitte  der  achtziger  Jahre  vorigen 
Jahrhunderts  der  von  Euler  u.  A.  eingeschlagenen  Untersuchungs- 
richtung mit  der  grössten  Ausführlichkeit;  sein  grosses  Werk  „Traue 
des  fondions  elliptiques  et  des  integrales  euleriennes"  *)  giebt  umfassenden 
Bericht  über  die  Ergebnisse  und  Anschauungen,  welche  er  hierbei  ge- 
wonnen hat. 

Eine  höchst  universelle  Kenntnis  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  hat  Gauss  besessen.  Er  ist,  wie  seine  bezüglichen  nach- 
gelassenen Schriften  und  Aufzeichnungen**)  erkennen  lassen,  von  ver- 
schiedenen Seiten  an  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  heran- 
gegangen. Erstlich  liegen  ausgedehnte  Untersuchungen  über  den 
Specialfall  der  sogen,  „lemniscatischen"  Functionen  vor.     Die  hier  ge- 


*)  Paris  (1825—28). 

**)  Siehe  Gauss'  Werke  Bd.  3,  pg.  361  ff.,  sowie  die  bezügl.  Ergänzungen  in 
Bd.  8. 
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wonnenen  Ansätze  sind  von  Gauss  alsdann  frühzeitig  auf  den  allgemeinen 
Fall  übertragen.  Vor  allem  aber  ist  Gauss  mit  dem  grössten  Erfolge 
auf  dem  vor  ihm  schon  von  Landen  und  Lagrange  betretenen  Wege 
vreitergegangen,  von  Seiten  der  sogen.  „Transformation  zweiten  Grades" 
in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hineinzugelangen.  Es 
handelt  sich  um  Gauss'  Untersuchungen  über  das  „arithmetisch-geo- 
metrische Mittel",  welche  eine  zwar  schwer  zugängliche,  aber  höchst 
vielseitig  entwickelte  Theorie  unserer  Functionen  enthalten.  Als  be- 
sonders bemerkenswert  ist  hierbei  immer  genannt,  dass  Gauss  die 
Eigenschaften  und  die  Darstellung  der  Thetafunctionen  fast  30  Jahre 
früher  gekannt  hat,  ehe  Jacob i  dieselben  aufs  neue  fand.  Es  ist  sehr 
zu  beklagen,  dass  Gauss  nicht  die  Zeit  gewinnen  konnte,  die  reichen 
Ergebnisse  seiner  Forschungen  über  elliptische  Functionen  zu  einer 
reifen  und  abgerundeten  Theorie  auszugestalten. 

Dass  Gauss  die  Kenntnis  des  Princips  der  doppelten  Periode  be- 
reits zu  Ende  vorigen  Jahrhunderts  besessen  hat,  ist  seit  Dirichlet  die 
herrschende  Ansicht.  Zum  wesentlichen  Fundament  der  ganzen  Theorie 
aber  wird  dieses  Princip  erst  bei  Jacobi  und  Abel,  welche  in  den 
zwanziger  Jahren  dieses  Jahrhunderts  an  die  elliptischen  Functionen 
ohne  Kenntnis  der  Gauss'schen  Ergebnisse  herangingen,  und  deren 
geniale  Forschungen  der  Theorie  im  wesentlichen  diejenige  Gestalt 
gaben,  welche  bleibend  geworden  ist,  Jacobi  hat  den  grössten  Teil 
seiner  gedachten  Untersuchungen  in  seinem  berühmten  Werke  „Funda- 
menta  nova  theoriae  functionum  ellipticaruni"  *)  niedergelegt.  Abel's  Ab- 
handlungen über  elliptische  Functionen  erschienen  zuerst  in  den 
ersten  Bänden  des  Crelle'schen  Journals**). 

Eine  höchst  wichtige  Ergänzung  hat  die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen  endlich  durch  die  Untersuchungen  von  Eisen- 
stein***) und  Weierstrassf)  erfahren.  Die  von  Eisenstein  durch 
unendliche  Producte  und  Partialbruchreihen  definierten  Functionen  und 
die  zwischen  letzteren  aufgestellten  Relationen  sind  eben  die,  welche 
später  bei  Weierstrass  wiederkehren.  Wenn  man  gleichwohl  diese 
ganze  Theorie  mit  Weierstrass  Namen    in   Verbindung    setzt,    so  hat 

*)  Königsberg  (1829);  siehe  übrigens  Jacobi's  ges.  Werke  Bd.  1,  Berlin  (1881). 
**)  Berlin  (1826  u.  f.).     Eine  neue  Ausgabe  von  Abel's  gesammelten  Werken 
ist  von  Sylow  und  Lie  veranstaltet  (Christiania  1881). 

***)  „Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Doppelpi-oducte ,  aus  welchen  die 
elliptischen  Functionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind",  Crelle's  Journ.  für 
Mathem.  Bd.  35  (1847). 

t)  Man  vergl.  z.  B.  die  „Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  ellip- 
tischen Functionen",  nach  Vorlesungen  und  Aufzeichnungen  von  Weierstrass 
bearbeitet  von  H.  A.  Schwarz,  Göttingen  (1881 — 85). 
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dies  seinen  Grund  darin,  dass  Weierstrass  mit  viel  tiefer  begründeten 
und  der  Verallgemeinerung  fähigen  functionentheoretischen  An- 
schauungen an  die  elliptischen  Functionen  herangeführt  wurde  und  eine 
weit  abgeschlossenere  Theorie  geschaffen  hat,  als  die  Eisenstein'schen 
Ansätze  darstellen.  Weierstrass'  Functionen  sollen  hier  vorangestellt 
werden,  die  Behandlung  von  Jacobi's  Functionen  wird  sich  in  der 
zweiten  Hälfte  des  Kapitels  anreihen.  Wegen  der  tiefer  liegenden  Er- 
örterungen über  das  gegenseitige  Verhältnis  der  beiderseitigen  Theorien 
von  Jacobi  und  Weierstrass  muss  auf  Seite  1  bis  8  im  zweiten  Bande 
der  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulf unctionen"  von 
Klein  und  Fricke*)  verwiesen  werden. 

Unter  den  zahlreichen  Lehrbüchern  über  elliptische  Functionen 
sei  erstlich  Ralphen 's  „Traite  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  ap- 
plications"**)  genannt.  Für  das  einführende  Studium  eignen  sich 
Appell-Lacour,  „Principes  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  et  ap- 
plications" *'^*) ,  L.  Levy,  „Freds  ele'mentaire  de  la  theorie  des  fonctions 
elliptiques  avec  tables  numeriques  et  applications" -f) ,  sowie  das  jüngst 
erschienene  Werk  H.  Burkhardt's,  „Elliptische  Functionen"  ff).  Eine 
ausführliche  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwicklung  unserer  Theorie 
findet  man  bei  Enneper,  „Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Ge- 
schichte" ttt)- 

§  1.    Begriff  der  doppeltperiodisclien  Functionen. 
Periodenparallelogramm. 

Es  ist  eine  ziemlich  allgemein  üblich  gewordene  Bezeichnungs- 
weise, dass  man  die  unabhängige  complexe  Variabele,  welche  das  Argu- 
ment der  doppeltperiodischen  Functionen  bilden  soll,  mit  u  benennt. 
Es  seien  weiter  «i,  co^  zwei  bestimmte,  aber  zunächst  ganz  willkür- 
lich gewählte  complexe  Grössen.  Wir  bezeichnen  alsdann,  unter  Vor- 
behalt eines  weiter  unten  noch  zu  nennenden  Merkmals,  f{u)  als  eine 
„doppeltperiodische  Function  mit  den  Perioden  coi,  a^",  falls  f(u)  eine 
für  alle  endlichen  u  eindeutige  analytische  Function  ist,  die  bei  Vermeh- 
rung ihres  Argumentes  um  beliebige  ganzzahlige  Vielfache  von  co^  und  a^ 
unverändert  bleibt;  es  soll  also  gelten: 

*)  Leipzig  (1892). 
**)  Drei  Bände,  Paris  (1886—91). 
***)  Paris  (1897). 
t)  Paris  (1898). 
tt)  Zweiter   Band    von    Burkhardt's    „functionentheoretischen  Vorlesungen'', 

Leipzig  (1899). 

ttt)  Zweite  Aufl.,  bearbeitet  von  Felix  Müller,  Halle  (1890). 
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f{u  +  C3i)  =  f{u),    f{u  +  «2)  =  f{u),     f(u  +  m^a^  +  m^co^)  =  f{u) 

für  alle  Paare  ganzer  Zahlen  m^  und  Wg.  Will  man  die  Zahlwerte 
der  Perioden  mit  in  die  Bezeichnung  der  Function  aufnehmen,  so  schreibe 
man  f(u',  cj^,  ojg)- 

Der  Quotient  cj^  :  «2  der  Perioden,  welcher  in  der  Folge  oft  zu 
nennen  sein  wird,   heisse   kurz  co.    Es  gilt  das  erste,  die  Auswahl  der 

Perioden  beschränkende  Theorem,  dass  wir  den  Periodenquotienten  a  =  -- 
als  nicht-reell  anzunehmen  haben. 

Um  diese  Aussage  zu  prüfen,  setzen  wir  [(uoa^)  =  F{u)  und  be- 
sitzen in  F(u)  eine  doppeltperiodische  Function  mit  den  Perioden  1,  gj. 
Ist  nun  CO  reell,  so  dürfen  wir  auch  ca  >  0  annehmen,  was  nötigenfalls 
durch  Zeichenwechsel  von  co^  erreichbar  ist.  Man  bilde  dann  die  Mul- 
tipla  CO,  2 03,  3 03,  •  •  •  und  untersuche  erstlich  den  Fall,  dass  in  dieser 
Zahlenreihe  ganze  Zahlen  auftreten.  Möge  qco  das  kleinste  Vielfache 
sein,  welches  eine  ganze  Zahl  p  =  qa  liefert;   dann  sind  p,  q  offenbar 

relative  Primzahlen,  und  o  =  —  ist  ein  rationaler  Bruch.  Von  den 
(q  —  1)  ersten  Vielfachen: 

(1)    a  =  |,     2c  =  f ,     3„  =  ^,...,     (,_l)a,  =  fc^ 

hat  keines  einen  ganzzahligen  Wert.  Verstehen  wir  nun  unter  E((i(a) 
die  grösste,  den  Betrag  fico  nicht  übertreffende,  ganze  Zahl,  so  sind 
mit  03  und  1  auch  die  (q  —  1)  von  0  verschiedenen  echten  Brüche: 

Perioden  von  F(u).  Keine  zwei  unter  diesen  (g  —  1)  Brüchen  sind 
gleich.     Wäre  nämlich: 


4f)  =  ?-^(f)' 


so  wäre  (ft  —  v)p  und  also  (jtt  —  v)  durch  q  teilbar,  was  doch  nicht 
der  Fall  ist.     Da  die  (q  —  1)  echten  Brüche  (2)  sämtlich  den  Nenner 

12        3 

q  haben,  so  sind  sie  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  — ,  — ,  —,•••, 
identisch.     Hiernach  hat  F(u)   auch   die  Periode  coq  =  —      Da 

aber  1  =  qoQ,  cj  ==  pcoQ  gilt,  so  erkennen  wir  in  F(u)  eine  nur  einfach- 
periodische  Function  der  Periode  coq-^  diesen  Fall  werden  wir  als  ele- 
mentar ausschliessen. 

Ist  zweitens  in  der  Zahlenreihe  03,  2 03,  3c3,  •  •  •  keine  ganze  Zahl 
enthalten,    so    ist   03    irrational.      Unter   den    unendlich    vielen    echten 
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Brüchen  co  —  E{ü3),  2(o  —  E{2(o),  3co  —  J5(3cj),  •  •  •  sind  keine  zwei 
identisch.  Man  kann  somit  nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen  Zahl 
d  >  0  stets  noch  zwei  verschiedene  ganze  Zahlen  fi,  v  angeben,  für 
welche  die  Periode: 

(Oq  ==  [^Gj  —  -E(^ö)]  —  [vo  —  E(v(o)] 

absolut  <  d  ist.  Aus  F(Uq  +  cOq)  =  F(Uq)  folgt  alsdann,  dass  unsere 
Function  in  jeder  noch  so  klein  gewählten  Umgebung  eines  einzelnen 
Punktes  Uq  noch  an  einer  zweiten  Stelle  (Uq  +  cOq)  den  Wert  ^^(^0) 
annimmt.  Nach  einem  pg.  138  bewiesenen  Theoreme  kann  diese  Eigen- 
schaft bei  keiner  von  einer  Constanten  verschiedenen  analytischen 
Function  bestehen;  somit  ist  jetzt  F(u)  mit  einer  Constanten  identisch, 
einen  Fall,  den  wir  jedoch  gleichfalls  ausschliessen  werden. 

Die  obige  Bestimmung,  dass  (o  nicht  reell  gewählt  werden  soll, 
ist  hiermit  begründet.  Setzen  wir  co  =  ^  -{-  irj,  so  ist  ^  ^  0  anzu- 
nehmen. Wir  dürfen  aber  gleich  hier  vorschreiben,  dass  i?  >  ^  sein 
soll,  da  dies  nötigenfalls  nach  Zeichenwechsel  einer  der  Perioden  cj^, 
tög    erreichbar  ist. 

Man  wolle  nun,  indem  man  m,,  willkürlich  wählt,  in  der  w- Ebene 
die  gesamten  Punkte  {Uq  -f  iHiO^  -\-  m^a^)  für  alle  Paare  ganzer  Zahlen 
m^L,  m^  markieren.  Dies  kann  man  dadurch  vollziehen,  dass  man  die  in 
Figur  45  angedeuteten 
zwei  Systeme  paralleler 
Geraden  zieht,  wo  alsdann 
die  Schnittpunkte  der 
Geraden  des  einen  Sy- 
stems mit  denen  des 
anderen  die  gesamten  zu 
markierenden  Punkte  ab- 
geben. Es  entspringt  so 
eine  zu  unserem  Perioden- 
paar oj^,  (ög  gehörende 
„  Parallelogrammteilung  " 
der  u- Ebene,  wobei  dann 
die  sogenannten  „Gitter- 
punkte" des  Parallelo- 
grammnetzes die  zu   den 

complexen  Werten  K  +  *^i"i  +  ^^a^ä)  gehörenden  Punkte  liefern. 
Ein  einzelnes  Parallelogramm  des  Netzes  heisst  ein  „Periodenparallelo- 
gramm". 

Die   Bedeutung  der  vollzogenen  Einteilung  der  w- Ebene  für  unsere 


Fig.  45. 


Fi-icke,  aualyt.-iunctioneuth.  Vorlesungen. 
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Functionen  /"(«*;  a^,  co^)  besteht  offenbar  darin,  dass  die  einzelne  Function 
in  homologen  Punkten  aller  Parallelogramme  des  Netzes  gleiche  Werte 
besitzt 

Der  oben  schon  angekündigte  Zusatz  zur  Definition  der  doppelt- 
periodischen Functionen  kann  aber  jetzt  dahin  formuliert  werden,  dass 
f(u',  coj,  (O2)  innerhalb  und  auf  dem  Pande  des  einzelnen  Perioden- 
parallelogramms  frei  von  wesentlich  singulären  Stellen  sein  soll,  d.  h.  dass 
sich  f{u'^  03^,  02)  daselbst  von  endlich  vielen  Polen  abgesehen  allent- 
halben regulär  verhalt. 

Wir  können  gleich  hinzusetzen,  dass  mindestens  ein  Pol  im  Parallelo- 
gramm (den  Rand  eingeschlossen)  auftreten  muss.  Wäre  dies  nämlich 
nicht  der  Fall,  so  Hesse  sich  eine  endliche  Zahl  M  so  auswählen,  dass 
\f(u)\<M  im  ganzen  Parallelogramm  und  also  für  alle  endlichen 
Argumente  w  zutrifft.  Dies  aber  widerspricht  dem  pg.  147  u.  f  bewiesenen 
Satze,  dass  eine  ganze  Function  —  und  um  eine  solche  würde  es  sich 
hier  handeln  —  in  der  Umgebung  von  u  =  00  stets  Stellen  besitzt, 
an  denen  |  /"(w)  |  >  Jf  ist. 

Einige  weitere  sich  hier  anschliessende  Angaben  gründen  wir  auf 
den   Gebrauch  des  Periodenparallelogramms.     Wir  denken  den  ersten 

Gitterpunkt   Uq    so    gewählt,     dass    nicht    ge- 
.^^      '  rade  auf  den  Rand  des  Parallelogramms  Pole 

von  f(u)   zu    liegen  kommen.     Integriert  man 
daraufhin    f(u)du   in   der   positiven    Umlaufs- 
richtung    über     den     gesamten    Rand    P    des 
Fig.  46.  Parallelogramms,  so  ergiebt  sich: 

(3)  f  f{u)du  =  0. 

Man  hat   nämlich,  wie   ein   Blick  auf  Figur  46  lehrt: 

"o-t-<"i  «o  +  tUi+Wi  Wo  +  w,  «o 

lmäu=J  +  J  +  f  +  f, 

Wo  "o  +  Wi  "o  +  ^i  +  tUa  «o-|-Wi 

wo  sich  rechter  Hand  jede  Integration  auf  f(u)  du  beziehen  soll.  Durch 
Zusammenfassung  des  ersten  und  dritten  Integrals,  sowie  andererseits 
des  zweiten  und  vierten  folgt: 

"0  +  t"»  «o  -f-  Wj 

f^  f{u)  du  =f[f{u)  -f(u-{-  (o,)]  du  -f[f(u)  -  f(u  +  CO,)]  du . 

Mo  «0 

Aus  f{u-{-  coj  =  f{u)  und  f(u-\-  ca^)  ==  f{u)  ergiebt  sich  sonach  die 
Gleichung  (3). 
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Vermöge  des  pg.  142  an  Formel  (3)  angeschlossenen  Satzes  ent- 
springt hieraus  weiter:  Die  Summe  der  Besiduen  aller  im  Parallelo- 
gramm gelegenen  Pole  der  Function  f(u)  ist  gleich  null.  Sehen  wir 
einen  m- fachen  Pol  als  äquivalent  mit  tn  einfachen  mit  einander  zu- 
sammenfallenden Polen  an,  so  hat  man  als  fernere  Folgerung:  Eine 
doppeltperiodische  Function  f(u]  co^^,  cjg)  hat  im  Periodenparallelogramm 
mindestens  zwei  einfache  Pole.  Hätte  nämlich  f{u)  im  Parallelogramm 
nur  einen  Pol  erster  Ordnung,  der  etwa  bei  m  =  m^  gelegen  ist,  so 
würde  in  der  Umgebung  desselben  die  Darstellung: 

/"(**)  =  ^T^  4-  «0  4-  «i(«^  —  Wi)  H — 

mit  a_  1=1=0  gelten  (cf.  pg.  137).  Der  Satz  vom  Verschwinden  der 
Residuensumme  aber  würde  a_i  =  0  erfordern,  so  dass  die  Annahme 
eines  einfachen  Pols  auf  einen  Widerspruch  führt. 

Die  Function  f{u)  wird  im  Parallelogramm  stets  nur  endlich 
viele  Pole  und  Nullpunkte  aufweisen.  Lägen  nämlich  unendlich  viele 
Pole  oder  Nullpunkte  vor,  so  würden  diese  wenigstens  eine  Häufungs- 
stelle besitzen,  und  diese  wäre  für  f{ii)  wesentlich  singulär.  Es  hat 
hiernach  keine  Schwierigkeit,  den  ersten  Gitterpunkt  Uq  so  auszuwählen, 
dass  auf  dem  Rande  jR  des  Parallelogramms  f{ti)  weder  verschwindet, 
noch  unendlich  wird.  Nun  ist  mit  f{u)  offenbar  auch  die  Ableitung 
f'{u)  eine  doppeltperiodische  Function  mit  den  Perioden  o^,  co^;  und 
dasselbe  gilt  demnach  auch  von: 

dlogfju)  ^  f'{u) 
du  f{u)  ' 

eine  Function,  die  überdies  zufolge  unserer  Festsetzung  auf  dem 
Rande  II  überall  regulär  ist.  Die  Anwendung  der  Formel  (3)  auf 
diese  Function  führt  auf  die  Formel: 


l!M'"-ü"'«f  <•")=' 


'{R)i  y*)  *'(/?) 

und  liefert  damit  den  Satz:  Die  Änmhl  einfacher  Nidl])unkte  einer 
doppeltperiodischen  Function  f(u)  im  PeriodenparaUelogramm  ist  gleich 
der  Gesamtzahl  der  ebendort  befindlichen  einfachen  Pole.  Mau  hat 
hierbei  natürlich  wieder  einen  %- fachen  Nullpunkt  mit  n  einfachen 
als  äquivalent  anzusehen. 

Übrigens  wird  man  den  angegebenen  Satz  leicht  unabhängig  davon 
machen,  ob  auf  dem  Rande  P  Nullpunkte  und  Pole  auftreten  oder 
nicht.  Nimmt  man  eine  stetige  Verschiebung  des  Gitterpunktes  Uq 
und  damit  des  ganzen  Parallelogrammnetzes  derart  vor,  dass  etwa  ein 

12* 
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Nullpunkt  aus  dem  Innern  des  Parallelogramms  auf  eine  Seite  desselben 
rückt,  so  wird  zugleich  die  Gegenseite  an  der  homologen  Stelle  einen 
dem  Parallelogramm  bislang  fremden  Nullpunkt  erreichen.  Wir  werden 
nur  den  einen  dieser  beiden  Nullpunkte  als  dem  Parallelogramm  zu- 
gehörig ansehen,  den  anderen  jedoch  dem  benachbarten  Parallelogramm 
zurechnen.  Wir  entsprechen  dieser  Forderung  am  einfachsten  dadurch, 
dass  wir  vom  Bande  des  Periodenparallelogramms  nur  zwei  benachbarte 
Seiten,  etwa  die  in  Figur  47  stark  markierten,  dem  Parallelogramm  als 

zugehörig  ansehen,  von  den  vier  Ecken  aber  nur 
'  "''"'*      die  eine  hei  Uq  gelegene. 

Nach    dieser  Festsetzung   gilt  ganz  allge- 
B  mein   folgender  Satz:    Hat  f(u)    im  Perioden- 

parallelogramm insgesamt  m  (einfache)  Pole,  so 
Fig.  47.  nimmt  f(u)  einen  beliebig  vorzuschreibenden  com- 

plexen  Wert  C  stets  auch  gerade  an  m  Stellen 
des  Parallelogramms  an.  In  der  That  hat  die  doppeltperiodische  Func- 
tion f(u)  —  0  im  Parallelogramm  m  Nullstellen.  Natürlich  ist  nicht 
ausgeschlossen,  dass  diese  m  Nullstellen  teilweise  oder  gar  ganz  coin- 
cidieren. 

Die  hier  auftretende  ganze  Zahl  m  wird  die  „Wertigkeit"'  der  Func- 
tion f{u]  «1,  «2)  genannt.  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnung  können  wir 
einen  der  vorhin  bewiesenen  Sätze  kurz  dahin  formulieren,  dass  es 
keine  einwertige  doppeltperiodische  Function  f(ii]  oj^,  a^)  giebt.  Zwei- 
wertige Functionen  f(u,  ra^,  cog)  werden  wir  bald  kennen  lernen. 

§  2.    Convergenz  der  Doppelreihen  ^(%  cjj  -\-  m^  «2)"  *• 

Um  tiefer  in  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  ein- 
zudringen, ziehen  wir  die  pg.  152  if.  entwickelten  Ansätze  über  Product- 
darstellung  ganzer  transcendenter  Functionen  heran.  Die  dieser  Ent- 
wicklung zu  Grunde  liegenden  Convergenztheoreme,  welche  von  Eisen- 
stein in  der  pg.  174  genannten  Abhandlung  aufgestellt  sind,  sollen 
zunächst  behandelt  werden. 

Die    ganzzahlige    Combination    (m^cjj^  -f-  m^oa^)    der  Perioden    soll 
symbolisch  durch  (m^,  m^)  bezeichnet  werden: 
(1)  (Wi,  mg)  =  WißJi  +  mgcag. 

Man  verstehe  unter  k  eine  positive  ganze  Zahl  und  bilde  die  Reihe: 

WO  sich  die  Summe  auf  alle  Paare  ganzer  (positiver  und  negativer) 
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Zahlen  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Combination  %  =  0,  m^  =  0  be- 
ziehen soll;  an  den  Ausschluss  letzterer  Combination  soll  der  obere 
Index  am  Zeichen  V'  erinnern.  Nach  den  Angaben  von  pg.  121  wird 
die  unendliche  Doppelreihe  (2)  unbedingt  convergent  sein,  falls  sie  ab- 
solut convergiert. 

Um  letzteres  zu  untersuchen,  multiplicieren  wir  die  Reihe  (2) 
mit  a  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wir  setzen  oji  =  oj,  Og  =  1. 
Das  Quadrat  des  absoluten  Betrages  von  (m^,  m^),  welches  K,  m^] 
heissen  möge,  ist  gegeben  durch: 

(3)  K,  ^2]  =  i^^h^  +  ^2?  +  K'f' 

wenn  wir  wie  oben  o  =  ^  +  i^  setzen.  Berücksichtigt  man,  dass  [m^,  m^] 
bei  gleichzeitigem  Zeichenwechsel  von  m^,  m^  unverändert  bleibt,  so 
wird  man  die  auf  Convergenz  zu  untersuchende  Reihe  folgendermassen 
auseinanderlegen  können: 

V'K,  mS' ^=-  2  J;  [m,  Of  ^+  2  ^  [0,  mf  "^ 

+ 2  J;  J;k,  »%r  ^+  2  ^  J;'  k,  -  ^.r  ^- 

Die  beiden  ersten  Summen  rechter  Hand  lassen  sich  auf  Grund 
von  (3)  leicht  weiter  entwickeln.  Indem  man  zugleich  die  beiden 
letzten  Summen  zusammenfasst,  folgt: 

(4)  i-2't--  ^-^^'^=  ti  +  (r  +  r^'ih  2 {tS 

_A  -- 

»»1  =  1    WZi=l 

Nun  rechnet  man  Formel  (3)  leicht  in  die  folgenden  Gestalten  um: 

K,  m,]  =  ml  [(I  -  1)^  4-  V'^  +  2  w,  (mi  +  m^)  (I  -  1)  +  ("%  +  ^2)', 

[m,  ({|  -  D*  +  ^*)  +  ('«1  +  »^)  (i  -  ^)?    ,    {m,  +  m,r-  n* 
[m„  W2I  = (|_i)»  +  ^»  !■  (a  -  1)^  +  ^* 

Die  letzte  Gleichung  aber  liefert: 

(5)  K,  m^\  ^  (m^  +  Wj)2  •  (g_i),^^,  • 

Ebenso  ergiebt  sich  aus: 
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[m^ ,  —m^']  =  ml  [{^ -^  If -\- r}^]  —  2 m^  (m^  +  m^)  (|  +  1 )  +  {m^  -f  m^y 

die  Ungleicliung: 

71* 

welche   im  Verein  mit  (5)   die   Richtigkeit  der  ferneren  Ungleichung: 

darlegt.  Als  wesentliche  Bedingung  für  die  Brauchbarkeit  aller  dieser 
Rechnungen  wird  man  übrigens  die  oben  (pg.  177)  festgesetzte  Un- 
gleichung 1^  >  0  erkennen. 

Die  letzte  in  (4)  zu  bildende  Summe  wollen  wir  nun  in  der  Weise 
berechnen,  dass  wir  alle  Glieder  mit  gleicher  Summe  %  -{-  m^  =  n 
zusammenfassen.  Wir  haben  (n  —  1)  derartige  Glieder,  welche  den 
Combinationen  >%  =  1,  Wg  =  n  —  1;  r%  =  2,  nh^  =  n  —  2;  •  •  •; 
mj^  =  n —  1,  m^  =  1  entsprechen.  Zufolge  (6)  ist  die  Summe  dieser 
(n  —  1)  Glieder  kleiner  als 

k  k_ 


n""                        n'-' 

Aus  Formel  (4)   ergiebt  sich  somit: 

7.                                                                        k           an 

k 

k 
212 

_|_  [(1-1)^  +  ^^]'  + [(1  +  1)^  +  ^^]'  y  /j_y-i 


Damit  die  rechts  auftretenden  Reihen  convergent  sind,  haben  wir  nach 
pg.  157  der  Bedingung  ä;  >  2  zu  genügen.  Es  entspringt  damit  das 
von  Eisenstein  a.  a.  0.  aufgestellte  fundamentale  Theorem:  Die  durch 
Formel  (2)  in  Ansatz  gebrachte  unendliche  Reihe  ist  jedenfalls  absolut 
und  demnach  auch  unbedingt  convergent,  wenn  die  ganze  Zahl  h'^2  ist. 
Für  jede  ungerade  Zahl  /i;  >  1  wird  übrigens  der  Summenwert 
der  Reihe  gleich  0  sein;  denn  in  diesem  Falle  werden  sich  je  die 
beiden  Glieder  mit  (m^,  m^)  und  ( —  m^,  —  m^  fortheben.  Wir  setzen 
demnach  sogleich  2h  an  Stelle  von  h  und  können  somit  die  Be- 
trachtung auf  die  weiterhin  durch  Gj,{co^,  cjg)  zu  bezeichnenden 
Summen: 

(7)  (^.  («1,  «2) = yi'i — i — )'' 

77).     rrt-  i        *       •  «       « 


I 


"*!)  "'s 
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einschränken.     Man  bemerke  übrigens,   dass   man  hierbei  setzen  kann: 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Reihe  (7)  auch  für 
]c  =  1  ivenigstens  hei  bestimmt  vorgeschriebener  Anordnung  der  Glieder 
einen  endlichen  und  bestimmten  Summenwert  besitzt.  Die  Gliederanord- 
nung, mit  der  wir  hierbei  zunächst  arbeiten  wollen,  sei  gegeben  durch: 

(8)   e>,i)=22'(ir+22'(2'(=i;^)i- 

Der  Summenwert  der  ersten  rechter  Hand  auftretenden  Reihe,  deren 
Convergenz  für  k^l  oben  (pg.  157)  festgestellt  wurde,  möge  S^_ 
heissen: 

m  =  l 

Wir  vereinigen  nun  die  Untersuchung  des  Falles  k  =  1  mit  einer 
Entwicklung,  die  wir  ohnehin  für  jedes  k  ausführen  müssen.  Nach 
pg.  157  kann  man  die  pg.  158  bewiesene  Gleichung: 

Tt  ctg  JtS  = h  ^  ( i ) 


7«2  =  —  «> 


beliebig  oft  gliedweise  differenzieren,  ohne  dass  die  entstehenden 
Gleichungen  für  irgend  ein  endliches  z  unrichtig  würden.  Es  folgt 
somit: 


W,  = 00 


für  jede  ganze  Zahl  k'^1.     Hat    die  complexe  Zahl  ^  =  x  -\-  iy  ein 

t/  >  0,  so  ist  p  =  e^'^  eine  Zahl  mit  einem  absoluten  Betrage  |2>|  <  1 

(man  vergl.  die  Entwicklungen  über  Abbildung  durch  die  Exponential- 

function  pg.  97  u.  f.).     Demnach  gestattet  die  Function: 

I     — 1  2 

Ttoi^nz  =  ni         _    =  —  m  —  2i7t  — - — 5 
p  —  p  1  —  p 

die  Reihenentwicklung: 

oe  00 

TtcigTtz  =  —  jii  —  2ijt  ^,  p^"  =  —  Tti  —  2i7C  ^,  e^"*^'', 

ra  =  l  n  =  l 

welche  für  alle  z  mit  ?/  >  0  gleichmässig  convergent  ist.  Durch  Ver- 
mittlung der  Potenzreihe  nach  p  findet  man  vermöge  der  Grundeigen- 
schaften   der   Potenzreihen,    dass   man    die   höheren    Ableitungen    von 
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7tctg:t£!   gewinnt,    indem    man    die   Reihe    auf   der    rechten   Seite    der 
letzten  Gleichung  gliedweise  dijfferenziert: 


n  =  l 

Der  Vergleich  mit  (10)  liefert: 

(11)  y'  (_!_)'=    J^ML    >\,2.-X,.n«.. 


»i5  =  — CO  "  •-        „_J 


für  alle  ganzen  Zahlen  Je  >  0,  falls  s  =  x  -\-  nj  ein  y>0  hat. 

Die  letztere  Bedingung  ist  nun  erfüllt  für  z  =  m^G},  falls  tn^  >  0 
ist;  in  der  That  hatten  wir  über  a  =  ^  -{-  irj  bereits  pg.  177  vorge- 
schrieben, dass  rj>0  sein  soll.  Benutzen  wir  die  weiter  oft  vorkom- 
mende Bezeichnung: 

(12)  q  =  6"""% 

so  ist  \q\<  1,  und  aus  (11)  ergiebt  sich: 

"'2  = »  n=l 

Diese  Gleichung  haben  wir  zufolge  (8)  für  alle  ganzen  Zahlen  iw^  =  1, 
2,  3,  •  •  •  zu  bilden  und  alle  entstehenden  Gleichungen  zu  addieren. 
Man  erhält  rechts  eine  absolut  convergente  Doppelreihe;  denn  es  ist: 

und  die  hier  rechts  stehende  Reihe  ist  deshalb  convergent,  weil  der 
Quotient  des  n^""  Gliedes  und  des  (n  —  1)*«"  für  lim.  n  =  oo  der 
Grenze  |  ^  P  <  1  zustrebt.  Die  blosse  Convergenz  der  aus  der  rechten 
Seite  von  (13)  entspringenden  Doppelreihe  für  7c  =  1,  2,  •  •  •  lehrt  be- 
reits, was  wir  behaupteten,  dass  nämlich: 

V  y( i—Y' 

auch  für  h=l  endlich  und  bestimmt  ist.  Die  bewiesene  unbedingte 
Convergenz  der  Doppelreihe  zeigt  vermöge  der  eben  bereits  ausge- 
führten Umordnung  der  Glieder  die  Gültigkeit  der  Gleichung: 

(14)       y  y( \--^''^(^Ml.^,,,u-^.  «^^ 

für  alle  ganzen  Zahlen  h^  1^2,3,  ■■  -. 
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Für  die  Anfangswerte  Je  =1,2  und  3  sind  an  Stelle  von  Gk(ai,co2) 
besondere  Bezeichnungen  gebräuchlich,  welche  hier  genannt  werden 
sollen.  Das  Product  Og  •  ö^i(e3i,  GJg)?  berechnet  vermöge  der  Anord- 
nung (8),  bezeichnet  man  mit  rj^: 

»(2  =  1  mi  =  l,  ?«2  =  — 00 

Da  nach  (4)  pg.  159  die  in  (9)  erklärte  Summe  Si  =  ~  ist,  so  findet 
man  vermöge  (14): 

(16)  %  =  ^[i-24j;j^]- 

n=l 

In  (15)  ist  die  Summation  für  m^  zunächst  ausgeführt.  Wird 
zuerst  für  m^  summiert,  so  hat  man  wegen  der  bedingten  Con- 
vergenz  einen  anderen  Summenwert  zu  erwarten.  Wir  definieren 
sogleich  rj^  als  eine  mit  rj^  coordinierte  Grösse  durch: 

n  7^)  ^  =  2  i^  (-^y-4-  2  T     T   (  ^  V 

rHi  =  l  ?%  =  1,  mi  =  —  oo 

Die  Berechnung  von  t^^  aus  ri^,  o^,  cog   werden  wir  später  auf  anderem 
Wege  leisten. 

An  Stelle  der  Grössen  G.^  und  G^  benutzt  man  gewöhnlich: 

^2(031,002)  =  60^  (mi«i  +  mgcöa)-*, 
(18)  '^'^'"^ 


Aus  (8)  und  (14)  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  pg.  159  gegebenen 
Werte  von  S.^  und  S^: 

(19)  .,(".«'.)  =  0[Ä  +  2oi'l^]. 

n  =  l 

(20)        ,3(.,,.,)^(!^y[^_i2'jS]- 


§  3.    Weierstrass'  Functionen  6(m)  und  i;(w). 

Wir  kehren  zum  Parallelogrammnetz  des  §  1  zurück  und  wollen 
dasselbe  fortan  in  der  Regel  derart  auswählen,  dass  der  erste  Gitter- 
punkt Mq  der  Nullpunkt  ist.  Allgemein  entsprechen  alsdann  die  Gitter- 
punkte des  Parallelogrammnetzes  den  ganzzahligen  Combinationen  der 
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Perioden  (m^coj^  -j-  m^co^),  die  wir  wie  pg.  180ff.  wieder  abgekürzt  durch 
(% ,  m^)  bezeichnen. 

Es  soll  nun  nach  Vorgang  von  Weierstrass  eine  ganze  trans- 
cendente  Function  6(m)  gebildet  werden,  welche  in  den  Gitterpunkten 
(Wjjmg)  jeweils  lauter  einfache  Nullpunkte  hat,  übrigens  aber  nicht 
verschwindet.  Danach  dem  Eisenstein'schen  Convergenztheorem (pg.  182) 
die  Reihe  _^\  (%,  m^)  \~^  con vergiert,  so  wird  eine  derartige  Function 
zufolge  der  pg.  155  entwickelten  Ansätze  durch  das  unabhängig  von 
der  Factorenanordnung  convergente  Product: 

(1)  6{u;  «„  CO,)  ==  n  IJ  (l  -  ^^^^)  e^^)'^i  ((^) 

7)1.1  '   '"2 

geliefert.  Hierbei  soll  sich  das  Product  auf  alle  Paare  ganzer  Zahlen 
% ,  m,  beziehen  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Combination  m^  =  0, 
m^  =  0,  deren  Ausfallen  durch  den  oberen  Index  am  Productzeichen 
angedeutet  sein  soll.  Die  in  (1)  gewonnene  ganze  transcendente  Function 
ist  die  Weierstrass' sehe  (5 -Function;  dieselbe  ist,  wenn  wir  sie  als  Func- 
tion der  drei  Argumente  u,  gj^,  co,  auffassen  tvollen,  in  diesen  homogen 
von  der  ersten  Dimension;  übrigens  merlien  wir  die  aus  (1)  sofort  hervor- 
gehende Formel  an: 

T  ß  W  1 

Als  ganze  transcendente  Function  ist  (d(u)  für  alle  endlichen  u  eindeutig; 
endlich  hemsrJcen  wir  noch,  dass  (5(u)  eine  ungerade  Function  von  u  ist: 

(3)  (j(^^  u)  =  —  (d(u). 

Um  das  Verhalten  von  6(w)  bei  Vermehrung  von  u  um  Perioden 
zu  untersuchen,  definieren  wir  zunächst  die  Function: 

(4)  g(„;„„„,)  =  !O^M. 

Dieselbe  ist  für  alle  endlichen  u  eindeutig  und  besitzt  in  den  Gitter- 
punkten jeweils  einfache  Pole.  Diese  „^-Function"  wird  nach  pg.  157 
dargestellt  durch  die  für  alle  endlichen  u  unbedingt  und  gleichmässig 
convergente  Reihe: 

(5)  t(u-  CO,,  «2)  ==^  +2    [u-{m,,m,)  +  -(^i,^;^)  +  Krk?]' 

wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  für  den  einzelnen  Gitterpunkt 
immer  eines  der  Reihenglieder  einen  einfachen  Pol  besitzt. 

Die  Doppelreihe  (5)  der  ^-Function  soll  in  eine  einfache  Reihe  um- 
gewandelt   werden.      Wir    schreiben    zu    diesem    Ende    u  =  vca^   und 
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bringen    die    Reihenglieder    in   eine  Anordnung,   welche   aus  folgender 
Gleichung  ersichtlich  ist: 

(6)  CO,  t{a)  -T  +  2'bd  m  +  :^  +  ^J 


1   y  y  r       ^         1 1 I        ^ ] 

OTj  =  1     m,  =  —  cc 

.  V  y  r 1 1 + i 1. 

■^    ,^J       4^«,/       Ly  +  »»1  «  »«3  >«i  «ö  »'2  ('«1  «  >«2)*J 


mi  =  1     »ij  =  —  00 

Zur  weiteren  Umgestaltung  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
machen  wir  von  folgendem,  aus  dem  Begriffe  der  gleichmässigen  Con- 
vergenz   leicht  ableitbaren,  Princip   Gebrauch.      Ist  ^  [g'ra(^)  +  ^»(-s^)] 

n 

in  der  Umgebung  einer  Stelle  z  unbedingt  und  gleichmässig  convergent, 
und  gilt  dasselbe  von  einer  der  beiden  Reihen  ^ffniß)  oder  ^  i)r,{z\ 

n  n 

so  gilt  es  auch  von  der  anderen,  und  man  darf  setzen: 

n  n  n 

Auf  Grund  dieses  Princips  haben  wir  für  die  erste  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  von  (6): 

+  00  4-*  ae 

V  ~^  ^Li     \j>  —  m    '     m  "•"  m^\        ~v  ~^  ,^     \o  —  m    '     m)    •"        ,^  m^  ' 

m= — 00  rn  =  —  oo  m=l 

(7)         ^-i-Y  r-^  +  ^  +  -41  =  ^  ctg^rt;  +  ^^yA- 
Entsprechend  folgern  wir  für  die  zweite  in  (6)  rechts  stehende  Summe : 

<T  r         1 ,        1        ,  ^       ] 

,^^    L«  —  %  ca  —  wig     '    w»!  CO  -f-  WJj    '    (%  C9  -[■  w*a)'J 
v  —  )»!  CO     '  .^j     \v  —  nii  CO  —  wij    '    m,  / 

.  _L   .  y  /_JL_  _  Jl-^  4-  ^  V ^ 

^^  mj  0)     "^  ,^;     Vwi  ca  -f-  »Hg         Wg  /     '       .^  (Wj  co  -f  »»2)'  ' 


;/(,  =  —  00  11U  =  —  CO 


woraus  bei  Benutzung  von  (2)  pg.  158  hervorgeht: 
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^   ''  .^J    LV  —  »ij  CO  —  7»j     '     »w,  ta  -f-  Wj     '    (Wj  CO  -|-  i»2)*J 

-f-oe 

=  Ä  ctff  TT  (v  —  m.co)  4-  7C  ctg  :nrMi  a  -\-  v  ^. -. r — r^  • 

°      ^  1    /    t  Oll       .^mi  {m^(a -\- m^* 

»!j  =  —  CO 

Hieran  reiht  sich  vermöge  einer  analogen  Rechnung: 

(9)     V  r__j L_  _i_      ^      1 

^   ^         .^^    L«  -}-  m^  m  —  Wg         Wj  CO  —  >Wj    "^  (mj  co  —  »»j)*J 

7%= — 00 

=  :i;  ctg  ;r  (t;  +  m^ai)  —  :;r  ctg  jr^i«  +  i;^^— 1---^^^ 

»%=— » 

Unter  erneuter  Anwendung  des  vorhin  genannten  Princips  finden 
wir  für  die  erste  Doppelsumme  auf  der  rechten  Seite  von  (6): 

JK  CO  +» 

denn  nach  pg.  184  ist  die  zweite  auf  m-^  bezogene  Reihe  unbedingt 
convergent,  und  also  wird  die  erste  Reihe  unbedingt  und  gleichmässig 
convergent  sein.  Für  die  letzte  Doppelreihe  in  (6)  ergiebt  sich  aus 
Formel  (9)  entsprechend  der  Wert: 

CO  00  4-°" 

^2   [<^*g  ^  (^  +  %«')  -  ctg  ^%«]  +  ^^     ^     (,»,C0  +  ^,)«' 

mi  =  l  /%:=!       7^2  = CO 

Durch  Vereinigung  zweier  auf  m^  bezogenen  Reihen  und  Benutzung 
von  (7)  nimmt  daraufhin  Formel  (6)  die  Gestalt  an: 

ao 

^2  S  W  =  ^  c%  '^^  "h  ^^  [c^S  ^  (^  +  %a3)  -)-  ctg  n  {v  —  m^  oj)] 

"*"    *^   L     ^  W»      '  ^        ^        V«!  0)  +  J»s,/   J  * 

?n  =  l  mi  =  l     7?i5= — 00 

In  der  letzten  Klammer  rechter  Hand  steht  zufolge  (15)  pg.  185  nichts 
anderes  als  ri^a^.  Benutzen  wir  dies,  setzen  ausserdem  n  statt  des 
Summationsbuchstabens  m^  und  führen  endlich  u  wieder  ein,  so  ent- 
springt als  einfach  unendliche  Reihe  für  die  ^-Function: 

(10)        tiu)  =  ^"  +  i^  ctg  '^ 

06 

+  5  ^  ["^^   (^*  +  **  ^«)   +  ""^S  (^*  -  n  7t co)]  . 
n  =  l 
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Diese  Reihe  ist  für  alle  endliehen  u  unbedingt  und  gleichmässig  con- 
vergent,  nur  weist  im  einzelnen  Gitterpunkte  je  ein  Reihenglied  einen 
einfachen  Pol  auf. 

Vermehrt  man  u  um  «g,  so  bleiben  die  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  von  (10)  sämtlich  unverändert  bis  auf  das  erste,  welches  um  den 
Betrag  %  grösser  wird.  Man  hat  also  t(u  -\r  a^)  =  ^{u)  -\-  %■  Es 
ist  bei  der  vorstehenden  Entwicklung  allenthalben  die  Periode  a^  bez. 
der  Summationsbuchstabe  m^  vorgezogen.  Hätten  wir  statt  dessen  co^ 
be  orzugt,  so  wären  wir  zu  der  Gleichung  K^  +  «i)  =  ^^)  +  Vi  geführt 
entsprechend  der  in  Formel  (17)  pg.  185  geleisteten  Darstellung  von  r^j . 
Wir  können  demnach  folgende  Ergebnisse  zusammenfassen:  ^w)  ist 
eine  für  alle  endlichen  u  eindeutige  und  his  auf  die  in  den  GitterpunJcten 
liegenden  einfachen  Pole  stetige  Function,  welche  bei  Vermehrung  von  u 
um  Perioden  folgendes  Verhalten  zeigt: 
(11)  e(«*  +  öi)  =  e(«*)+  >?i,     t{u  +  ca,)  =  Uu)-\-ri,. 

Indem  wir  jetzt  von    ^m)   zu   6(u)    auf  Grund  der  Relation  (4) 
zuröckgehen,  schliessen  wir  aus  (11)  auf  die  beiden  Gleichungen: 

(j(u  +  «,)  =  e'""+'^^  6(tO,     G(M  +  <o,)  =  e''^"+^^  6{u), 
wo  q   und  Cg   zwei  noch  zu  bestimmende  Constante  sind.     Setzt  man 
in  die  erste  Gleichung  w  =  —  ^  ein,    so   folgt   unter  Benutzung  der 
Relation  (3)  pg.  186,  da  6  (^)  +  0  ist: 


2         =  —  1     und  also     q  =  jr*  +  -^ 


Analog  bestimmt  sich  c^.  Die  6 -Function  geht  hei  Vermehrung  von  u 
um  eine  der  Perioden  in  sich  selbst,  multipliäert  mit  einem  bestimmten 
Exponentialfactor  über;  und  zwar  hat  man: 

(12)    5(^*  +  «0  =  -  e'"  ("'^?)  6(t*),     (d{u-\-  ö,)  =  -  /'^  ("^^/  6(u) . 
Aufgabe.     Man  beweise  durch  wiederholte  Anwendung  der  Regeln  (12): 

S(M  +  TOia)i+w,aj,)  =  (-l)  C  ^  '6(w)- 

§  4.  Weierstrass'  Functionen  ^9{u)  und  ^^'(^0- 

Da  t,  (w)  sich  bei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um  Perioden  bis 

auf    additive    Constante    reproduciert ,    so    wird    die    Ableitung    dieser 

Function  bei   der  gedachten  Verändei-ung   von  u  unverändert  bleiben. 

Wir  bezeichnen  diese  Ableitung,  mit  negativem  Zeichen  versehen^  durch: 
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(1)  P  C^*5  «i;  «2J  — ä^^i—  — j,r 

und  reihen  ihr  sogleich  die  nächst  folgende  Ableitung  an: 

In  p{u)  und  p'(u)  haben  wir  alsdann  diejenigen  beiden  fundamentalen 
doppeltperiodischen  Functionen  mit  den  Perioden  oj^,  cog  getvonnen,  ivelche 
Weierstrass  der  ganzen  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  Grunde 
gelegt  hat. 

Die  Function  t,(u)  hatte  in  den  Gitterpunkten  einfache  Pole. 
Ebenda  wird  also  (p{u)  Pole  der  zweiten,  p' {u)  solche  der  dritten  Ord- 
nung aufweisen.  Übrigens  werden  diese  Functionen  für  alle  endlichen 
Werte  u  regulär  sein.  Unter  Benutzung  der  pg.  180  verabredeten 
Sprechweise  können  wir  sagen:  p{u)  stellt  eine  ztveitvertige  doppelt- 
periodische Function  der  Perioden  o^,  cog  vor,  p'{u)  eine  dreitvertige. 

Um  den  Charakter  der  Functionen  p(u),  p'{u)  bei  m  =  oo  zu  be- 
leuchten, projicieren  wir  das  Parallelogrammnetz  der  u-Ehene  stereo- 
graphisch  auf  die  Kugeloberfläche.  Das  einzelne  System  paralleler 
Geraden  liefert  dabei  auf  der  Kugel  ein  System  von  Kreisen,  welche 
sich  im  Punkte  u  =  oo  berühren  und  ebendort  eine  Häufungsstelle 
haben.  Die  Kugel  erscheint  somit  überdeckt  durch  ein  Netz  von  Kreis- 
bogenvierecken, die  sich  bei  u  ==  oo  zu  unendlich  vielen  zusammen- 
häufen. Nun  nimmt  nach  pg.  180  im  einzelnen  Viereck  p(u)  jeden 
complexen  Wert  zweimal,  p' (u)  sogar  dreimal  an.  Wir  sind  demnach 
bei  M  ==  oo  zu  dem  pg.  140  aufgewiesenen  Charakter  eines  wesent- 
lich singulären  Punktes  zurückgeführt:  Die  Functionen  p{u),  p'(u), 
sowie  überhaupt  alle  doppeltperiodischen  Functionen  f{u'^  o^,  ög)  haben 
je  einen  bei  u  =  oo  gelegenen  wesentlich  singulären  Punkt. 

Nach  einem  pg.  157  bewiesenen  allgemeinen  Theoreme  kann  man 
analytische  Darstellungen  für  p(;u),  p'{u)  aus  der  in  (5)  pg.  186  an- 
gegebenen Reihe  für  ^(u)  gewinnen,  indem  man  letztere  gliedweise 
nach  u  differenziert.  Es  entspringen  auf  diese  Weise  die  Partialbruch- 
reihen  für  p(u),  p'(u): 

(3)        *'W  =  i^+2''[(^;i^))-((sr7^))1' 

(4)  j,'(.)  =  _22'(„-,r(i;^)"- 

Wir  lesen  aus  diesen  Darstellungen  ab:   Will  man  p  und  p'  als  Func- 
tionen der  drei  Argumente  u,  tOj,  w^  auffassen,  so  sind  sie  in  denselben 
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Jiomogen  von  der  ( —  2)**"  hez.  ( —  3)'*""  Dimension.  Die  Reihen  (3)  und 
(4)  sind  übrigens  wieder  für  alle  endlichen  u  gleichmässig  convergent, 
wobei  nur  im  einzelnen  Gitterpunkt  immer  ein  Reihenglied  einen  Pol 
besitzt. 

Die  Function  p{u) ^  =  ^^(m)  ist  in  der  Umgebung  von  u  =0 

regulär  und  gestattet  daselbst  die  Entwicklung  in  eine  Potenzreihe, 
deren  Convergenzkreis  bis  an  den  nächstliegenden  Gitterpunkt  gerade 
heranreicht.  Da  p(u)  als  Ableitung  der  zufolge  (10)  ungeraden  Function 
t,  (ii)  selber  gerade  ist,  so  werden  in  der  fraglichen  Potenzreihe  nur  gerade 
Exponenten  auftreten.  Man  gelangt  zu  demselben  Ergebnis,  wenn  man 
zunächst  allgemein  ansetzt: 

9>(u)  =  9)(0)  +  ^''(O)  •  Y  +  9>"(0)  •  1^  +  ^'"(0)  .^  +  .  .  . 

und  für  (p^'^\u)  mit  w  >  0,  immer  gestützt  auf  das  Convergenztheorem 
von  pg.  157,  die  Entwicklung  benutzt: 

*'•'« = (- 1)"  (» + 1)!  2'  c-^r^r'- 

Wir  finden  nämlich: 


m, ,  »ij 


Nach  pg.  182  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  n  ungerade  oder  gerade 
ist;  es  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  in  (7)  pg.  182  erklärten  Bezeichnung: 

^(2*+i)(0)  =  0,       ^^  =  {2h  +  1)  G,  +  r{ay„  co,). 

Indem  wir  noch  (p(0)  =  0  aus  Formel  (3)  ablesen,  gewinnen  wir: 

(5)  Piu)  =  ^  +  dG,u'  +  5Gy  -f  lG,u<-^  -f  •  •  • , 

oder  wenn  wir  statt  G^,  G^  die  pg.  185  erklärten  g.^,  g^  einführen: 

(6)  F(^)  =  h  +  4^2^'  +  Ä^3«*^  +  7(7,u«  +  9G^,n«  +  .  . .. 

Bevor  wir  diese  Gleichung  weiter  entwickeln,  wollen  wir  aus  ihr 
auf  eine  zwischen  p{u)  und  p' (u)  bestehende  Relation  schliessen.  Man 
hat  erstlich: 

F"W  =  :^  +  ^5^2  4-  y  ö'sw'  +  ■■•, 

so  dass  die  doppeltperiodische  Function  12  <p{n)^  —  2  p" (ti)  für  u  =0 
den  endlichen  Wert  ^^  annimmt.  Da  dieselbe  auch  an  allen  übrigen 
Stellen  des  Periodenparallelogramms  endlich  ist,  so  ist  sie  nach  einem 
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pg.  178  bewiesenen  Satze  mit  einer  Constanten  identisch,  welche 
letztere  wir  bereits  als  g.^  erkannten.  Es  besteht  hiernach  für  alle  u 
die  Relation: 

(7)  2p"{u)  =  \2p{uf-g,. 

Multiplicieren  wir  dieselbe  mit  p'(u)du  und  integrieren,  so  folgt: 

p\uy==4piuf-g,p(u)  +  C, 

wo  C  eine  von  u  unabhängige  Grösse  ist.  Entwickelt  man  die  rechte 
und  linke   Seite   dieser   Gleichung   nach  Potenzen    von  u,  so  wird  das 

4  .  3 

Absolutglied  der  linken  Seite ^  ds,  dasjenige  der  rechten  C-\-  —  gfi. 

Durch  Gleichsetzen  beider  Werte  folgt  C  =  —  g^.  Zwischen  den  beiden 
Functionen  p(u),  p'(u)  bestellt  hiernach  die  folgende  algebraische  Re- 
lation identisch: 

(8)  p'iuf  ==  4  p{uy  —  g^  p  (u)  —  g,. 

Wir  besitzen  jetzt  alle  Mittel  zum  Beweise  des  bemerkenswerten 
Satzes,  dass  sich  die  sämtlichen  Coefficienten  G^,  Gr,,  •  •  •  der  Reihen- 
entwicklung (6)  rational  und  ganz  in  g^  und  g^  darstellen  lassen.  Setzen 
wir  nämlich  an: 


P  W  =  :^  +  «1^^  +  «2^*  -h  «3  w^  + 


so  ist: 


FW^  =  ^  +  2ai  +  2a2M2 

00 

-\-^{2an+x  -\-  a^an-i  +  a5j««_2  +  •  •  +  a„-iai)u^". 

n  =  2 

Andrerseits  hat  man: 

+  6  •  ba^u*  -i h  (2w  H-  2)  (2n  +  1)  an+i  w^«  -| . 

Tragen  wir  diese  beiden  Reihen  in  (7)  rechts  und  links  ein  und  ver- 
gleichen die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  «,  so  ergiebt  sich 
die  Recursionsformel: 

{4n^  -j-  6w  — 10) an+i  =  6(aia„-i  -f  a.^an-2  +  «sttn-s  H h  «„-i^i), 

welche  zur  Berechnung  von  «g,  a^,  •  ■  •  aus  «^  =  —  ^^  und  a^  =  —g^ 
tauglich  ist.     Man  findet  für  w  =  2,  3,  4,  •  •  •: 

1        2  3  1        2     ,  1 


a,  = 


1200  ^2  7      ^4  =  616Ö  9^9^  j      «5  =  ^5^  9z  "T  156000^2  ' 


womit    unsere    obige    Behauptung    über    die   Coefficienten    G^,    (rg, 
sich  bestätigt. 
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Als  hauptsächliches  Ergebnis  fassen  wir  zusammen:     Die  Func- 
tionen p(u)  und  p'{u)  gestatten  die  Potenzreilienentwicklungen: 


_2 


(10)   p»  =  -|.  +  Ä"  +  y'''+^'"^  +  Äu'*'  +  --. 

d^   Convergenzh-eis  dieser  Reihen  hat  den  NtdlpunJct  zum  Mittelpunkt 
und  reicht  his  an  den  dem  NidlpunJct  nächstgelegenen  Gitte^'punlt  gerade 

heran. 

Da  die  Function  l{u)  ungerade  ist,  so  kann  die  Reihe  für  t,{u) 
nach  Potenzen  von  u  ein  Absolutglied  nicht  enthalten.  Durch  Inte- 
gration und  Zeichenwechsel  findet  man  somit  aus  Gleichung  (9)  folgende 
Potenzreihe  de/i'  Function  t,{u): 

„2 

(11)       l{u)==^-^^^n^-^^,u'-^rj^,^' 

9t  9s  ,,9  4_  .  .  . 

2*-3-5-7  ■  11  ' 

Der    Convergenzkreis    dieser    Reihe    ist    derselbe,    wie    derjenige    der 
Reihen  (9)  und  (10). 

Aus  (11)  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (4)  pg.  186  weiter: 


/(eW_i).«  =  log(^)) 


=  ~2^T3T5^   -2^-3-5-7^   -2^7375^7^    -  2^  ■  3  ■  5^  •  7  •  11  ^     ^       ' 

da  zufolge  (1)  pg.  186  in  der  Reihenentwicklung  von  log  [6(m):  w] 
ein  Absolutglied  nicht  auftreten  kann.  Durch  Vermittelung  der  Ex- 
ponentialreihe  gewinnt  man  von  hieraus  als  Reihenentwicklung  der  Func- 
tion 6(w): 

2 

/i<^N      /-/  \  ^25  9s        ^7  ^2  ..9 

(12)       6 (w)==W-^T^-y:^W^-  ^17^:^.-7  W-^ö-y^TTöT?^ 

_  ^^^3         ^u  4_ . . . 

2'-3«-5*-7    11  ' 

Diese  Reihe  ist  beständig,  d.  i.  für  alle  endlichen  Werte  von  u  con- 
vergent. 

§  5.    Neue  Productformeln  für  6(m). 

In  (10)  pg.  188  haben   wir  eine  Reihe  für  t{u)   kennen  gelernt, 
die  für  alle  endlichen  u  unbedingt  und  gleichmässig   convergent  war, 
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jedoch   so,    dass    in    den    Gitterpunkten   je   ein  Reihenglied  einen  Pol 
besass.     Man  kann  jener  Reihe  die  folgende  Gestalt  geben: 


^(w)_  1  =  ^^,4- /- 

^   ■'         u         CO,        ^    du 


loi 


CO 

+  2 


du 


loof 


jr  (nca  -] j  sinw  («co 1 


äin-  nit(o 


Durch    Integration    ergiebt    sich    hieraus    die    im    gleichen    Umfange 
(cf.  pg.  124)  convergente  Reihe: 


/    .       7tU 


J[m  -i,-\äu  =  ^^  +  log  [;^^)  -  log  Q 


+  J;iog 


/  1      TtU\      .      [  TtU\ 


«=l 


Nun  aber  hat  man  doch: 

u 

6  (m)  ==  M  e  " 

Es  ergiebt  sich   sonach  als  eine  für  alle  endlichen   Werte  von  u  gültige 
Productdarstellung  der  (5 -Function: 


(1)         6(2*)  =  ^e2a,,  siji 


^      1 

IT 


/            ,   nu\    .     /                Ttu\ 
I  rntco  -\ sm  I  nna 1 


mn' mtco 


Drückt  man  die  unter  dem  Productzeichen  stehenden  Sinus  durch 
die  Exponentialfunction  aus  und  benutzt  für  e'^''"  die  bereits  pg.  184 
eingeführte  Abkürzung  q,  so  kann  man  der  Formel  (1)  auch  noch  die 
folgenden  Gestalten  verleihen: 


''^"  Ttu    ri  l  l-q^-e  -' 


(2)      6(.)  =  |.^-.sin^/7-\^^ 


2  7t  tu 


2  n  i  u 


1  -  a^"  e 


,3n 


/Q\  r^f  .\  '*'»       20),      •      TtU 

{6)  (j{u)  =  ~  e     ^  sm 


„<         a    2n  27ru  A„ 

X     1  —  2g;      cos  '    ^^"^ 


n 


<B» 


77 


(1-2^«) 


2«\s 


§  6.    Fourier'sche  Reihen  für  ^(m),  p{u),  p'(u). 

Drückt  man  im  allgemeinen  Gliede  der  Reihe  (10)  pg.  188  die 
Functionen  ctg  direct  durch  die  Exponentialfunction  aus,  so  nimmt 
diese  Darstellung  von  ^{u)  die  Gestalt  an: 


(1)     t(u) 


ri^u 


Fourier'sche  Reihen  für  ^(u),  p{u),  p'(u). 

CO 

"■"    CO,     '    O    0),  0),    ^ 
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2  7t  zu 


2  w 

q     e 


wie  eine  leichte  Zwischenrechnung  zeigt. 

Wir  machen  nunmehr  von  der  oben  (pg.  184)  festgestellten  Un- 
gleichung I  g  j  <  1  Gebrauch  und  wollen  überdies  u  derart  einschränken, 
dass  die  Ungleichung: 

(2) 


2rtiu 
^2  n  .  /j"~      Wo 


<1 


für  beide  Vorzeichen  und  für  alle  n  =  1,2,3  •  ■  erfüllt  ist.  Es  ist  dies 
wegen  |  rj*  |  <  1  sicher  der  Fall,  wenn  diese  Forderung  für  w  =  1  gilt. 
Da  wir  in  diesem  Falle  auch  schreiben  können: 


e«'* 


(Wj  +  u) 


<1, 


so  muss 


"^-— —    für  beide  Vorzeichen  einen  positiven  imaginären   Be- 
standteil  haben.     Man  findet,  dass  u  auf  einen  aus  zivei  Reihen  unend- 


Fig.  48. 


lieh  vieler  Periodenparallelogramme  bestehenden  Streifen  der  u -Ebene  ein- 
gegrenzt ist,  wie  ihn  Figur  48  zur  Darstellung  bringt. 

Unter  Gültigkeit  der  Bedingung  (2)  kann  man  nun  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (1)  in  folgende  convergente  Reihe  entwickeln: 


g2«e    '». 

?^"  e       "•»              o-"'Sr7   9,„„    •     2mTtu 

~ r--r-  =  2l     y    ö^'""  Sm ■ 

27tiu 

1-q^'^e  '"^ 

Die  Eintragung  dieses  Wertes  in  (1)  liefert: 

00  

n  =  l  m  =  l 


s(")=r+Ä«'sf  +  ^^2'^^' 


sin 


2nntu 


13' 
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Die  hier  rechts  stehende  Reihe  ist  nun,  immer  unter  Voraus 
Setzung  der  Gültigkeit  der  Bedingung  (2),  absolut  und  demnach  auch 
unbedingt  convergent,  was  man  durch  eine  Überlegung  zeigt,  wie  wir 
sie  ähnlich  bereits  pg.  184  ausführten.  Es  ist  demnach  gestattet,  bei 
stehendem  m  zunächst  nach  n  zu  summieren,  wobei  man  zu  einer  geo- 
metrischen Reihe  geführt  wird.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  der 
folgenden  Fourier' sehen  Reihe  der  Function  t,{u): 

{ö)  Hu)  =  -^ ^  —  ctg >  ^     sin 

m  =  l  ^ 

Durch   Differentiation  nach  u  findet  man  als  Fourier'sche  Reihen 
für  p{u)  und  p'(u): 


\«2/      gij^2  !^*  CO,    ^     1 


^2m 


2nncu 
COS 


TtU 


(5)  F'W  =  -  2  (^)  — ^  +  i^^  VJ^C;i  sini^ 

0      V    /  W/     -.     oÄM     '  3    ,^^    _„2m  „ 


COa 


Die  hier  rechts  stehenden  Reihen  convergieren  nämlich,  wie  man  ohne 
Mühe  nachweist,  bei  Gültigkeit  von  (2)  gleichmässig  und  liefern  dem- 
nach zufolge  eines  pg.  124  bewiesenen  Satzes  Darstellungen  für  die 
Ableitungen  — ^'(u),  —  ^"  (u).  Wir  heben  nochmals  hervor,  dass  der 
Gültigleitsbereich  der  Beihen  (3),  (4)  und  (5)  der  in  Figur  48  dar- 
gestellte Streifen  der  u- Ebene  ist. 

§  7.    Partialbruchzerlegung  der  doppeltperiodischen  Functionen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Discussion  der  Frage,  inwieweit  wir  in 
den  bisherigen  Entwicklungen  zugleich  die  Mittel  gewonnen  haben, 
beliebige  doppeltperiodische  Functionen  darzustellen.  Wir  bringen  zu 
diesem  Ende  erstlich  die  Function  ^(u)  zur  Verwendung.  Schreibt 
man  in  (11)  pg.  189  an  Stelle  von  u  die  Differenz  (u  —  a),  unter  cc 
eine  beliebige  Constante  verstanden,  so  zeigt  sich,  dass  ^{u  —  a)  bei 
Vermehrung  von  u  um  Perioden  durchaus  das  Verhalten  von  ^(;u)  teilt. 
Man  merke  überdies  an,  dass  ^(u  —  a)  im  einzelnen  Periodenparallelo- 
gramm nur  einen  Pol  besitzt,  nämlich  bei  u  =  cc,  resp.  der  mit  a 
homologen  Stelle.  In  der  Umgebung  von  a  gilt  zufolge  (11)  pg.  193 
die  Entwicklung: 

(1)  5(«-«)  =  ^-|(»-«)'  +  ---. 
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Nun  sei  f{u\  co^,  (o^  irgend  eine  doppeltperiodisclie  Function,  von 
der  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  sie  nur  einfache  Pole  besitzt.  Ist 
f(u)  w-wertig,  so  finden  sich  in  einem  einzelnen  Periodenparallelogramm 
n  Pole,  die  etwa  hei  u  =  a^,  a^,  ■■•,  cCn  gelegen  seien.  Die  zu  letzteren 
gehörenden  Residuen  von  f{u)  seien  a^,  a^,  •  ■  ■,  a„-^  nach  einem  pg.  179 
bewiesenen  Satze  verschwindet  die  Summe  dieser  Residuen: 

(2)  «1   +  «2  +  «3  H h  ««  =  0. 

Man  betrachte  jetzt  die  Differenz  f(u)  —  a^  ^(m  —  «i);  zufolge  (1) 
wird  dieselbe  bei  u  =  «i  regulär  sein.  Entsprechend  schliesst  man 
sofort  weiter,  dass: 

F(u)  =  f{u)  —  «1  ^(m  —  <^l)  —  0^2  ^(**  —  «^2) ^n  ^(W  —  CCn) 

im  ganzen  Parallelogramm  regulär  ist.  Nun  ist  überdies  F{u)  doppelt- 
periodisch.     Wenn    nämlich    u   um    co^    wächst,    so    nimmt   F(u)    um 

ni  ^ci'k  ab;  dieser  Betrag  ist  aber  zufolge  (2)  gleich  0,  so  dass  F(u) 

k  =  l 

die  Periode  oj^  und  offenbar  auch  co.^  besitzt.  Eine  im  ganzen  Parallelo- 
gramm reguläre  doppeltperiodische  Function  ist  aber  mit  einer  Con- 
stanten identisch.  Nennen  wir  letztere  Ä,  so  folgt:  Eine  n- wertige 
doppeltperiodische  Function  f{u)  mit  nur  einfachen  Polen  lässt  sich  ver- 
möge der  Function  g(^*)  in  der  Gestalt: 

(3)  f(u)  =  A-\-a,  ^{u  —  a,)  -{- a^  ^{u  —  a^) -{ \-  an  g(w  —  «„) 

darstellen,  wo  A  eine  Constante  hedeutet  und  a^,  a^,  ■  -  ■ ,  an  die  zu  den 
Polen  a^,  a^,  •  •  ■ ,  an  gehörenden  Besiduen  unserer  Function  sind. 

Die  in  Formel  (3)  geleistete  Darstellung  bezeichnen  wir  als 
„Partialhruchzerlegung  der  doppeltperiodischen  Function  f(u)".  Dieselbe 
correspondiert  genau  der  gewöhnlichen  Partialbruchzerlegung  einer  ratio- 
nalen Function  mit  nur  einfachen  Polen  (cf.  (7)  pg.  150),  wo  an  Stelle 

von  t,(u  —  a)  der  Partialbruch  ■■  _      tritt. 

Möge  jetzt  f(ti',  «1,  02)  Pole  beliebiger  Ordnungen  besitzen,  und 
zwar  seien  im  Periodenparallelogramm  insgesamt  n  Pole  der  Ord- 
nungen v^,  v^,-  •,Vn  bei  «1,  (^2,  •  •  ,  «„  gelegen.  Für  die  Residuen 
a^,a^--,an  derselben  gilt  wiederum  die  Gleichung  (2).  Hier  muss 
man  nun  neben  ^(u  —  a)  noch  die  Functionen  p(u^  a),  p' (u  —  a), 
p"(u  —  a)  ,-  •  •  benutzen,  deren  Verhalten  bei  u  =  a  aus  (9)  und 
(10)  pg.  193  abzulesen   ist.      Es  sind  dieses   die   Grössen,  welche  die 

Stelle  der  rationalen  Partialbrüche  ^^^^,,  (,^)i;  •  •  '  vertreten.  Man 
kann  nämlich  jetzt  leicht  die  Coefficienten  ai,  a'k,  •  •  •  für  den  einzelnen 
Pol  ak  derart  bestimmen,  dass  die  Differenz: 
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n 

fi^)  —  ^  K-  t(i('  —  (ik)  +  «i  p(u  —  cCk) 

im  Parallelogramm  überall  regulär  ist.  Da  sich  diese  Differenz  aber 
in  Abhängigkeit  von  w  zufolge  (2)  als  doppeltperiodisch  zu  erkennen 
giebt,  so  ist  sie  wiederum  mit  einer  Constanten  A  identisch.  So  ent- 
springt die  allgemeine  Formel  für  die  Partialhruchzerlegung  der  doppelt- 
periodischen  Functionen : 

n 

(4)     f(u)  =  Ä-\-  ^  [ttk  tiii  —  «-t)  +  aic  p{ii  —  cik) 

+  a'k  p'{u  —  «i)  H h  «/*"    pk^~    (ll  —  Uk)] , 

welche  genau  der  allgemeinen  Gleichung  (7)  pg.  150  für  die  rationalen 
Functionen  entspricht. 

§  8.    Factorenzerlegung  der  doppeltperiodischen  Functionen. 

Für  eine  zweite  Art  der  Darstellung  der  doppeltperiodischen 
Functionen  benutzen  wir  die  6-Function.  Hierbei  ist  eine  kurze  Vor- 
entwicklung vorauszusenden,  welche  die  Aufstellung  einer  schon  oben 
(pg.  185)  erwähnten  Relation  zwischen  «1,0259^^,7^2  zum  Ziele  hat. 

Man  führe  das  Integral  J' 2;  (m)  du  über  den  Rand  B  eines  Perioden- 
parallelogramms im  positiven  ümlaufssinne  aus.  Wir  benutzen  hierbei 
etwa  das  in  Figur  46  pg.  178  gezeichnete  Parallelogramm,  wo  jedoch 
Uq  nicht  gerade  mit  einer  ganzzahligen  Combination  (w^  o^  +  WgOjg) 
der  Perioden  identisch  genommen  sein  soll;  denn  in  diesem  Falle 
würde  g(w)  auf  dem  Rande  R  einen  Pol  besitzen.  Es  folgt  zunächst 
genau  wie  pg.  178: 

e(w)  du=l  \l{u)  —  t{u  -f  «1)]  du~\  \t,(u)  —  l(u  +  «2)]  du. 

Da  aber  die  hier  in  Klammern  stehenden  Differenzen  zufolge  (11)  pg.  189 
constant  gleich  —  iq^  bez.  —  ri^  sind,  so  hat  man : 

/  t,{u)  du  =  CO^T^g  —  0^2%  • 

(R) 

Andrerseits  ergiebt  sich  bei  Benutzung  der  Regel  (9)  pg.  144: 

J  ^(u)  du  =J  d  log  6  (ll)  =  2 i7t , 
(Ä)  (Ä) 
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da  6(m)  im  Parallelogramm  einen  Nullpunkt  erster  Ordnung  hat, 
übrigens  aber  daselbst  allenthalben  endlich  und  von  null  verschieden 
ist.  Setzt  man  die  beiden  für  das  fragliche  Integral  gewonnenen 
Werte  gleich,  so  ergiebt  sich  als  eine  zwischen  Wj,  cog?  ^i,  %  bestehende 
Belation: 

(1)  01%  —  <o^rjj^  =  2ijt. 

Man  bezeichnet  dieselbe  als  die  „Legendre'sche  Belation'',  weil  sich  in 
der  That  bei  Legendre  eine  mit  der  Gleichung  (1)  dem  Wesen  nach 
übereinstimmende  Gleichung  findet. 

Sei  jetzt  f(ii;  a^,  a^)  irgend  eine  doppeltperiodische  Function.  In 
einem  ausgewählten  Periodenparallelogramm  möge  dieselbe  Pole  der 
Ordnungen  v^,  v„  ■  ■  ,  Vn  bei  u  -=  a^,  a,,--,  cc^  besitzen,  sowie  Null- 
punkte der  Ordnungen  {i^,  ^.„  ■  ' ,  i^m  bei  ti  =^  ß„  ß^  ■  ■ ,  /3«,  während  sie 
übrio-ens  im  Parallelogramm  allenthalben  endlich  und  von  0  verschieden 
ist.  "Hier  gilt  alsdann  nach  einem  pg.  179  bewiesenen  Theoreme: 

(2)  fti  +  f^2  H h  f*"'  =  ^1  +  ^^2  H h-  ^'n, 

wobei  der  Summenwert  der  rechten  oder  linken  Seite  die  Wertigkeit 
von  f(u)  darstellt. 

Unter  diesen  Umständen  ist  -f|^^  =  f^^  eine  (m  +  w)- wertige 
doppeltperiodische  Function  mit  lauter  einfachen  Polen;  und  zwar 
haben  wir  erstlich  Pole  der  Residuen  .«1,  ftg,  •  • ,  ftm  bei  u  =  ß^,ß^,-', ßm, 
weiter  Pole  der  Residuen  —  v^^,  —  v^,  •  - ,  —  Vn  hei  u  =  a^^,  a^,  ■  - ,  ccn- 
Der  Ansatz  (3)  pg.  197  liefert  somit: 

^12|1W  ==  Ä  +  ii^i^-  ßi)  +  (^^^i^-  ß^)  +  ■  ■  ■ 

au  c  /  \ 

-f  i^m  %{U  —  ßn)  —  Vi  K^  —  «1) ^-  H^  —  «-) 

oder  unter  Benutzung  von  (4)  pg.  186: 

d\o^f{u)=-Adu-^ii,d\og(o{u  —  ß^)-\ i/i^log5(M  — «J , 

woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 

log  f{u)  =  Au-\-B  +  log  -— -— -, 

S    (w  —  «i) 6  "  (m  —  a„) 

unter  B  eine  neue   Constante  verstanden.     Setzt  man  e^  =  C,  so  hat 
man  für  f{u)  die  Darstellung: 

(3)  f(u)  =  (7.6^". — ^ 
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Zur  Bestimmung  von  Ä  lassen  wir  u  um  a^  zunehmen.  Mit 
Rücksicht  auf  (2)  findet  man  durch  Gebrauch  der  Regel  (12)  pg.  189, 
dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  dabei  in  sich  selbst  multi- 
pliciert  mit: 

A cuj  +  (»'i  «1  +  Vj «i  H f-  r„  a„  —  Hißi  —  t^>ißi /<„j j^,,,)  i?i 

übergeht.     Da  aber  dieser  Factor  wegen  f{ii  -\-  a^  =  f(u)   gleich  1 
ist,  so  schliessen  wir  auf  die  Gleichung: 


(4)  JL«!  +  1^1  (^  VkKk  —  ^fii ßij  =  ~  2m^ni  , 

*=i  1=1 

wo  m^  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ist.     Ebenso  gewinnt  man: 

n  m 

(5)  Aco^-\-  ri^  [^  Vk dk  —  ^lii  ßij  ==  2m^7ti , 

k  =  l  1  =  1 

wo  auch  m^  ganzzahlig  ist. 

Man  multipliciere  nun  erstlich  diese  beiden  Gleichungen  mit  —  ojg 
bez.  «1  und  addiere.     Es  folgt: 

n  m 

k=l  1  =  1 

woraus    wir    mit   Rücksicht    auf  die    Legendre'sche    Relation    (1)    die 
Gleichung  gewinnen: 


(6) 


y  Vkcc  k  —  ^  fii  ßi  =  m^  a>i  + 


WgGJg 


Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen:  Für  irgend  eine  doppeltperiodische  Func- 
tion f(u-^(x>^,G3^  ist  die  Summe  aller  im  einzelnen  Parallelogramm  ge- 
legenen Nullpunhte  ß  abgesehen  von  ganzmhligen  Vielfachen  der  Perioden 
a^,  cog  gleich  der  Summe  aller  im  Parallelogramm  hefindliclien  Pole  a; 
jeder  Nullpunkt  und  Pol  muss  hierbei  in  der  ihm  zukommenden  Midti- 
plicität  in  der  Summe  enthalten  sein. 

Combiniert  man   zweitens   die   Gleichungen    (4)   und  (5)   zur  Eli- 
mination der  links  stehenden  Summen,  so  folgt: 

^(«1%  —  »2'?i)  =  —  2ijr  (m^Tj^  +  m^yj^), 

Daraufhin  ist  die  „Factorenzerlegung"  der  vorliegenden  doppeltperiodischen 
Function  f(u)  durch  die  folgende  Formel  geleistet: 
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S"'  (10  -  ft )  S"^(M  -/?.)•••  G^'''  (w  -  ^  J 

(7)  f(u)  =  C  •  e-^"^^n.  +  »Hn.)u.^ ^li_^ 1^!^ ^ ^^^ 

^   '  Q^(M  —  «i)  5  '(w  _  a^) .  .  .  6  >  -  aj 

tvo  m^,  /«2  ^^'6*?  ß^^'^  durch  die  Gleichung  (6)  ^^tt  definierende  ganze 
Zahlen  sind  und  C  eine  Constante  hedeutet.  Diese  Formel  correspondiert 
genaii  der  in  (8)  pg.  151  gegebenen  Factorenzerlegung  einer  rationalen 
Function.  Wir  entnehmen  aus  (7)  noch  das  Theorem:  Eine  doppelt- 
periodische Futtction  ist  durch  ihre  Pole  und  Nidlpunlcte  his  auf  einen 
Constanten  Factor  eindeutig  bestimmt. 

Die  durchlaufene  Entwicklung  ist  übrigens  auch  der  Umkehrung 
fähig  in  dem  Sinne,  dass  iiberhaupt  jeder  ÄusdrucJc  von  der  Gestalt  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (7),  falls  die  Gleichungen  (2)  und  (6)  erfüllt 
sind,  eitle  doppeltperiodische  Function  f(u-^  Wj,  co^)  darstellt.  Man  über- 
blickt also  hiermit  den  Gesamtumfang  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen f(u]G}^,  Og). 

Um  die  Darstellung  (7)  z.  B.  auf  p\(u)  anzuwenden,  erinnern  wir 
daran,  dass  diese  Function  ausschliesslich  in  den  Gitterpunkten  des 
Parallelogrammnetzes  Pole  besitzt,  und  zwar  solche  dritter  Ordnung; 
wir  setzen  dieserhalb  a^^  =  0,  v^  =  ^,  n  =  1.  Für  die  drei  Nullpunkte 
ßi,  ß^,  ßs  wird  dann  die  Gleichung  mit  ganzzahligen  m^,  m^\ 

(8)  ß^  +  A,  +  /33  =  m^  cj,  +  m^  co^ 

gelten.  Mit  ß^  ist  auch  —  ß^  Nullpunkt  der  „ungeraden"  ^^'- Function. 
Wäre  nun  —  ß^^  mit  ß^  homolog,  so  wäre  (ß^  +  ß^)  eine  ganzzahlige 
Combination  der  Perioden,  und  dasselbe  würde  demnach  zufolge  (8) 
auch  von  ß.^  gelten.  Das  aber  würde  der  Thatsache  widersprechen, 
dass  p'(u)  in  den  Gitterpunkten  Pole  hat.  Dieserhalb  muss  — ß^  mit 
ßi  homolog  sein,  so   dass  ß^  =  ^^t  ^i  +  '>h  <»2   g^-j^  ^^^.^^    wobei  jedoch 

nicht^  beide  ganze  Zahlen  n^,  n^  gerade  sein  dürfen.  Offenbar  werden 
sich  auch  /Jg  und  ß^  in  dieser  Gestalt  darstellen  müssen.  Es  lässt  sich 
weiter  leicht  zeigen,  dass  von  den  drei  Nullpunkten  ß^,  ß^,  ß^  keine 
zwei  coincidieren  resp.  homolog  sein  können.  Wären  nämlich  ß^  und 
ß^  bis  auf  ganzzahlige  Multipla  von  a^,  co^  gleich,  so  wäre  bei  dem 
für  die  ß  gewonnenen  Gesetze  ß^  +  ßi  ^i^^  ganzzahlige  Combination 
von  oji,  (»2,  und  dasselbe  würde  zufolge  (8)  von  ß^  gelten,  was  doch 
nicht  der  FaU  ist.  Damit  ist  bewiesen:  Die  p' -Function  hat  nur  ein- 
fache Nullpunhte;  und  zwar  werden  diese  durch  die  mit  y?  Y'  "^~2 — ' 
homologen  Stellen,  d.  i.  durch  die  Seitenmitten  und  MittelpunJcte  der  Paral- 
Mogramme  des  Netzes  geliefert.     Setzen  wir  jetzt  insbesondere  ßi  =  -^, 
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/^g  =  y,  ß3  =  —  "^  "^  "%   so  gilt  in  (8)  rechter  Hand  %  =  Mg  =  0; 

und  man  hat  alsdann   den  constanten  Factor  C  (cf.  Formel  (7))  noch 
so   zu  bestimmen,  dass  lim.  w^^'(jt)  =  — 2  wird.     Die  gesuchte  Dar- 

Stellung  der  ^{?'- Function  ist  daraufhin: 


(9)  ip'iu)  = 


e(|)g(|)s(?^:ii).s.(„) 


Aufgabe  1.     Ist  bei  u=a  eine  der  Nullstellen  der  ^-Function  gelegen,  so 
beweise  man  die  Gültigkeit  der  Formel: 

(10)  «-W— %:;xr'- 

Aufgabe  2.     Man  beweise  die  später  zur  Verwendung  kommende  Formel: 
(11)  ^(^)-^^^)--       6>)6^.)-- 


§  9.    Abbildung  der  t«- Ebene  durch  die  ^-Function. 

Zur  Abkürzung  verstehen  wir  unter  Wg  die  Summe  w^  -|-  ^2-  ^^^ 
Farallelogrammnetz  der  t(-Ebene  möge  so  gelegen  sein,  dass  u  =  0, 
ög,  053?  ß^i  die  Ecken  eines  ersten  Parallelogramms  sind.  Die  Function 
p(u)  als  zweiwertige  doppeltperiodische  Function  nimmt  den  einzelnen 
complexen  Wert  im  allgemeinen  in  zwei  getrennt  liegenden  Punkten 
des   Parallelogramms  an.     Man  kann   auch   sofort  angeben,   dass  zwei 

bezüglich  der  Parallelogrammmitte  —  cog  diametrale  Punkte  11  und  (wg  — 11) 

immer  denselben  Wert  p  besitzen. 

Trennen  wir  hiernach  vermöge  der  einen  Diagonale  vom  Parallelo- 
gramm das  Dreieck  der  Eckpunkte  0,  m^,  cog  ab,  so  wird  dieses  gerade 
^„  ein  einfaches  und  vollständiges  Ahhild  der  Ebene 

von  z  =  p(u)  sein  (cf.  Fig.  49).  Freilich  haben 
wir  betreffs  der  Eindeutigkeit  über  die  Rand- 
punkte des  Dreiecks  folgende  Zusätze  zu  machen. 
Halten  wir  an  der  Bezeichnung  p(u)  =  z  weiter- 
1^6.49.  ^^^  ie^i,   so  werden  erstlich  die  drei  Ecken  0, 

coi,  (»2  einen  und  denselben  Punkt,  nämlich 
z  =  00,  liefern.  Überdies  werden  auf  der  einzelnen  Seite  je  zwei  von 
der  Mitte  gleich  weit  abstehende  Punkte  dasselbe  z  liefern,  wie  denn 
z.  B.  p{u)  =  p{(o^  —  u)  ist. 


Abbildung  des  Periodenparallelogramms  durch  io{u). 
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Man  kann  sich  hiernach  von  der  Beziehung  des  Dreiecks  auf  die 
^- Ebene  dadurch  ein  anschauliches  Bild  machen,  dass  man  ersteres  in 
die  letztere   durch  mechanische  De- 
formation in  der  Weise  umgestaltet, 
wie  Figur  50  näher  andeutet.    Setzen 
wir  zur  Abkürzung: 


(1) 


so  werden  die  drei  Seitenmitten  des 
Dreiecks  schliesslich  in  die  Punkte 
0  =  e^,  e^,  63  der  ^-Ebene  rücken 
Die  drei  Seitenmitten  haben  dieser- 
halb  bereits  gleich  anfangs  in 
Figur  50  die  Bezeichnungen  e^,  63; 
63  bekommen.  Die  einander  cor- 
respondierenden  Hälften  jeder  Seite 
des  Dreiecks  kommen  schliesslich 
zum  Zusammenfall  und  liefern  eine 
vom  betreffenden  Punkte  e^  nach 
£i  =  oo  ziehende  Curve  (cf.  die  letzte 
Zeichnung  in  Figur  50). 

Aus  dieser  Darlegung  geht  her- 
vor, dass  die  Ecken  und  Seiten- 
mitten des  Dreiecks  irreguläre  Funkte, 
und  zwar  Verzweigungspunkte,  der 
conformen  Ähhildung  sind.  In  der 
That  werden  die  Winkel  der  «-Ebene, 
welche  diese  sechs  Punkte  zu  Scheitel- 
punkten haben,  auf  Winkel  doppelter 
Grösse  der  0-Ebene  abgebildet.  Man 
kann  dies  auch  sehr  leicht  durch 
Rechnung  beweisen.  Erstlich  näm- 
lich gilt  für  w  =  0  in  erster  An- 
näherung z  =  —^  und   also  u>  =  —p. 

für  z  =  (x>.    Andrerseits  ergiebt  sich,  indem  man  in  (11)  pg.  202  für  v 

0),  f^T^     , 

den  Wert  --  einträgt,  für  die  nächste  Umgebung  von  —  bez.  e^\ 


Fig.  50. 
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z  —  ek^=  c\u  — 


cy^ 


ßk, 


da  <5(w-f- y)   ^^^  ^^^  einen  Exponentialfactor  gleich  (jiu ~\   ist, 

wie  aus  der  Grundformel  (12)  pg.  189   für  die  6 -Function  leicht  her- 
vorgeht. 

Das  Periodenparallelogramm  besteht  aus  zwei  Dreiecken  unserer 
Art.  Somit  wird  sich  das  Parallelogramm  vermöge  z  =  p{u)  auf  eine 
zweihlättrige  Biemann'sche  Fläche  über  der  z- Ebene  abbilden,  welche 
offenbar  vier  bei  e^,  e^,  e^,  oo  gelegene  Verzweigungspunkte  besitzt.  Bei 
der  Abbildung  des  Parallelogramms  sollen  je  zwei  homologe  Rand- 
punkte u  und  (u  -j-  G}^)  bez.  u  und  (u  -f-  «2)7  insofern  sie  gleiche  Werte 
von  p(u),  und  ebenso  auch  von  p'{u)  liefern,  den  gleichen  Punkt  der 
Riemann'schen  Fläche  liefern.  Die  nähere  Betrachtung  zeigt,  dass  wir 
diese  Riemann'sche  Fläche  gewinnen,  wenn  wir  die  am  Schlüsse  in  Fig.  50 
gewonnene  ^-Ebene  in  zwei  Exemplaren  übereinander  schichten  und 
beide  Blätter  je  längs  der  von  e^,  Cg,  e^  nach  00  ziehenden  „Verzweigungs- 
schnitte" S^,  S^,  S^  ineinander 
übergehen  lassen.  Die  in  Figur  51 
gezogenen,  auf  der  Fläche  ge- 
schlossenen Curven,  welche  längs 
ihres  Verlaufs  im  unteren  Blatte 
punktiert  sind,  mögen  den  Zu- 
"^  sammenhang  der  Blätter  erläutern. 
Hiermit  vergleiche  man  nun 
die  geometrischen  Ausführungen  von 
pg.  167  ff.,  wo  wir  bereits  die  Mög- 
lichkeit erkannten,  eine  zweiblätt- 
rige Riemann'sche  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten  eindeutig  stetig  auf  ein  Viereck  zu  beziehen. 
Handelte  es  sich  aber  dort  nur  um  Überlegungen  der  „analysis  situs" 

so  haben  wir  darüber  hinaus  hier  mit  einer 
„conformen  Abbildung"  zu  thun. 

Wir  hatten  damals  zwei  Verzweigungs- 
schnitte gebraucht,  welche  die  vier  Ver- 
zweigungspunkte paarweise  verbanden.  Es  ist 
ein  Leichtes,  unser  jetziges  System  der  Ver- 
zweigungsschnitte /S^,  ^2,  S^  so  abzuändern, 
dass  wir  zum  früheren  Schnittpaare  zurück- 
kommen. Figur  52  möge  uns  ein  schematisches 
Fig.  52.  Bild  der  Verhältnisse  auf  der  0- Kugel  liefern, 


Fig.  51. 


Abbildung  des  PeriodeDparallelogramms  durch  p{u). 
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die  wir  zur  Veranschaulichung  des  Punktes  oo  heranziehen.  Führen 
wir  hier  den  e^  und  e^  verbindenden  Schnitt  S^'  durch  beide  Blätter 
und  vertauschen  die  beiden  durch  S^,  S^,  S^'  eingegrenzten  dreieck- 
förmigen  Stücke  beider  Blätter  mit  einander,  so  hören  offenbar  8^^  und 
5,5  auf,  Verzweigungsschnitte  zu  sein,  während  S^  als  solcher  eintritt. 
Die  Querschnitte  Q^,  Q^,  welche  wir  früher  (pg.  167)  benutzten, 
lieferten  mit  ihren  vier  „Ufern"  die  vier  Seiten  des  Vierecks.  Q^,  Q^ 
waren  so  gewählt,  dass  sie  durch  keinen  Verzweigungspunkt  der  Rie- 
mann'schen  Fläche  liefen.  Hier  sind  wir  zunächst  zu  etwas  anderen 
Verhältnissen    geführt,    weil 

die  Parallelogrammseiten  ge-  ..--"'/"' 

rade    durch    die    irregulären  ,/^--""'  / 

Punkte  der  conformen  Ab- 
bildung hindurchlaufen.  Um 
auch  in  dieser  Hinsicht  Über- 
einstimmung zu  erzielen,  ver- 
schieben wir  zuvor  das  Paral- 
lelogramm, wie  Fig.  53  zeigt, 
ein  wenig,  so  dass  die  neuen 

Eckpunkte  Uq,   ''^o  ~1~  '''i  ^ '  "  ' 

nicht  auf  den  Seiten  des  bisherigen  Netzes  gelegen  sind.  Die  neue  von 
%  nach  (^<o  +  wj  laufende  Seite  wird  sich,  wie  man  aus  der  Stetig- 
keit der  Abbildung  leicht  schliesst,  auf  den  Schnitt  Q^  der  Figur  54 
übertragen-,  und  entsprechend  liefert  die  von  Uq  nach  u^  +  a.^,  ziehende 


/  «/.-^3J 


;  tifl-^  "*3 ,.. 


«,^ft^...- 


Fig.  53. 


Fig.  54. 


Fig.  55. 


Seite  den  Schnitt  ^2-  Ersetzen  wir  noch  die  Schnitte  S^,  S^  durch 
S^',  so  verlaufen  die  jetzt  erhaltenen  Querschnitte  Q^,  Q^,  wie  Figur  55 
zeigt.  Diese  kommt  aber  im  wesentlichen  mit  der  früher  benutzten 
Figur  38  pg.  IGT  überein. 

Jedes  einzelne  Parallelogramm  des  Netzes  mit  den  Gitterpunkten 
Wo+»^i»i  +  »^2^2?  ^^^  ^^^  soeben  benutzten,  wird  vermöge  ^  =  p{u) 
auf  eine  genau  ebensolche  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  mit  zwei 
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Schnitten  Q^,  Q.^  abgebildet,  wie  sie  Figar  55  darstellt.  Um  hiernach  das 
Abbild  der  gesamten  u- Ebene  vermöge  3  =  p(ii)  m  gewinnen,  hat  man  alle 
diese  Riemann' sehen  Flächen  über  einander  m  lagern  und  nunmehr  längs 
der  „Verzweigungsschnitte"  Q^,  Q.^  in  der  Folge  ineinander  übergehen  m 
lassen,  wie  ihre  Originale,  d.  i.  die  Parallelogramme  der  u- Ebene  vor- 
schreiben. Wir  haben  damit  „die  zur  unendlich -vieldeutigen  Function 
u{z)  gehörige  unendlich  vielblättrige  Riemann' sehe  Fläche''  gewonnen. 
In  den  unendlich  vielen  an  der  einzelnen  Stelle  übereinander  liegenden 
Punkten  hat  die  Function  die  Werte  (+  u  -j-  w^cj^  -f-  m^cj^),  zu  bilden 
für  beide  Vorzeichen  und  für  alle  Combinationen  ganzer  Zahlen  Wj,  m^. 
Die  Function  m(^)  hat  übrigens  auf  der  Riemann'schen  Fläche 
einen  sehr  bekannten  Charakter.     Da  die  ^'-Function  an  den  Stellen 

Y  ,  Y ,  Y  Nullpunkte  hat,  so  ist  die  Gleichung: 

p'^u)  =  4:p\u)  —  g,  p(u)  —^3  =  0 

erfüllt,  falls  man  u  =  ^- ,  ^  oder  ^,  d.  i.  p{u)  =  e^,  e.^  oder  e.^  setzt. 

Es  sind  hiernach  e^,  e.^,  e.^  die  Wurzeln  der  eben  angegebenen  cubischen 
Gleichung  für  p.     Merken  wir  also  an: 


oder,  falls  wir  uns  der  Bezeichnung  0  an  Stelle  von  p  bedienen: 

Mit  Rücksicht  darauf,   dass  m  =  0  den  Wert  2  =  00  liefert,   werden 
wir  aus  der  Gleichung  (3)  die  Folgerung  ziehen  können: 

dz 


(4)  u=J- 


CO 

Hieraus  entspringt  das  fundamentale  Resultat:  Auf  unserer  zweiblättrigen 
Riemann'schen  Fläche,  welche  wir  vom  algebraischen  Standpunkte  aus  als 
die  zur  zweideutigen  algebraischen  Function  iv  =  y(z  —  e^)  (z  —  e^)  (ß  —  ^3) 
gehörende  Fläche  charahterisieren  Icönnen,  ist  u  eines  von  den  „zur  Fläche 
gehörenden  Integralen"  jR{tv,  z)  dz.  Man  vergl.  hierzu  die  Angaben 
pg.  171  oben. 

Diese  Auffassung  macht  die  Eigenschaften  von  u  in  neuer  Weise 
verständlich.  Durch  die  Querschnitte  Q^,  Q,^  wird  die  Fläche  in  einen 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  zerschnitten  (cf.  pg.  168  u.  f). 
Innerhalb  des  letzteren  ist  jede  zwischen  zwei  Punkten  verlaufende 
Integrationscurve  in  jede  andere  die  gleichen  Punkte  verbindende  Curve 


gralesj  ^ 
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stetig  deformierbar.  Erlauben  tvir  also  der  Integrationscurve  Ixein  über- 
schreiten von  Q^  oder  Q.,,  so  ist  das  in  (4)  definierte  Integral  eine  ein- 
deutige Function  seiner  oberen  Grenze  z. 

Integrieren  wir  du  über  die  geschlossene  Curve  Q^  in  der  Pfeil- 
richtung der  Figur  55,  so  kommt  (cf.  Figur  53)  als  Integralwert  oa^, 
und  entsprechend  kann  man  o^  durch  das  über  die  geschlossene  Curve 
Q^  genommene  Integral  definieren: 

.       _  r dz    ^  _  r  dz 

Man  bezeichnet  dieserhalb  öj,  «^  auch  wohl  als  „die  Perioden  des  Inte- 
'dz_  ,,_ 
2w 

Bei  stetiger  Deformation  des  Weges  Q^  resp.  Q.^  bleibt  der  Inte- 
gralwert unverändert.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  wiederum  eine  höchst 
wichtige  Folge  für  die  Function  u,  wenn  wir  sie  auf  die  längs  Q^,  Q.^ 
zerschnittene  Fläche  beschränken  und  damit  zu  einer  eindeutigen  Func- 
tion machen.  In  der  That  wolle  man  sich  etwa  mit  Figur  55  über- 
zeugen, dass  in  der  längs  Q^^,  Q^  zerschnittenen  Fläche  ein  Weg, 
welcher  von  einem  Uferpunkte  des  Schnittes  Q^  zum  gegenüber- 
liegenden Uferpunkte  hinführt,  im  wesentlichen  mit  dem  „Perioden- 
wege" Q2  aequivalent  ist.  So  gelangt  man  zu  dem  Ergebnis:  In  zivei 
einander  gegenüberliegenden  Uferpunkten  des  Schnittes  Q^  hat  jene  ein- 
deutige Function  u  Werte,  die  längs  des  Schnittes  immer  die  gleiche 
Differenz  co.^  aufweisen;  und  entsprechend  findet  längs  Q^  die  constante 
Differenz  a^  statt. 

Daraufhin  ist  dann  auch  wieder  sofort  deutlich,  wie  der  allgemeinste 
Wert  des  Integrales  (4),  d.  i.  der  bei  einer  ganz  beliebig  auf  der  Eie- 
mann'schen zweiblättrigen  Fläche  zu  ziehenden  Integralcurve  entspringende 
Wert  u  aus  dem  correspondierenden  Werte  Uq  der  eben  gedachten  ein- 
deutigen Function  zu  bestimmen  ist.  Jede  für  u  vollzogene  Über- 
schreitung eines  Querschnitts  Q^^  oder  Q^  bedingt  eine  Abänderung  des 
Uq  gegenüber  u  um  +033  bez.  +^i-  Somit  wird,  wenn  wir  irgend 
eine  Anzahl  solcher  Überschreitungen  gestatten,  u  =  iIq  -\-  m^  a^  -\-  m^  (o^ 
sein,  unter  m^  und  m^  ganze  Zahlen  verstanden. 

Wir  machen  endlich  noch  auf  die  höchst  wichtige  Eigenschaft 
von  u  aufmerksam,  auf  der  ganzen  Riemann^ sehen  Fläche  endlich  zu  sein; 


z 


tl  wird    in    diesem    Sinne    als    ein   ,MberaTl  endliches''  Integral  der 

2  m; 


Fläche  bezeichnet.     Wir  können  beweisen,  dass  es  im  tvesentlichen  nur 
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ein  einziges  solches  Integral  J  R  (tv,  z)  dz  auf  unserer  Fläche  giebt  Gäbe 
es  nämlicli  noeli  ein  zweites  überall  endliches  Integral  u'=  CR'  (w,z)dz 
auf  unserer  Fläche,  so  definiere  man  dessen  Perioden  a^',  co^'  genau 
nach  Analogie  der  Gleichungen  (5).  Man  erkennt  alsdann  sofort, 
dass  ein  auf  der  Fläche  geschlossener  Weg,  welcher  w  überführt  in 
(u -\- m^^ca^^  ~{- m^c3^),  vom  Integralwert  u'  zu  (^('  -f-  w^o^'-j-  tn^co^')  hin- 
führt, während  andrerseits  auf  der  längs  Q^  und  Q^  zerschnittenen 
Fläche  u'  eindeutig  ist.  Fasst  man  hiernach  u'  als  Function  (p{u)  von 
u  auf,  so  handelt  es  sich  um  eine  eindeutige  und  für  alle  endlichen  u 
reguläre  Function  mit  den  Eigenschaften: 

(p{u  +  Oy)  =  (p(u)  +  03/,        Cp{u-\-  (O.2)  =  (p(u)  -f-  (»2'. 

Hiernach  ist  die  erste  Ableitung  g)'(ti)  doppeltperiodisch;  und  da  über- 
dies (p'{u)  frei  von  Polen  ist,  so  ist  g)\u)  nach  pg.  179  mit  einer 
Constanten  identisch.  Man  hat  demnach  u'  =  au  -{-  1)'^  beide  Integrale 
werden  also,  abgesehen  davon,  dass  sie  verschiedene  untere  Grenzen 
haben  mögen,  nur  um  einen  constanten  Factor  a  von  einander  ab- 
weichen. Unter  diesen  Umständen  sehen  wir  aber  u'  als  von  u  nicht« 
wesentlich  verschieden  an. 

§   10.     Abbildung    einer    zweiblättrigen    Riemann'sohen    Fläche   mit 
vier  Verzweigungspunkten  durch  das  überall  endliehe  Integral. 

Die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  sind  deshalb  für  die 
ganze  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  principieller  Bedeutung, 
weil  sie  im  vollen  Umfange  der  Umkehr ung  fähig  sind.  Nicht  nur 
jedes  Periodeuparallelogramm  wird  durch  die  zugehörige  doppelt- 
periodische Function  z(u)  auf  eine  Riemann'sche  Fläche  beschriebener] 
Art  abgebildet,  sondern  umgekehrt  wird  jede  zweiblättrige  Riemann'sche] 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  vermöge  ihres  gleich  näher  zu  be- 
stimmenden überall  endlichen  Integrals  u(z)  auf  ein  Viereck  abgebildet, 
das  ein  Periodenparallelogramtn  unserer  Art  vorstellt. 

Wir  gehen  zum  Beweise  dieses  fundamentalen  Satzes  auf  die 
pg.  164  ff:  definierte  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  zurück,  welche 
zur  zweideutigen  Function: 


(1)  ^  _  |/(^  _  ^j  (^^  _  ^^-^  (^^  _  ^^-^  (^^  _  ^j 

gehörte.  Die  Verzweigungspunkte  der  Fläche  liegen  an  den  vier 
Stellen  z^,  z^,  z^,  z^,  welche  nur  der  einen  Bedingung  zu  genügen 
haben,  dass  keine  zwei  von  ihnen  coincidieren. 

Es  ist  alsdann  der  erste  Schritt,  dass  wir  durch  Ausführung  einer 
linearen  Substitution: 
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d.  i.  durch  eine  Transformation  der  Kreisverwandtschaft  (cf.  83),  die 
z-Woene  derart  umformen,  dass  die  Verzweigungspunkte  die  im  vorigen 
Paragraphen  benutzte  Lage  haben.  Die  Einzelheiten  der  hierbei  nötigen 
Rechnungen  werden  durch  die  Invariantentheorie  der  binären  biquadra- 
tischen Formen  geliefert*).  Es  genüge  hier,  nur  die  Möglichkeit  der 
gewünschten  Transformation  aufzuweisen. 

Man  wird  zunächst  eine  solche  Transformation  (2)  ausüben,  dass 
einer  der  vier  bisherigen  Punkte  Zk  in  der  neuen  ;?- Ebene  an  die 
Stelle  oo  rückt.  Des  weiteren  hat  man  zu  bedenken,  dass  zufolge  der 
Gleichung: 

4(^  —  ei)  (^  —  62)  (^  —  %)  =  4^3  —  g^0  —  g^ 

die  Summe  der  drei  in  (1)  pg.  203  eingeführten  Werte  e*  verschwindet: 

(3)  e,  +  e,  +  e,  =  0. 

Indem  wir  die  drei  im  Endlichen  verbliebenen  Verzweigungspunkte 
jetzt  gleich  wieder  e^^,  e^,  e^  nennen,  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,  je 
nachdem  die  vier  Verzweigungspunkte  auf  einem  Kreise  liegen  (ßpecial- 
falT)  oder  nicht  (allgemeiner  Fall). 

Im  allgemeinen  Fall,  den  wir  vorannehmen,  interpretieren  wir  die 
Gleichung  (3)  dahin,  dass  die  im  Endlichen  liegenden  drei  Verzweigungs- 
punkte ein  Dreieck  liefern  sollen,  dessen  Schwerpunkt  der  Nullpunkt  z  =  0 
ist.  Diese  Lage  des  Dreiecks  ist  nötigenfalls  durch  eine  Translation  (cf. 
pg.  78)  sofort  erreichbar.  Die  gewonnene  Lage  der  Verzweigungspunkte 
^1}  ^2j  ^8J  "^  bleibt  im  wesentlichen  erhalten  gegenüber  jeder  Trans- 
formation z'  =  az,  d.  i.  bei  einer  beliebigen  Drehung  um  den  Null- 
punkt, combiniert  mit  einer  beliebigen  Ähnlichkeitstransformation  (cf. 
pg.   79).      Wir   merken    sogleich    an,    dass    bei    Übergang   von   z   zu 

3  .  . 

z'  =  az  die  Function  w  in  w'  =  a^w  übergeht,  da  in  der  Thai  w 

jetzt  durch: 

(4)  w  =  y{z  —  e,)  {z  —  62)  {z  -  63) 

zu  definieren  ist  (siehe  die  allgemeinen  Entwicklungen  pg.  165). 

Liegt  der  Specialfall  vor,  dass  die  vier  Verzweigungspunkte  auf 
einem  Kreise  liegen,  so  bleibt  dies  bekanntlich  bei  allen  Transforma- 
tionen (2)  erhalten.  Die  drei  im  Endlichen  verbliebenen  Verzweigungs- 
punkte liegen  somit  auf  einer  Geraden.  Man  wolle  alsdann  nötigen- 
falls  noch   eine  solche  Translation  vornehmen,   dass  diese   Gerade  die 


*)  Siebe  z.  B.   die  pg.  175  genannten  „Vorlesungen  über  3Iodulfunctionen' 
von  Klein  und  Fricke^  Bd.  1  pg.  3  fF. 

Flicke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  ).4 
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reelle  z-Äxe  wird,  und  dass  die  Relation  (3)  erfüllt  ist.  Bei  dieser  Lage 
der  Verzweigungspunkte  wird  die  zu  betrachtende  Abbildung  besonders 
zugänglich  sein. 

Wir  definieren  nunmehr  nach  Vorschrift  von  (4)  pg.  206  auf  unserer 
Riemann'schen  Fläche  das  Integral: 


(5)  u  ==  r-_£_ 


«s) 


und  behaupten  zuvörderst,  dass  dasselbe  eine  ülerall  endliche  und  stetige 
Function  seiner  oberen  Grenze  z  ist. 

Dass  nämlich  erstlich  die  Integration  bis  oo  ausgedehnt  werden 
kann  oder  auch  bei  oo  begonnen  werden  darf,  geht  aus  der  bei  oo 
gültigen  Entwicklung: 

i  =  .-t(l+f+^%  +  2.  +  ...) 

hervor,  welche  bei  unbestimmter  Integration  liefert: 


/ 


^  ^^  rr i ai_ a^ 

2W  ir  4  4 


Da  für  das  durch  Gleichung  (5)  definierte  bestimmte  Integral  u  hier- 
nach bei  ^  =  oo  in  erster  Annäherung  u  =  —  z"^  gilt,  so  wird  die 
Umgebung  des  Verzweigungspunktes  oo  der  Riemann'schen  Fläche, 
welche  sich  erst  nach  zweimaligem  Umlaufe  schliesst,  auf  die  einfach 
und  vollständig  bedeckte  Umgebung  des  Nullpunktes  der  w- Ebene  ab- 
gebildet. 

Die  gleichen  Verhältnisse  treten  bei  den  drei  anderen  Verzweigungs- 
punkten ein.     So  berechnet  man  z.  B.  für  die  Umgebung  von  e^ : 

u^\-\-\{z  —  e^)^  4-  62  (^  —  e,)t  -I , 

wo  der  für  die  Natur  der  Abbildung  ausschlaggebende  Coefficient  \ 
den  endlichen,  von  null  verschiedenen  Wert: 


|/(ei  —  e^)  {e,  —  e^) 

besitzt.  Man  bemerke,  dass  in  der  eben  angegebenen  Potenzreihe 
negative  Exponenten  von  {z  —  e^  nicht  mehr  auftreten;  somit  bleibt 
u  auch  für  z  =-  e^  und  entsprechend  bei  e^  und  e^  endlich. 

In  der  Umgebung  jeder  anderen  Stelle  z^  des  einzelnen  Blattes  ist 
yj—-i  regulär;  es  gilt  daselbst: 
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L  =  Ci  +  c,  {z  —  z,)  +  c,{z  —  zj  H , 


2w 


Co  +  Cj  (^  —  ^o)  +  T  (^  —  ^of  +  f  (^  —  ^o)'  + 


und  zwar  mit  q  =j=  0.     Die  Umgebung  von  Zq  im  einzelnen  Blatte  wird 
sich  demnacli  conform  auf  die  m- Ebene  übertragen. 

Als  wichtigstes  Ergebnis  machen  wir  namhaft,  dass  das  Ähhild 
der  Biemann' sehen  Fläche  auf  die  u- Ebene  ganz  im  Endlichen  liegt,  und 
dass  sich  überdies  die  jedesmal  doppelt  überdeckten  Umgebungen  der  Ver- 
zweigungspunkte auf  die  einfach  bedeckten  Umgebungen  der  correspon- 
dierenden  Stellen  u  übertragen. 

Wegen  der  Vieldeutigkeit  von  u  gelten  uneingeschränkt  alle  Über- 
legungen und  Bestimmungen  des  vorigen  Paragraphen.  Wir  werden 
wie  in  (5)  pg.  207  zwei  Perioden  Oj^,  co^  unseres  jetzigen  Integrals  u 
definieren,  wobei  die  geschlossenen  Integrationswege  Qj^,  Q^  die  in 
Figur  54  oder  55  (pg.  205)  charakterisierte  Lage  haben  sollen.  Dem 
einzelnen  Punkte  der  Riemann'schen  Fläche  kommen  alsdann  den  ver- 
schiedenartigen zu  ihm  hinführenden  Integrationscurven  entsprechend 
unendlich  viele  Integralwerte  zu,  welche  sich  aus  einem  unter  ihnen  u 
wieder  in  den  bekannten  Gestalten  (ii  -\-  m^a^  -f-  m^a^  bestimmen. 

Bei  der  genauen  Untersuchung  der  Abbildung  der  Riemann'schen 
Fläche  durch  u{z)  discutieren  wir  zunächst  den  allgemeinen  Fall,  dass 
e^,  ßg,  63  nicht  auf  einer  Geraden  liegen.  Die  Verzweigungsschnitte 
wählen  wir  nach  Figur  51  (pg.  204);  und  zwar  ziehen  wir  vom  Null- 
punkte aus  drei  gerad- 
linige Strahlen  durch  die 
Punkte  %,  ^2;  ^3  bis  00, 
wobei  die  von  e^.  nach  00 
ziehenden  Strecken  dieser 
Strahlen  als  Verzwei- 
gungsschnitte 8k  benutzt 
werden  sollen.  Indem 
wir  Sk  von  Ck  in  der  Rich- 
tung nach  00  durchlaufen, 
unterscheiden  wir  zwi- 
schen einem  rechten  und 
einem  linken  Ufer  dieses 
Schnittes  (cf.  Fig.  56). 

Der  die  Periode  co^  liefernde  geschlossene  Weg  Q^  umgiebt,  wie 
Figur  54  (pg.  205)  zeigt,  den  Schnitt  S^  im  oberen  Blatte  und  darf 
beliebig  eng  um  diesen  Schnitt   zusammengezogen  werden. 

14* 


Fig.  56. 
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Figur  57  möge  andeuten,  wie  wir  uns  den  Integrationsweg  Q^^  denken 
wollen.  Derselbe  besteht  aus  zwei  geradlinigen  Stücken,  die  am  linken  und 

Fig.  57. 

rechten  Ufer  von  S^  in  der  Richtung  von  oo  auf  e^  bez.  von  e^  auf  oo 
verlaufen,  sowie  aus  zwei  Kreisbogen  um  e^  und  oo.  Ziehen  wir  Q^ 
um  8j^  mehr  und  mehr  zusammen  und  lassen  hierbei  die  Radien  der 
eben  genannten  Kreisbogen  gegen  0  abnehmen,  so  nähern  sich  die 
beiden  Kreisintegrale  selbst  der  Grenze  0,  wie  aus  der  Abbildung  der 
Umgebungen  von  e^  und  oo  durch  u  hervorgeht.  Hieraus  ergiebt  sich 
für  (0^  folgende  Gleichung: 

«1  CO 

(6)  CO,  =  fiL   1     fl^ 

wo  das  erste  Integral  längs  des  linken  Ufers  von  S-,  zu  erstrecken  ist, 
das  zweite  längs  des  rechten;  Wi  seien  dieserhalb  die  Werte  von  w  am 
linken,  Wr  die  am  rechten  Ufer.  Nun  aber  gilt  für  zwei  gegenüber- 
liegende Uferpunkte  Wi  -{-  Wr  =  0.  Die  beiden  Integrale  in  (6)  er- 
weisen sich  demnach  als  gleich,  und  man  hat: 


('>  fk-l 


dz 
2ml 


Sind  01  und  iSr  zwei  einander  gegenüberliegende  Uferpunkte  von 
S,,  so  setze  man: 


/'dz  r  dz  , 


WO  beide  Integrale  von  oo  längs  des  Integrationsweges  Q^^  in  der  durch 
Figur  57  angegebenen  Pfeilrichtung  geleitet  werden  sollen.  Nun  hat 
man  aber: 


OD  00  *. 

^  "r  /  ^-—  =  CO.  und      /  ——  =  1  ■ 


dz 

2w, 


Hieraus  geht  hervor,  dass  u  =  —  u  -\-  co,  zutrifft.  Hat  man  also  die 
Abbildung  des  linken  Ufers  von  S,  auf  die  m- Ebene  gewonnen,  welche 
eine  von  u  =  0  nach  w  =  -^  verlaufende  stetig  gekrümmte  Curve  ist, 
so  wird  man  vermöge  einer  Drehung  der  letzteren  um  ihren  Endpunkt  y 
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durch  zwei  rechte  Winkel  sofort  das  Abbild  des  rechten  Ufers  von  Sj^ 
gewinnen. 

Bei  dieser  Sachlage  erscheint  es  zweckmässig,  zuvörderst  das  Ab- 
bild des  oberen  Blattes  unserer  Fläche  allein  zu  untersuchen,  wobei 
wir  uns  also  die  Ufer  von  S^,  S^,  S^  thatsächlich  als  Schnittränder  des 
abzubildenden  Bereiches  zu  denken  haben.     Aus  der  Gleichung: 

(8)  du  =  ^'  — ^ 

geht  hervor,  dass  bei  Drehung  der  ^-Ebene  um  den  Nullpunkt  durch 
den    Winkel  ^,    d.  i.    bei   Ausübung   der  Substitution   s'  =  e^*z,    die 

w-Ebene  sich  gleichfalls  um  den  Nullpunkt  durch  den  Winkel  —  — 

drehen  wird.  Es  wird  also  hierdurch  nur  eine  Veränderung  der  Lage, 
aber  nicht  eine  solche  der  Gestalt  der  gesuchten  Abbildung  bewirkt. 
Wir  orientieren  die  ^- Ebene  demnach  etwa  so,  dass  e^  reell  und 
positiv  ist. 

Man  verfolge  nun  die  reelle  positive  ^i-Axe  von  oo  bis  0  und 
zwar  längs  S^  am  linken  (oberen)  Ufer.  Dabei  überlege  man  in  jedem 
Augenblick,  welches  die  Orientierung  des  Bogendifferentials  du  ist, 
d.  i.  welche  Amplitude  amp  (du)  die  complexe  Zahl  du  hat.  Die 
Function  w  soll  so  gewählt  sein,  dass  sie  am  linken  Ufer  für  weit 
entfernte  Punkte  nahehin  gleich  dem  positiven  Werte  2  "j/^  wird.  Die 
Amplitude  des  Differentials  dz  ist  längs  der  ganzen  positiven  reellen  Axe 
amp  {dz)  ==  %,  da  wir  diese  Axe  in  der  Richtung  von  oo  auf  0  durch- 
laufen woUten.     Weiter  haben  wir: 

amp  yz  —  e^  =  1       bez.      amp  yz^ —  ^i  =  +  y 

je  nachdem  z>  e^  oder  0  <  ^  <  e^  ist.  Setzt  man  aber  unter  Be- 
nutzung der  Relation  (3): 

{z-e,)  (z-e,)  =  {z  +  I)'-  (I-  +  e,y, 
so  ist  klar,  dass  bei  der  gedachten  Durchlaufung  der  positiven  reellen 
Axe  von  oo  bis  0  die  Amplitude  amp  y{z  —  e^)  {z  —  %),  sofern  ^y  +  e^j 
einen  positiven  reellen  Betrag  hat,  stetig  und  ohne  Unterbrechung  ab- 
nimmt, ohne  hierbei  die  Grenze  —  -|-  zu  erreichen,  dass  dagegen 
amp  Ylz  —  e^Jz  —  %)  gleichfalls  stetig  und  ohne  Unterbrechung 
von  0  bis  zu  einem  unterhalb  ^  gelegenen  Werte  zunimmt,  falls 
(y  +  ßs)  ßi^en  negativen  reellen  Betrag  aufweist  (cf.  Figur  56).     Das 
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Abbild  der  positiven  reellen  Axe  ist  hiernach  aus  zwei  einander  bei 
M  =  Y  unter  rechtem  Winkel  treffenden  Bogenstücken  zusammengesetzt, 
die  überall  nach  dem  Innern  des  rechten  Winkels  convex  (concav) 
sind,  falls  der  reelle  Bestandteil  von  (^  -\-  e^\  positiv  (negativ)  ist, 
und  deren  Summe  der  Gesamtkrümmungen  den  Betrag  ^  nicht  er- 
reicht. Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  bei  rein  ima- 
ginärem (^~  -f-  eJ  die  beiden  Curvenstücke  gerade  sind.  Im  Falle  der 
Figur  56  wird  hiernach  das  Abbild  der  reellen  Axe  etwa  die  in  Fignir  58 
angedeutetete  Gestalt  haben.  Wie  man  sieht, 
ist  es  gänzlich  ausgeschlossen,  dass  die  beiden  ab- 
bildenden Curvenstücke  jemals  sich  selbst  über- 
kreuzen. 

Wir   beschreiben  jetzt    von    dem    eben    er- 


Pig.  58. 


reichten  Punkte  2  =  0  aus    die   durch  e^   hin- 


durchlaufende Gerade,  indem  wir  uns  längs  des 
Schnittes  /S'g  auf  dessen  rechtem  Ufer  halten  (cf.  Figur  56).  Die  für  e 
und  Sj^  durchgeführten  Betrachtungen  bleiben  uneingeschränkt  für  die 
beiden  anderen  Schnitte  S^ ,  S^  erhalten.  Die  fragliche  Gerade  wird  sich 
somit  auf  zwei  unter  rechtem  Winkel  zusammenhängende  Curvenstücke 
übertragen,  über  deren  Krümmungsverhältnisse  die  bisherigen  Regeln 
gelten.  Am  Ende  der  abzubildenden  Geraden  gelangen  wir  nun  zum  Aus- 
gangspunkte oo  zurück,  der  der  gemeinsame  Endpunkt  des  linken  Ufers 
von  S^  und  des  rechten  von  S^  ist.  Wegen  der  Eindeutigkeit  von  u  auf 
dem  abgeschnittenen  Bereiche  werden  wir  somit  auch  in  der  w-Ebene  zum 
Ausgangspunkte  w  =  0  zurückkehren.  Dabei  wird  der  bei  ^  =  0  ge- 
legene Winkel  der  Strahlen  nach  e^  und  e^  sich  auf  einen  Winkel  der 
gleichen  Grösse  in  der  Ebene  von  u  übertragen,  während  der  zwischen 
Ä'i  und  S^  bei  ^  =  oo  (auf  der  5; -Kugel)  gelegene  Winkel  sich  bei  der 
Abbildung  auf  die  Hälfte  reduciert.  Im  Falle 
der  Figur  56  werden  die  beiden  bislang  behan- 
delten  Geraden,   wie    aus   der  Lage  der  Punkte 

(^  +  ^2)  ^^^  fc  +  2)  hervorgeht,  sich  auf  die 
vier  Seiten  eines  in  Figur  59  charakterisierten 
Vierecks  abbilden;  die  Seiten  sind  gegen  das 
Vierecksinnere  concav,  von  den  Winkeln  sind 
zwei  rechte,  nämlich  die  bei  u  =-^  und  ^:  die 
Grösse  der  beiden  übrigen  Winkel,  von  denen  der  eine  doppelt  so 
gross  wie  der  andere  ist,  wurde  bereits  festgestellt.     Auch  wenn  zwei 


■t-tt». 


Fig.  69. 
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oder  alle  vier  Seiten  des  in  der  «-Ebene  gewonnenen  Vierecks  gegen 
das  Innere  convex  sind,  zeigen  die  aufgewiesenen  Krümmungsverhältnissej 
dass  unter  keinen  Umständen  eine  Berührung  oder  ein  Schnitt  zweier 
Vierecksseiten  zu  befürchten  ist. 

Im  Innern  des  von  den  beiden  beschriebenen  Geraden  eingegrenzten 
Dritteiles  des  ^- Ebene  ist  nun  ti,  wie  wir  sahen,  überall  regulär  und 
die  Abbildung  ohne  Ausnahme  conform.  Dieses  Dritteil  wird  sich 
demnach  in  der  m- Ebene  auf  einen  Bereich  abbilden,  der  in  den  Rand 
des  soeben  umschriebenen  Vierecks  eingespannt  erscheint,  und  der  in 
seinem  Innern  frei  von  Verzweigungspunkten  oder  sonstigen  Irregu- 
laritäten ist.  In  der  einfach  bedeckten  Fläche  unseres  Vierecks  haben 
wir  somit  das  conforme  Abbild  des  Dritteiles  der  ^-Ebene  vor  uns. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  kommen  wir  leicht  zum  Ziele.  Die 
beiden  anderen  Dritteile  werden  entsprechende  Vierecke  in  der  Ab- 
bildung liefern,  welche  mit  dem  ersten  die  Umgebung  des  Punktes  u(0) 
gerade  vollständig  und  einfach  bedecken.  Nach  einem  oben  bereits 
aufgewiesenen  Satze  werden  wir  die  Construction  dieser  weiteren  Vier- 
ecke vom  ersten  aus  dadurch  einleiten  können,  dass  wir  die  von  0  nach 

^  und  ^  ziehenden  Seiten   des  ersten  in  Figur  59  gezeichneten  Vier- 

ecks  um  die  Punkte  —  resp.  ^-  durch  zwei  rechte  Winkel  herumdrehen. 

In  der  That  war  dies  eine  Folge  des  Umstandes,   dass  unsere  die  Ab- 
bildung leistende    Function  z.  B.  in  einander  gegenüberliegenden  Ufer- 
punkten des  Schnittes  S^  Werte  u  und  u    annimmt,  welche  durch  die 
Relation  u  =  —  u-\-co^  verknüpft  sind.    Als  Hauptergebnis  aber  merken 
wir  an:    Das  längs  8^^,82,  S^  durch- 
schnittene obere  Blatt  unserer  zwei-  J^^ 
blättrigen     Biemann'schen     Fläche                            //    y\ 
hildet  sich  durch  das  üherall  endliche                          //        \  \^ 
Integral  u  auf  ein  Dreieck  der  u-Ebene                       //  V\ 
ah,  dessen  Ecken  hei  u  =  0,  g)-.^  a^                j.,^  /'  \ 
liegen,  dessen  Winkelsumme  =  180°                  /  ^'"^^            ^^\' 
ist,  und  dessen  Seiten  stetig  gekrümmt               //           ^^^"^-^y^j        V\ 
sind;  jede  dieser  Seiten   ist  derart           //                    /  \\ 
aus  zwei  congruenten  Hälften  zu-         //                       /  \\ 

samtnengesetzt,  dass  sie  durch  Drehung     lof^^- ^^^"^^^^';^^=~c^.  '\ 

um  ihren  Mittelpunkt   durch  einen  '  ^i"''~~^       -^-^ ^^''"'^'' 

Winkel  von  180°  m  sich  seihst  üher-  *^'«-  *^°- 

geht.     In  Figur  60,  welche  zur  Ver- 
anschaulichung der  Abbildung  dienen  soll,   sind  die  Krümmungen  der 
'Seiten  so  gewählt,  wie  es  der  Figur  5G  pg.  211  entsprechen  würde. 
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Übrigens  hindert  nichts,  an  Stelle  des  eben  gewonnenen  im  allgemeinen 
krummlinigen  Dreiecks  das  geradlinige  Dreieck  der  Ecken  0,  co^,  cog 
treten  zu  lassen,  welches  in  Figur  60  punktiert  angedevitet  ist.  Nur 
müssen  wir  dann  die  ursprünglich  geradlinigen  Schnitte  /S^,  Äg,  S^ 
unter  Festhaltung  ihrer  Endpunkte  in  ihrem  Verlauf  entsprechend  ab- 
ändern, was  ihre  Brauchbarkeit  nicht  beeinträchtigt.  Wir  denken  diese 
Abänderung  fortan  thatsächlich  vollzogen. 

Um  nunmehr  auch  das  untere  Blatt  der  Fläche  zu  erledigen, 
ziehen  wir  von  ^  =  oo  aus  in  beiden  Blättern  zwei  genau  unter  einander 
liegende  Integrationscurven.  Führt  die  eine  zum  Integral  wert  u,  so 
liefert  offenbar  die  andere  den  entgegengesetzten  Wert  —  u.  Nun 
aber  wollen  wir  längs  der  geschlossenen  Linien  Q^,  Q^  die  Fläche  zer- 
schneiden, was  nach  Fig.  54pg.205  dadurch  vollzogen  werden  kann,  dass 
wir  längs  8^  und  S^  durch  beide  Blätter  Schnitte  führen,  während  in  S^ 
der  Zusammenhang  der  Blätter  bestehen  bleibt.  Unter  einander  liegende 
Punkte  z  erhalten  dann  Integralwerte  u  und  u'  =  —  u  -\-  m^c3^  -f-  *^2^2> 
wo  m^ ,  m^  ganze  Zahlen  sind.     Man  erkennt  leicht,  dass  m^  =  m^  =  \ 


gilt;    denn    für   z  =  e^  wird  u  =  u' 


t»!  +«2 


Die    Gleichung 


u  =  —  M  -{-  cjg  oder  iu ^j  =  —  iu ^j  werden  wir  aber  dahin 

interpretieren,  dass  zwei  über  einander  liegende  Punkte  z  zwei  bezüg- 
lich der  Stelle  -^  genau  diametrale  Punkte  u  liefern.     Ergänzen  wir 

demnach  unser  Dreieck  üher  seine  von  co^  nach  cog  ziehende  Seite  hinaus 
zum  Parallelogramm  der  Ecken  0,  cj^,  03^  -|-  cog,  »2?  ^^  erkennen  wir  im 
letzteren  das  conforme  Abbild  der  längs  Q^^,  Q^  zerschnittenen  Riemann- 
schen  Fläche.  Die  am  Anfang  des  Paragraphen  postulierte  Abbildung 
der  Riemann'schen  Fläche  ist  damit  wirklich  geleistet. 

Die  Erledigung  des  Specialfalles,  dass  e^^,  e^,  e^  alle  auf  der  reellen 

Axe  liegen,  macht  jetzt 
keinerlei  Schwierigkeiten 
mehr.  Die  Lage  der  Ver- 
zweigungsschnitte S^,  S^ 
und  der  Perioden wege  Q^, 
Q^  entnehme  man  aus 
Figur  61.  Die  oberhalb 
der  reellen  ^-Axe  ge- 
legene „positive  Halbebene"  denke  man  in  beiden  Blättern  schraffiert. 
Innerhalb  des  einzelnen  Halbblattes  ist  u  eindeutig  und  die  Abbildung 
conform.  Man  findet  durch  eine  einfache  Discussion  der  Amplitude 
amp  (du)  längs  der  reellen  z-Axe,  dass  sich  das  einzelne  Halbblatt  auf 


Flg.  61. 


Abbildung  der  Riemann  sehen  Fläche  durch  das  Integral  u. 
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ein  Rechteck  der  w- Ebene  überträgt.     Insgesamt  wird  sich  die  längs  S^ 
sowie  längs  des  zwischen  e^  und  —  oo  verlaufenden  Teiles  der  reellen  Axe 


Ctt-fCO) 


gänzlich  durchschnittene  Fläche  vermöge  u  auf  das  Bechteck  der  Figur  62 
ahlilden,  wo  die  schraffierten  Teile  den  positiven  Halbhlättern  entsprechen 
und  die  Bilder  der  oberen  HaTbblätter  durch  Bo,  die  der  untern  durch 
Bu  bezeichnet  sind.     Damit  ist  aucb  der  Specialfall  erledigt. 

§  11.    Algebraischer  Aufbau  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 
Die  elliptischen  Integrale. 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  der  beiden  vorigen  Paragraphen  skiz- 
zieren wir  noch  kurz,  welche  Gestalt  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen annimmt,  falls  man  die  Betrachtung  von  der  algebraischen  Seite 
beginnt,  d.  h.  auf  die  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  mit  vier  Ver- 
zweigungspunkten gründet.  Zur  Vereinfachung  denken  wir  nötigenfalls 
durch  Ausübung  einer  linearen  Substitution  gleich  wieder  anfangs  die 
Verzweigungspunkte  an  Stellen  e^,  e^,  e^,  oo  gebracht,  die  der  Relation: 

(1)  e,  +  e,-^e,  =  0 
genügen.     Wie  bisher  setzen  wir: 

(2)  w  =  y{z  -  e,)  {z 


e%)  (^  —  ez)  =  T  y^^'  —  9r 


9i\ 


es  handelt  sich  also  für  uns  um  die  zur  algebraischen  Function  w  ge- 
hörende Riemann'sche  Fläche. 

Wir  geben  nun  folgende  Definition  ab:  Jede  zweideutige  Function 
Z  von  Zy  welche  auf  unserer  Fläche  eindeutig  ist,  und  die  demgemäss 
höchstens  hei  e^,  e^,  e^,  oo  aber  sonst  nirgends  verzweigt  ist,  soll  als  „eine 
zwr  Fläche  gehörige  algebraische  Function"  bezeichnet  werden,  falls  sie 
auf  derselben  allenthalben  von  wesentlich  singulären  Stellen  frei  ist. 
Werden  nun  die  Werte  irgend  einer  solchen  algebraischen  Function  in 
je  zwei  über  einander  liegenden  Punkten  der  Fläche  mit  Z  und  Z' 
bezeichnet,  so  ist  (Z  -\-  Z')  in  z  eindeutig  und  also  nach  einem  pg.  150 
aufgestellten  Theoreme  rational.    Mit  Z  ist  auch Z  ■  w-^  eine  algebraische 
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Function  der  Fläche;  die  Werte  der  letzteren  Function  in  über  ein- 
ander liegenden  Punkten  sind  Z  •  w~^  und  —  Z'.  w-^.  Wir  erkennen 
damit  die  Gültigkeit  der  beiden  Gleichungen: 

Z-j-Z'  =  B^(0),      Z—  Z'  =  iV'  B^{z), 
wo  rechts  rationale  Functionen  B^^z),  B^{z)  von  z  stehen.     Aus 

2Z=B^{z)-\-wB^{z) 

entspringt  daraufhin  das  folgende  Theorem:  Jede  algebraische  Func- 
tion der  Fläche  lässt  sich  als  rationale  Function  B(w,z)  von  w  und  z 
darstellen,  wie  denn  auch  umgekehrt  jede  Function  B(w,z)  als  eine  zur 
Biemann'schen  Fläche  gehörende  algebraische  Function  erkannt  wird. 

Auf  der  Fläche  betrachten  wir  weiter  die  Integrale  der  algebraischen 
Functionen  B{w,z): 

z 

(3)  fB{w,z)dz, 

wobei  die  untere  Grenze  Zq  an  geeigneter  Stelle  der  Fläche  fixiert  sein 
soll,  die  obere  Grenze  z  aber  variabel  zu  denken  ist.  Die  Betrachtungen 
über  die  Vieldeutigkeit  und  die  Perioden,  welche  wir  oben  pg.  206  ff.  für 
das  überall  endliche  Integral  u  im  speciellen  ausführten,  sind  typisch 
für  alle  Integrale  (3).  Die  Zusammenhangsverhältnisse  der  Fläche 
bringen  es  mit  sich,  dass  jedes  solche  Integral  zwei  den  a-^^,  cog  ent- 
sprechende Perioden  bekommt,  sofern  durch  die  besondere  Natur  des  Inte- 
grals nicht  noch  der  Hinzutritt  weiterer  Perioden  bedingt  ist.  Als  specielle 
Beispiele  ordnen  sich  dem  Ansätze  (3)  jene  pg.  173  erwähnten  Integrale 
unter,  welche  in  den  allerersten  Anfängen  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  von  der  Rectification  der  Ellipse  und  anderen  Aufgaben 
geliefert  wurden.  Die  Integrale  (3)  der  zweiblättrigen  Biemann'schen 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  heissen  demnach  auch  schlechthin 
„elliptische  Integrale''.  Sie  sind  eben  diejenigen  Grössen,  welche  Le- 
gendre  entgegen  dem  heutigen  Brauche  als  „Fonctions  elliptiques" 
bezeichnete. 

Wir  verstehen  nun  auch  unmittelbar  den  mächtigen  Fortschritt, 
welcher  gegenüber  Legendre's  Auffassungen  durch  Jacobi's  und  Abel 's 
Entdeckungen  gewonnen  wurde,  und  welcher  auch  bei  Gauss  implicite 
vorlag.  Der  Fortschritt  ist  bedingt  durch  die  Verhältnisse,  welche  wir 
in  den  beiden  voraufgehenden  Paragraphen  antrafen.  Unter  allen  Inte- 
gralen (3)  giebt  es  eines  und  im  wesentlichen  nur  eines  (cf.  pg.  207  u.  f.), 
welches  überall  endlich  war;  bei   der  von  uns  bevorzugten  Lage  der 
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Verzweigungspuükte    hatte    dasselbe    die    fortan    als    „Weierstrass'sche 
Normalform"  zu  bezeichnende  Gestalt: 


(.)  «=/l^=/: 


dz 


Die  Abbildung  der  längs  Q^,  Q^  zerschnittenen  Fläche  auf  die  t*-Ebene 
lieferte  ein  Parallelogramm,  welches  mit  seinem  Innern  auf  der  w- Ebene 
einfach  auflag;  und  selbst  die  unendlichblättrig  über  der  ^-Ebene 
lagernde  Riemann'sche  Fläche,  in  welcher  u  eindeutig  ist,  gab,  auf  die 
M-Ebene  übertragen,  überall  nur  eine  einfache  und  bis  auf  die  Stelle 
u  =  oo  vollständige  Bedeckung  der  w- Ebene.  Der  einzelnen  Stelle  z 
der  zweiblättrigen  Fläche  entsprachen  jeweils  unendlich  viele  homologe 
Punkte  (m  +  %c3i  +  ^«s)  ™  Parallelogrammnetz  der  it- Ebene. 

Die  grosse  Einfachheit  dieses  Ergebnisses  wird  man  erst  recht 
schätzen,  falls  man  die  Abbildung  der  Riemann'schen  Fläche  durch  ein 
anderes  Integral  (3)  prüft.  Hier  wird  sich  notwendig  schon  das  ein- 
zelne Abbild  der  zerschnittenen  Fläche  in's  Unendliche  ziehen.  Bei 
Überschreiten  von  ^^  und  Q.^  kommen  wir  aber  zu  neuen  Abbildern, 
welche  sich  jedenfalls  bei  oo  über  jenes  erste  hinüberziehen.  Schliess- 
lich werden  wir  eine  unendlich  vielfache  Überlagerung  der  Ebene  des 
Integrals  gewinnen. 

Bei  dieser  Sachlage  ist  das  überall  endliche  Integral  u  vor  allem 
geeignet,  als  unabhängige  Variahele  in  das  System  der  hier  mit  ein- 
ander functionentheoretisch  zusammenhängenden  Grössen  eingeführt  zu 
werden.  Indem  man  bei  analytischer  Fortsetzung  über  die  Fläche  hin 
den  Weg  von  u  und  das  Verhalten  einer  algebraischen  Function  R(iv,z) 
vergleicht,  entspringt  als  Fundamentaltheorem :  Die  algebraischen  Func- 
tionen B{w,z)  der  Fläche  werden  in  Abhängigkeit  von  u  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen  f(u-^  a^,  a^)  der  Perioden  (o^,  cog',  und 
es  deckt  sich  nach  der  pg.  175  und  178  gegebenen  Definition  hierbei  gerade  die 
Gesamtheit  der  doppeltperiodischen  Functionen  f  {u;  co^,  «2)  mit  der  Ge- 
samtheit der  algebraischen  Functionen  B{w,z).  Hiermit  haben  wir  den 
Standpunkt  Abel's  und  Jacobi's  erreicht;  und  zwar  ist  derselbe 
gleich  in  solcher  Allgemeinheit  formuliert,  wie  es  der  neueren  nament- 
lich durch  Riemann  und  Weierstrass  ausgebildeten  Auffassung  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  entspricht  (cf.  pg.  170).  Bei 
Jacobi  und  Abel  stehen  immer  specielle  algebraische  Functionen  im 
Vordergrunde;  wir  machen  z.  B,  als  ein  für  gewöhnlich  nach  Jacobi 
benanntes  „Umkehrtheorem"  namhaft,  dass  die  obere  Grenze  z  des  überall 
endlichen  Integrals  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  des  Inte- 
gralwertes ist.     Auch  dienen  zum  Beweise  der  Eindeutigkeit  nicht,  wie 
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hier,  allgemeine  functionentheoretisch- geometrische  Erwägungen;  die 
Eindeutigkeit  wird  vielmehr  bei  Jacobi  aus  der  wirklichen  Darstellung 
der  einzelnen  Function  in  u  vermöge  eindeutiger  convergenter  Reihen 
oder  Producte  bewiesen. 

Da  übrigens  2iv  als  Function  von  u  mit  p' (u)  identisch  ist,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Darstellung  aller  algebraischen  Functionen  der 
Fläche  in  der  Gestalt  B(w,0)  noch  der  wichtige  Satz:  Jede  doppelt- 
periodische Function  f(ti;  coi,  a^)  mit  den  Perioden  a^,  eo^  kann  als  eine 
rationale  Function  von  p(u;  oj^,  co^),  p'(u',  »i,  C3^  dargestellt  werden: 

(5)  f(u;G)^,co^)==B[p{u),  (p'(u)]. 

Einige  wichtige  Ergebnisse  über  die  elliptischen  Integrale  (3)  ent- 
springen aus  der  in  Formel  (4)  pg.  198  geleisteten  Partialbruchzerlegung 
der  doppeltperiodischen  Functionen.  Ist  J  irgend  eines  dieser  Inte- 
grale, und  bezeichnen  wir  die  zur  Fläche  gehörige  algebraische  Func- 
tion 2wR(w,^)  in  Abhängigkeit  von  u  durch  f{u),  so  ist: 

z  u 

(6)  J=  i  B{w,z)  dz  ==  if{u)du. 

Setzen  wir  nun  für  f{u)  seinen  Ausdruck  (4)  pg.  198  ein,  so  kann  man 
das  erste  constante  Glied  A,  sowie  alle  Glieder,  welche  p'  oder  eine 
noch  höhere  Ableitung  der  ^^-Function  enthalten,  sofort  integrieren. 
Diese  letzteren  Glieder  mit  ^',  ^",  •  •  •  liefern  dabei  doppeltperiodische 
Functionen;  man  hat  also: 

u  u 

J=  F(u)  -}-  Au  -\r^    ajc  I  t{u  —  «i)  du  -\-  alc  1  p(u  —  Uk)  du  , 

wo  F{u)  eine  doppeltperiodische  Function  ist.  Da  die  Summe  der 
Residuen  a^,  a^,  •  •  ,  an  von  f{u)  verschwindet,  so  können  wir  hier  noch 
an  =  —  «1  —  «2  —  ■  ■  ■  —  Chn—x  eintragen  und  finden  damit: 

u 

(7)  J=  F{u) -\- Au-{-^ak  I  p(u  — ak)du 

k==l        Mo 

n — 1  /» 

+  ^  o,k  j  [^{u  —  ak)  —  ^(u  —  a„)]  du. 


k  =  l 


Jedes  einzelne  rechter  Hand  vorkommende  Integral  ist   für   sich 
allein  genommen  ein  elliptisches;  denn  die  Ausdrücke: 


p{u  ~cik)'£,      \t(u  —  ak)  —  t{u  —  «„)] 
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stellen  sämtlich  doppeltperiodische  Functionen,  und  also  auf  der  Rie- 
mann 'sehen  Fläche  algebraische  Functionen  dar.  Des  näheren  treten 
uns  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  drei  verschiedene  Gattungen  elliptischer 
Integrale  entgegen,  welche  wir  nach  einander  besprechen. 

Zur  ersten  Gattutig  rechnen  wir  das  überall  endliehe  Integral  Au, 
welches  im  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  von  (7)  auftritt. 

Ein  Integral,  welches  an  irregulären  Punkten  nur  Pole  aufweist, 
soll  als  ein  solches  von  der  zweiten  Gattung  bezeichnet  werden.  Hierher 
gehören  die  Integrale  der  ersten  in  (7)  rechts  stehenden  Summe.  Für 
das  einzelne  derselben  können  wir  nach  Formel  (1)  pg.  190  schreiben: 

u 

(8)  —fp{u  —  a)du  =  t,{u  —  a)  —  t(uQ-a). 


«0 


Dieses  Integral  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es  nur  einen  hei  u  =  a 
gelegenen  Pol,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung,  besitzt,  und  dass  es  sich 
insbesondere  bei  u  =  a  näherungsweise  wie  (u  —  a)-^  verhält;  dasselbe 
soll  als  ein  „Elementarintegral  zweiter  Gattung''  bezeichnet  werden.  Hier 
reiht  sich  offenbar  die  Function  ^(w)  insbesondere  ein;  wir  erkennen 
zugleich  aus  Formel  (11)  pg.  189  in  den  Grössen  ri^,  rj^  die  Perioden  jedes 
Elementarintegrals  zweiter  Gattung.  Als  Function  auf  der  Riemann 'sehen 
Fläche  wollen  wir  das  Integral  (8)  durch  Za  oder,  wenn  die  Integral- 
grenzen angedeutet  werden  soUen,  durch  Z'^'°  bezeichnen: 

u 

(9)  -Jp(u-a)du==r^'\ 

Speciell  für  «  =  0  entspringt  die  Formel: 

Hat  ein  Integral  neben  etwaigen  Polen  noch  logarithmische  Un- 
sfetiglceitspunlcte,  so  wird  es  als  ein  solches  dritter  Gattung  bezeichnet. 
Hierher  gehören  die  Integrale  in  der  letzten  Summe  auf  der  rechten 
Seite  der  Formel  (7),  für  deren  einzelnes  man  übrigens  zufolge  (4) 
pg.  186  schreiben  kann: 

u 

(11)    /b(»  -a)-i{u-  «•)]  äu  =  log  l^:-^,  -  log  1^^  • 

Dieses  Integral,  welches  wir  als  ein  „Elementarintegral  dritter  Gattung" 
bezeichnen  wollen,  besitzt  überhaupt  keine  Pole,  wird  jedoch  an  zwei 
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durch  u  =  a  und  u  =  a  fixierten  Punkten  des  Parallelogramms  bez. 
der  Fläche  logarithmisch  unendlich.  Bei  einem  Umlauf  um  die  Stelle 
u  =  a  im  positiven  Sinne  wächst  das  Integral  um  2in,  bei  einem  eben- 
solchen Umlauf  um  die  Stelle  u  =  a'  nimmt  es  um  den  gleichen  Be- 
trag ab.  Hier  haben  wir  also  ein  Beispiel  dafür,  dass  ein  Integral 
neben  den  durch  den  Zusammenhang  der  Fläche  bedingten  Perioden 
infolge  seiner  speciellen  Natur  noch  eine  dritte  Periode  hat.  Als  Func- 
tion auf  der  Riemann'schen  Fläche  wollen  wir  das  Integral  (11)  durch 
77      ,   oder  77^'  ^°,  bezeichnen: 

a,  a  a ,  a 

u 

(12)  j\l{u  -a)-t{u-  a')]  du  =  77;;  Jr  • 

Uo 

Die  Formel  (7)  wird  hiernach,  auf  der  Riemann'schen  Fläche  ge- 
dacht, folgende  Gestalt  annehmen: 

(13)  J  Biw,  z)  dz  =  E,  {w,z)  +  Au^'  ^o  -^  a,r^;^  -f  ^  a,  77;';;^^  • 


*=i 


wobei  auch  am  Integral  u  die  Grenzen  angedeutet  sind.  Hiernach  gilt 
das  Theorem:  Jedes  elliptische  Integral  lässt  sich,  abgesehen  von  einer 
algebraischen  Function  der  Fläche  und  einem  Integral  erster  Gattung,  als 
ein  Aggregat  von  Elementarintegralen  zweiter  und  dritter  Gattung  dar- 
stellen. Es  ist  hierdurch  zugleich  bewiesen,  dass  ausser  den  Integralen 
der  drei  genannten  Gattungen  keine  weiteren  mehr  vorkommen. 

Man  bemerke  noch,  dass  das  in  (13)  links  vorgelegte  Integral  zur 
dritten  Gattung  gehört,  falls  wenigstens  einer  der  Coefficienten  a^, 
a^,  ■  • ,  a«-i  von  0  verschieden  ist.  Verschwinden  diese  Coefficienten 
aber  alle,  so  hat  man  ein  Integral  erster  Gattung,  falls  die  Function 
i?i  (w,  z)  mit  einer  Constanten  identisch  ist  und  zugleich  alle  a/, 
a^',  •■ ,  aü  verschwinden;  anderenfalls  liegt  ein  Integral  zweiter  Gattung  vor. 

§  12.    Additionstheorem  der  Function  p(u). 

Als  eine  interessante  Anwendung  der  Formel  (5)  pg.  220  soll 
hier  das  Additionstheorem  der  Function  p(ii)  aufgestellt  werden.  Man 
bilde  p(u  -{-  v),  wo  als  Argument  die  Summe  (u  -f-  v)  zweier  com- 
plexen  Variabelen  gesetzt  ist.  Als  Function  von  u  bei  stehendem  v 
ist  p(u  -{-  v)  doppeltperiodisch  und  stellt  im  speciellen  eine  zwei- 
wertige Function  mit  den  Perioden  co^,  a^  dar.  Zufolge  (5)  pg.  220 
ist  somit  p(u  -j-  v)  bei  stehendem  v  als  rationale  Function  von  p(u), 
p'{u)  darstellbar.     Da  aber  aus  demselben  Grunde  p{u  -j-  v)  rational 
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in   p{v),    p'{v)    sein   muss,    so   schliessen  wir   auf  die  Existenz  einer 

Formel: 

(1)  P(^+v)  =  -R  [pH  F(^);  F'H  F'(^)]- 

Um  zur  wirklichen  Kenntnis  der  rechts  stehenden  rationalen  Func- 
tion zu  gelangen,  knüpfen  wir  an  die  Darstellung  (11)  pg.  202  für 
die  Differenz  p{u) — p(v)  an,  welche  wir  logarithmisch  nach  u  resp. 
V  differenzieren  wollen: 


p'{u) 


p{u)—p(v) 
—  p'{v) 


p{u)  —  p{v) 
Durch  Addition  ergiebt  sich  hieraus: 

Vermöge  erneuter  Differentiation  nach  u  und  v  und  Zeichenwechsel 
folgt  weiter: 

p^U -\- V)  —  p{u)        2  p(u)-p{v)^      2[piu)-p{v)Y     ' 

,^fn.  _L  ,A  _  .^^,^  _i-  ^      P"(^)      _  P\^)\p'i^)  —  P'(M 
pyu^f^)  —  i<^\y)-\-  2  p{u)  —  p{v)         ^{p{u)-p{v)Y    ' 

zwei  Formeln,  deren  Addition  auf  die  Gleichung  führt: 

2p{u  +  v)  =  piu)  +  p{v)  -  -  \,\J^_\,;^'  +  Y  (ku)-^^)  ■ 

Hier  wolle  man  jetzt  noch    die    aus    (7)  pg.  192  entspringenden 
Relationen: 

(2)  p"iu)  =  Qpiuf  -^g„      p"(u)  -  p"{v)  =  6  {p  {uf  -  piv)') 

benutzen  und  gewinnt  dann  unmittelbar  das  „Ädditionstheorem"  der 
p-Function,  dass  sich  nämlich  die  p-Function,  gebildet  für  die  Summe 
{u  -j-  v),  als  folgende  rationale  Function  von  p{u),  p{v),  p'(u),  p'(y) 
da/r  stellt: 

(3)  ^(„  +  .)  =  i(^-|^y_j.(«)_i,(„). 

Durch   Differentiation    nach    u    gewinnt   man   hieraus   leicht    das 
Additionstheorem  der  ^'-Function. 

Aufgabe  1.     Man  beweise  die  für  die  ^.-Function  gültige  Formel: 

Aufgabe  2.     Für   drei    complexe  Zahlen   m,   v,   w  einer   verschwindenden 
Summe,  u  -\-v  -\-iü  =  0^  zeige  man  das  Bestehen  der  Gleichung : 
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p '  (u)  —  p  (v)      p '  (w)  —  p '  (v) 


p{u)  —  p{v)         p{w)  —  p{v)  ' 

der  man   auch  unter  Gebrauch  einer  Determinante  dritter  Ordnung  die  Gestalt 
verleihen  kann: 

1,    f{v),    P'iv)      =0. 

1.   i'^H>  p'W  I 


§  13.    Die  "Wurzelfunetionen  ^p  (u)  -— ^  und  die  Weierstrass'schen 

Functionen  (Dk(u). 

Der  Übergang  von  den  Weierstrass'schen  Functionen  zu  den  Jacobi- 
schen wird  durch  die  folgende  Betrachtung  angebahnt. 

Die  zweiwertige  doppeltperiodische  Function  (^  (w)  —  a),  unter  a 
eine  Constante  verstanden,  hat  im  allgemeinen  zwei  von  einander  ge- 
trennt liegende  einfache  Nullpunkte  im  Periodenparallelogramm.  Nur 
falls  a  mit  einer  der  drei  Grössen  e^,  e^,  e^  identisch  ist,  coincidieren 
die  beiden  Nullpunkte  (cf.  pg.  202)  und  liefern  so  einen  Nullpunkt  zweiter 
Ordnung.     Es  wird  hiernach  jede  der  drei  Grrössen: 

(1)  yp(u)  —  e,,     yp{u)  —  e,,     yp{u)  - 

welche  wir  als  „Wurzelfunetionen"  bezeichnen  wollen*),  im  Parallelo- 
gramm einen  einfachen  Pol  (bei  w  =  0)  und  einen  einfachen  Nullpunkt 

(resp.  bei  Y,  ^  oder  ~)  haben.  Da  es  keine  einwertige  doppelt- 
periodische Function  giebt  (cf.  pg.  180),  so  kann  Ypiu)  — ^  keine 
doppeltperiodische  Function  mit  den  Perioden  cj^,  Og  darstellen. 

Jedenfalls  gilt  aber  zunächst  der  Satz,  dass  die  Wurzelfunetionen 
Ypiu)  — ^  eindeutige  Functionen  von  u  sind.  Zum  Beweise  dieser 
Behauptung  specialisieren  wir  die  Factorenzerlegung  (7)  pg.  201  für 
die  Functionen  (p  (u)  —  e^).  Wir  gelangen  hierbei  zu  den  drei  von 
Weierstrass  eingeführten  Functionen: 


^3? 


(2) 


e  2    Q  l  u 


6k(u;  «1,  «2)  =  — 


-?) 


(?) 


[A-=l,  2,  8], 


wobei  wir  der  Bezeichnung  cjg  entsprechend  unter  tjg  die* Summe  (%-\-%) 
verstehen.  Diese  drei  Functionen  sind  in  u  offenbar  eindeutig  und 
werden  für  u  =  0  übereinstimmend  gleich  1 : 

*)  Der  Name  ist  daher  genommen,  dass  man  auf  der  Riemann'schen  Fläche 


Yü  —  Cj^  als  eine  „Wurzelfunction"  bezeichnet;  dieselbe  ist  auf  der  Fläche  zwar 
unverzweigt,  aber  nicht  eindeutig,  was  im  Texte  sogleich  hervortreten  wird. 
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(3)  ö,(0)  =  l,     S,(0)  =  1,     63(0)  =  !. 

Daraufhin  wird  nach  der  genannten  Formel  (7)  pg.  201  die  Function 
{p  {u)  —  e^)  gleich  dem  Quadrat  des  Quotienten  von  6^.  (u)  und  6  (u) ; 
die  drei  Wurzelfunctionen  selbst  aber  werden  wir  durch: 

(4)  - 


definieren   können  und  erkennen    sie  damit  in  der  That  als  eindeutige 
Functionen  von  u. 

Das  Verhalten  der  (3k{u)  bei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um 
Perioden  (o^,  a^  ergiebt  sich  aus  den  entsprechenden  Formeln  (12)  pg.  189 
der  6-Function  mit  Rücksicht  auf  die  Legendre'sche  Relation  (1)  pg.  199 
sehr  leicht.     Man  findet: 


(5) 


6i(tt),     6i(M  +  a32)  =  +  e' 


61 (m), 


5,(^+0.0  =  +  e''  ("■*"%(tO;     (5,(..+  «,)  =  -e''v("  +  ?)  (o,(u), 
63(w  +  «,)=  +  e''^("+^)s3W,     63(w  +  a.,)  =  +  e''^("+?)  63(m)  . 


Setzen  wir  zur  Abkürzung  ]/^(w)  —  e*  =  /*(?<)>  ^^  berechnet  man 
aus  (4)  und  (5)  als  Verhalten  der  drei  Functionen  fitiu)  hei  Vermehrung 
von  u  um  Perioden: 


(6) 


/'l(w+»i)=/lW;  /■2(W+Öi)  =  — AW,    fi{u-h(0^)  =  —fs{u), 


/;  (u  +  cDg)  = — /;  (u) ,  A  (m  +  «2) = f2  (u) ,      /3  (?<  +  «2) = — /;  (W)  . 

Eine  Bestätigung  dieser  Angaben  kann  man  aus  der  Formel: 

(7)  -^\u)  =  2f,{u)f,{u)Uu) 

entnehmen,  nach  welcher  das  Product   der   drei  Functionen   fk(u)  die 
Perioden  coj^,  a^  haben  muss. 

Aus  (6)  folgt  /i(w  -\-  202)  =  fi(u)-  Es  ist  also  /'i(m)  eine  doppelt- 
periodische Function  mit  den  Perioden  co^  und  2(00;  wir  schreiben  in 
diesem  Sinne  /"i(m;  cj^,  202)- 
Ein  Periodenparallelogramm  für 
diese  Function  setzt  sich  aus 
zwei  Parallelogrammen  der  bis- 
herigen Teilung  zusammen.  In 
Figur  63  ist  ein  Parallelogramm 
von  fi{u;  co^,  2(0.2)  durch  Schraf- 
fierung ausgezeichnet;  innerhalb 
dieses  Parallelogramms  ist  fi(u) 
offenbar  ziveiwertig.     Die  NuU- 

I'ricke,  analyt.-fimctionenth.  Vorlesungen 


Fig.  63. 


I 
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punkte  und  Pole  von  /'^(m)  sind  durchgehends  von  erster  Ordnung;  jene 
liegen  an  den  in  Figur  63  durch  kleine  Kreise  bezeichneten  Stellen, 
die  Pole  sind  die  Gitterpunkte  des  ursprünglichen  Netzes. 

Ahnliche  Bemerkungen  gelten  für  f^(u)  und  f^iu).  Wir  begnügen 
uns  mit  der  Angabe  der  Perioden,  welche  aus  den  ausführlichen  Be- 
zeichnungen ^  (w;  2«!,  02),  /;  (u]  «1  +  «2,  2(0^)  hervorgehen. 


§  14.    Productfcrmeln  für  die  Ptinctionen  6k(u).     Discriminante  z/. 

Wir    haben    bei    den    folgenden   Rechnungen    mehrfach    die    Be- 
zeichnung: 


(1) 


=  t 


zu  benutzen.      Nach  pg.  97  ff.  ist  hierdurch  die  ?<- Ebene  1- 00 -deutig 
auf   die  Ebene    der   Variabelen  t  bezogen.     Ein   einzelner  aus  einfach 

unendlich  vielen  Parallelogrammen  bestehen- 
'^ " — -  der  Streifen  der  w-Ebene,  wie  ihn  Figur  64 

darstellt,  liefert  bereits  ein  volles  Abbild  der 
i^-Ebene;  die  beiden  ins  Unendliche  ziehenden 
Zipfel  des  Streifens  ergeben  dabei  die  Punkte 
^  =  0  und  t  =  00.  Einem  Werte  t  ent- 
sprechen insgesamt  die  unendlich  vielen 
Werte  u,  m  +  «2?  '^  i  ^^^^  ■  •  •• 

Mit  Hilfe  von   f  schreibt  sich  nun  die 
Darstellung  (2)  pg.  194  der  5 -Function: 


(2)6(u)==^e-"sin|^J7 


■(1-2'"*)(1- 


-«^"r^'i 


2n\2 


(l-q'n 


Fig.  64. 


Das  Product  ist  convergent  für  alle  Werte 
von    t    ausser  ^  =  0    und   t  =  00  ,    welche 
letztere  dem  wesentlich  singulären  Punkte  von  5(^f)  entsprechen. 

Man   trage  jetzt  in  (2)   nach  einander  für  2u  die  Werte  öj,  012 

und  CÖ3  =  «1  -|-  (Og  ein.     Dabei  werden  sich  t  und  sin  —  in  jedem  Falle 

leicht  durch  q  ausdrücken.  Zur  Vereinfachung  des  Exponenten  von 
e  machen  wir  überdies  im  ersten  und  dritten  Falle  von  der  Legendre- 
schen Relation  (1)  pg.  199  Gebrauch.  Man  gewinnt  auf  diese  Weise 
nach   leichter   Zwischenrechnung    als   Produddarstellungen  für  die  drei 

nur  noch  von  o^ ,  a^  abhängenden  Grössen  S  \^\ ,  6  \~\ ,  6  (~\ : 


(3) 


Productformeln  für  die  Functionen  (3^(m). 
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n  =  l  ^ 


Es  ist  nun  sehr  bemerkenswert,  dass  wir  jedes  der  hier  rechts 
auftretenden  Produete  in  den  Quotienten  zweier  unendlicher  Producte 
spalten  können,  welche  unter  der  hier  beständig  gültigen  Voraussetzung 
I  g-  j  <  1  auch  für  sich  genommen  noch  convergieren.  Für  diese  noch 
mehrfach  zu  benutzenden  Producte  führen  wir  die  abkürzenden  Be- 
zeichnungen ein: 


(4) 


Die  Convergenz  dieser  vier  unendlichen  Producte  ergiebt  sich  in  der 
That  äusserst  leicht,  indem  wir  zunächst  nach  pg.  153  vom  einzelnen 
Product  zu  einer  correspondierenden  Reihe  übergehen,  deren  Con- 
vergenz dann  aus  den  Rechnungen  von  pg.  184  unmittelbar  ersicht- 
lich ist. 

Mit   Hilfe    der   in  (4)  erklärten  Abkürzungen   schreiben  sich  die 
Formeln  (3)  so: 

-    Pl 


~^  .11 


(5  (^\  —  i  ^  p^  a~"^  •—        G  /^\  =  ^  e 


^m= 


1  -\-  i  a. 


y2 


2jr 


>?»"'»     _  £     pp 


P2 

-^0 


1.      ß       8  Q  4: 


Zwischen  den  Producten  P^.  besteht  eine  wichtige  Relation.  Multi- 
pliciert  man  nämlich  einmal  Fq  mit  F^,  sodann  F^  mit  Pg,  so  er- 
giebt sich: 


Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  weiter: 

15* 
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PoPiP^Pz^flil  -^-0  (1  -  g^")  =  ]7(1  -  g2«). 

und  da  sich  hier  rechter  Hand  wieder  Pq  eingefunden  hat,  so  besteht 
zwischen  den  ZaUwerten  P^,  P^,  P^  beständig  die  Belation: 

(6)  P,P,P,  =  1. 

Man  wolle  jetzt  auf  die  Definition  der  drei  Weierstrass'schen  Func- 
tionen 6k(u)  zurückgehen  (cf  Formel  (2)  pg.  224),  um  aus  der  Product- 
darstellung  (2)  pg.  194    der   6 -Function    entsprechende    Darstellungen 

für  die  6jc(u)  zu  entwickeln.    Treten  an  Stelle  von  u  die  Werte  (u  —  ^) , 
\u — Yjj   (^ — ^);  so  hat  man  an  Stelle  von  t  zu  setzen  tq~^  resp. 

—  t,  —  tq-^.     Benutzt  man  die  schon  berechneten  Werte  von  s(  — ), 

so  entspringen  nach  einfacher  Rechnung  die  für  alle  Werte  von  t  ausser 
t  =  0  und  oo   convergenten  Productentwicklungen  der  Functionen  'Ok{u): 


(7) 


ri^vr        °o 


(S^(u)  =  e^'"^Tl 


(l_  22^-1)2 


IJjM"  CO 

(d^{u)  =  62  0^2  cos  —   TT 


nu  fr(l  +  q'^t)il-i-q''^t-') 


(5,(11)  =  e^^^Yl 


(1  +  2^-1 


(1  +  2^")^ 


t)  (l  +  2 


(1+2^-^)^ 


Aus  diesen  Productentwicklungen  ergiebt  sich  im  speciellen: 

);2  f"2      p2  J/jÜlj  p2 


6 


^(l)  =  2 


]/2 


Durch   Combination   dieser  Formeln  mit   den   Gleichungen   (5)    drücke 
man   die   rechten   Seiten   der  aus  (4)  pg.  225  entspringenden  Formeln: 


Ve, 


^^(?) 


Ve^ 


(?) 


,     Ycs  —e^  = 


durch  die  Producte  Pk  aus;  es  ergiebt  sich 
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Durch  noclimaliges  Wurzelziehen  folgt  unter  Benutzung  von  (6): 

i/^y^^z=T,  =  PoPl    y^y^7=^s  =  PoPl 

(8)  ,-  1 

Der  Ausdruck: 

(9)  z/  =  16  [(^2  —  e,)  (e,  —  e,)  (e^  —  e,)Y, 

welcher  als  ganze  symmetrische  Function  der  Wurzeln  e^,  e^,  e^  der 
cubischen  Gleichung: 

(10)  4ic3  —  92X1  — 93  =  0 

eine  rationale  ganze  Function  von  9,,  9^  ist,  wird  als  „Discriminante" 
dieser  Gleichung  bezeichnet.  Das  Verschwinden  der  Discriminante  zf 
zeigt  zufolge  (9)  an,  dass  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  identisch 
sind.  Bei  den  für  uns  in  Betracht  kommenden  9^,  9^  wird  daher  be- 
ständig Z/+0  sein.  Dies  geht  direct  aus  der  folgenden  durch  die 
Gleichungen  (8)  gelieferten  ProductentwicMun9  der  Discriminante: 

(11)  ^=0V  17(1 -«'")" 

n  =  l 

hervor.  Wir  finden  in  dieser  Formel  J  als  eindeuti9e  Function  von 
Ol,  cog  dargesteUt,  die  in  diesen  Grössen  homo9en  von  (— 12)'^'-  Dimension  ist. 

§  15.    Einführung  der  Thetafunctionen. 
Aus  dem  pg.  225  angegebenen  Verhalten  von  6q(u)  bei  Vermehrung 
von  u  um  co^  geht  hervor,  dass  die  in  u  eindeutige  Function: 

(1)  e    2C«.  .^^(i,) 

die  Periode  co^  besitzt.  Teilen  wir  demnach  die  m- Ebene  in  der  pg.  226 
besprochenen  Weise  (cf.  Fig.  64  a.  a.  0.)  in  Farallelstreifen,  so  wird  die 
in  (1)  gebildete  Function  in  homologen  Punkten  m,  w  +  (Og,  m  +  ^eJgr  •  * 
gleiche  Werte  haben.  Bei  der  Abbildung  vermöge  der  in  (1)  pg.  226 
angegebenen  Function  t  correspondieren  dem  einzelnen  Punkte  der 
^ Ebene  immer  unendlich  viele  solche  homologe  Punkte  der  Streifen 
und  keine  weiteren  Punkte  u.  Es  folgt,  dass  die  Function  (1)  eine  ein- 
deutige Function  f{t)  der  Variabelen  t  wird.  Übrigens  folgt  weiter  aus 
den  Eigenschaften  der  Function  (1),  dass  f(t)  für  alle  Werte  t  regulär 
ist,  abgesehen  von  t  =  0  und  t  =  <x>,  welche  wesentlich  singulare  PunTcte 
von  f(t)  liefern. 
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Nach  den  Theoremen  von  pg.  146  u.  f.  lässt  sich  hiernach  unsere 
Function: 

(2)  f\t)  =  e~'^^(o,{u) 

auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  eine  Laurent'sche  Reihe; 

n== — CO 

entwickeln,  welche  abgesehen  von  ^  =  0  und  ^  =  oo  beständig  con- 
vergent  ist. 

Lässt  man,  zur  Bestimmung  der  Coßfficienten  a„,  das  Argument  u 

2i7tu 

um  coj  wachsen,  so  wird  an  Stelle  von  t  =  e  '"■'  offenbar  q^t  treten. 
Die  Function  (1)  aber  geht  hierbei  zufolge  (5)  pg.  225  in  sich  selbst 
multipliciert  mit: 

über,  einem  Factor,  den  man  mit  Hilfe  der  Legendre'schen  Relation 
(1)  pg.  199  leicht  umrechnet  in: 

Somit  gilt  für  f(t)  die  Functionalgleichung : 

Hieraus  folgt  mit  Benutzung  des  Ansatzes  (3): 

f(t)  =  qt .  f(qH)  =^anq'-+^  •  t-+\ 


n= —  00 


so  dass  man  aus  der  eindeutigen  Bestimmtheit  unserer  Laurent'schen 
Reihe  für  f(t)  auf  die  für  alle  Indices  n  gültige  Recursionsformel 
schliesst : 

(4)  ttn+i  =  anq^"+K 

Man  liest  hieraus  sofort  ab: 

«1  =  tt-i  =  a^q,     a.2  =  a_2  ==  ÜQq^,     «g  =  a_3  =  a^g^,  •  •  • 
und  bestätigt  leicht  durch  den  Schluss  der  vollständigen  Induction: 

(5)  ün  =  a-n  =  «OÖ'"*  • 

Der  noch  unbekannte  Coefficient  üq  mag  gleichfalls  noch  von  q  ab- 
hängig sein  und  soll  als  solcher  durch  (p(q)  bezeichnet  werden.  Wir 
haben  damit  folgende  Reihenentwicklung: 
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>;j  i^«  +°^  2nrtiu 

(6)  e"  "2^  Sg  (w)  =  <p(q)^  ^«'  e   "»^ 

n  =  — CO 

gewonnen. 

Zur  Bestimmung  von  q>(q)  setzen  wir  in  (6)  nach  einander  u  =  0 

und  u  =  Y  ^^^  ^^^  finden  unter  Benutzung  des  bereits  pg.  228  be- 
rechneten Wertes  6^  ( y  j : 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  convergenten  Reihen  folgt: 

wo  m,  n  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen  sollen  und  die  ent- 
springende Reihe  leicht  direct  als  convergent  erkannt  wird.  Man  darf 
sich  auf  alle  Paare  m,  n  beschränken,  bei  denen  (m  —  n)  eine  gerade 
Zahl  darstellt;  ist  nämlich  eine  der  Zahlen  m,  n  gerade,  die  andere 
ungerade,  so  wird  sich  das  Glied  ( —  lynqm'^+n^  gegen  das  gleichfalls 
auftretende  Glied  ( —  1)«^'»'+«"  fortheben.  Man  gewinnt  nun  gerade 
alle  noch  übrig  gebliebenen  Zahlenpaare  m,  n,  wenn  man: 

m  -\-  n  =  2k,     m  —  n  =  21;         m  =  Je  -{-  l,     n  =  k  —  l 

setzt  und  k,  l  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen  lässt.  Formel  (8) 
liefert  daraufhin: 

k,l  /t  =  — 00  J  =  — X 

indem  wir  hier  rechts  und  links  die  Quadratwurzel  ausziehen  und  zur 
Bestimmung  des  Vorzeichens  q  =  0  eintragen,  wo  übereinstimmend 
Pj  =  Pg  =  ^  =  1  wird,  erhalten  wir  weiter: 

+  00 


=   V  (—  l)'»22m"-_ 


Die  damit  gewonnene  Reihe  geht  aus  derjenigen  in  der  zweiten  Glei- 
chung (7)  hervor,  wenn  wir  in  letzterer  q^  an  Stelle  von  q  treten 
lassen.  Schreiben  wir  daher  die  in  (4)  pg.  227  erklärten  Producta 
ausführlicher  Pkio),  so  sind  wir  zur  Relation  geführt: 

(9)  <pWP^WPM  =  ^i2)PMPxW- 
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Nun  hat  man  offenbar: 

d.  h.   P^(q)  =  P^(q^)p^(^^2y^  ^nd  da  man  in  ähnlicher  Weise  ans  den 
Formeln  (4)  pg.  227  die  Gleichung  P,  (g^)=P^(^)P3(^)  gewinnt,  so  gilt: 

Nach  Multiplication  dieser  Relation  mit  der  Gleichung  (9)  folgt: 

^«  PsW  PoW  =  ^(q)  PM'  PM- 
Setzt  man  demgemäss  F(q)  =  <p(q)  P^{qf  p^^q^  .^  h^t  die  hierdurch 
defimerte  Function  I  (q)  die  Eigenschaft,   heim  Ersatz  von  q  durch  q' 
unverändert  m  bleiben. 

Nun  gilt  die  vorstehende  Betrachtung  für  jede  Zahl  g  mit  [  ^  |  <  1. 
Aus  F{q)  =  F(q^)  werden  wir  demnach  sofort  folgern: 

Fiq)  =  F(q^)  =  F(q^)  =  F(q^)  =  ...  =  F{q^')  =  .  .  .. 
Aber  es  ist  ^lim.  g^"  =  o,  und  da  F{q)  für  |  g  |  <  1  eine  stetige  Func- 
tion von  q  ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8)  pg.  229: 

P(,)  =  P(0)  =  i,    -^=p,(,)P3(,).==-|/^y,7zr^.. 

Den  hiermit  bestimmten  Wert  von  (p  (q)  trage  man  in  die  Gleichung  (6) 
ein,  welche  dadurch  die  Gestalt  annimmt: 

(10)  y^  ]ß^Zr,^  S, («)  =  e^.^  g-'e-^ . 

In  der  hier  rechts  stehenden  Summe  haben  wir  bereits  eine  der 
vier  Thetafunctionen  gewonnen,  über  deren  Auffindung  oben  (pg.  174) 
einige  historische  Angaben  gemacht  wurden.    Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

(11)  ^ 


<a„ 


und  bezeichnen  die  Summe  der  fraglichen  Reihe  als  Function  von  v 
und  q  durch  ^3(1;,^).  Die  drei  anderen  Thetafunctionen,  welche  den 
Functionen  6{u),  (d^(u),  (d^{u)  correspondieren,  erklären  wir  alsdann 
von  ^^{v,q)  aus  durch  folgende  Gleichungen: 


(12) 


&^{v,q)  =  —  iq^e^^^  ^^  L  _|_  ^^,q), 
_^2{^,q)  =  q'^e^^-&,{v-i-^,qy 
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Die  vier  Thetafunctionen    sind  hiernach   durch  die  für    alle    endlichen 
Werte  v  convergenten  Beihen: 


(13) 


^o(^;2) 


'2 


( '\\n ^n"- pi n 7t V i 


^^{v,  q)  =  ^r  V  (—  iyq\^}  e(2n+i)  ^tvi ^ 


g(2  n  +  1)  rt  r  i 


+  =0 
^g  (V^  q)  ='S^  qn^  g2  n  rt  r  j 

w  =  —  X 


dargestellt,  denen  man  auch  die  Gestalt  verleihen  kann: 

^q(v,  q)  =  l  —  2q cos27rv  -\-  2g^cos4;rv —  2q^  cosQtiv  -\- 

1  9^  25 

^i(vlq)  =  2q^  sin  nv  —  2q^  sin  Sjtv  +  2q^  sin  Öttu  —  •  • 

1  9  25 

'^2(^;  2)  ==2^^  cos  7C?;  +  2g*  cos  3:rv  +  2q^  cos  5:;rv  +  •  • 


(14)    { 


'^sC'^j  3)  =  1  +  2  q  cos  2  Ttv  -\-  2^*  cos  4^^  +  22^  cos  6fl;i;-| . 

Um    den    Zusammenhang   der  Thetafunctionen  mit  den  (d!c(u)   zu 
finden,  muss  man  an  Formel   (10)  anknüpfen,  welche  63 (w)  mit  O'^iv) 

verbindet  und  hat  in  dieser  Formel  u  nach  einander  um  V'  ~^?  ^^  T"^ 
zu  vermehren.  Die  Veränderungen  der  rechten  Seite  bestimmen  sich 
aus  (12);  für  die  Veränderungen  der  linken  Seite  hat  man  auf  die 
Definition  (2)  pg.  224  der  (5k{u)  zurückgehen  und  muss  von  den 
pg.  228  gegebenen  Darstellungen  der  yei  —  Ck  sowie  von  der  Legendre- 
schen Relation  (1)  pg.  199  Gebrauch  machen.  Man  findet  folgende 
Beziehungen  zwischen  den  (oiciii)  und  den  Thetafunctionen: 


(15) 


ri^u- 


y^  Y2  (d{u)  =  e2o.,  ^^(^)  ^ 
-j/^  V^T^^s  ö, {u)  =  eS  ^,(v) , 

y^  1/^"=^!  Ö3(^)  =  e'^i ^3(^) ; 

in  der  ersten   dieser  Formeln  bedeutet  z/  die  am   Schlüsse  von  §  14 
pg.  229  eingeführte  Discriminante. 


(16) 


(17) 


234  IV.   Elliptische  Functionen. 

Die  Formeln  (5)  pg.  225  lehren  vermöge  einer  kurzen  Zwischen - 
entwicklung,  dass  sich  die  Thetafunctionen  bei  Vermehrung  des  Argu- 
mentes V  um  1  resp.  co  folgendermassen  verhalten: 

d-.iv  +  1)  =  ^,(v) ,  &^(v-\-l)  =  -  &M , 

^o(^^  +  03)  =  —  2-ie-2«'''#^j(t;), 
^^(v  +  ra)  =  —  q-^e-^''^^^^{v), 
^^{v  +  (ö)  =  g-^e-^''^'^^{v), 
^z(p  +  <ö)  =  q-^€r^'''>'d'^(v). 

Diese  Regeln  wird  man  aus  den  Reihenentwicklungen  (13)  leicht  be- 
stätigen. Durch  Combination  der  Gleichungen  (12),  (16)  und  (17) 
gewinnt  man  eine  Reihe  von  Formeln,  welche  das  Verhalten  der  Theta- 
functionen bei  Vermehrung  des  Argumentes  v  um  —  und  —  charak- 
terisieren. 

Aufgabe  1.  Man  drücke  durch  wiederholte  Anwendung  der  Regeln  (16") 
und  (17)  die  Function  &j^{v -\- m-{- nca)  in  '9'^(«)  aus. 

Aufgabe  2.     Man  stelle  auf  Grund  von  (12),  (16)  und  (17): 

^k\^  +  m+    -  +  n(oY     ^ki^  +  rti  +  nco-Y^Y     ^^  ^^  +  „i  _|_  i.  _j_  „  ea  _^ -|^ 

in  den  ursprünglichen  Functionen  &q{v),  &i(v),  ^^iv),  d^iv)  dar. 

Aufgabe  3.  Durch  Ausführung  des  Integrals  fdlog&g{v)  über  den  Rand 
des  Periodenparallelogramms  (unter  Benutzung  der  betreflFenden  Formeln  (16),  (17)) 
zu  zeigen,  dass  ^3  {v)  im  Parallelogramm  eine  einfache  Nullstelle  hat. 

§  16.    Die  Nullwerte  der  Thetafunctionen. 

Unter  den  vier  Thetafunctionen  sind  die  drei  &Q(v,q),  ^^('^fQ)^ 
^ai^fO)  gerade  Functionen  von  v,  ^i{v,q)  ist  dagegen  ungerade. 
Während  demnach  die  letztere  Function  für  v  =  0  verschwindet,  sind 
die  anderen  „Nullwerte"  der  Thetafunctionen,  die  wir  d'k^q)  oder  kurz  d-k 
nennen  wollen,  von  null  verschieden  und  gegeben  durch: 

&^  =  1  —  2q  -\-  2q^  —  2q^  -j-  2q^^  —  2q^'>  +  •  •  . 

J^  ^  25  49 

(1)  ^2  =  2q^  +  2q'  -^  2q^  -j- 2q~^  -] 

-^3  =  1  +  2^  +  2^^  -f  2^9  +  2gi6  +  2g25  _j . 

Von  ^i(v,q)  wollen  wir  den  Nullwert  -»'/(S')  oder  -d-/  der  ersten  nach 
V  genommenen  Ableitung  d'i(v,q)  anreihen: 

J^  ^  25  49 

(2)  &^'  =  27ciq^~3q^  -\-bq~^~lq'^ +•■■). 
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Nehmen  wir  in  den  Formeln  (15)  pg.  233  für  ti  den  Wert  0,  so 
zeigt  sich,  dass  uns  die  drei  Nullwerte  ^q,  d-^,  d^  neue  Darstellungen 
für  die  Differenzen  der  e^  ergeben: 

(3)  yi\/^r=^,=»„,  "|/^i/^^=^>=*„  VI K^=^. = *3 ■ 

Hieraus  geht  hervor,  dass  zivischen  den  drei  Nulliverten  O'o,  ^^j  '^s  ^*^ 
Belation  lesfeht: 

(4)  d-o  -\-  d-2  =  d-fi . 

Durch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (15)  nach  u  ergiebt  sich 

t/K  1/2^  =  "^  e^^  ^M  +  e'^  •  -  &,\v) . 

y  27t  '^  du  co^  IV  ^     I  jo^      1  V  / 

Da  6'(0)  =  1  ist,  so  folgt  für  u  =  0  als  Darstellung  der  achten  Wurzel 
aus  der  Discriminante  z/  durch  d'^'i 

1  ^  25  49 

(5)  VgV2=l*;  =  ^(27_3,T+54T_73T  +  ...). 

Diese  Gleichung  liefert  im  Verein  mit  den  Formeln  (3)  auf  Grund 
der  Definition  (9)  pg.  229  der  Discriminante  als  wätere  Relation  zwischen 
den  Nidlwerten  der  Thetafunctionen: 

(6)  d-^'  =  TC&Q&^Q'^. 

Der  Quotient  von  -O'g  und  O-g  ist  identisch  mit  der  vierten  Wurzel 
aus  derjenigen  Grösse  F,  welche  bei  Legendre  und  Jacobi  dte  Rolle 
des  „Integralmoduls"  spielt  (cf.  unten  §  18),  und  entsprechend  ist  der 
Quotient  von  %-q  und  xt^  gleich  der  vierten  Wurzel  aus  dem  „co^nple- 
mentären  Modul"  h"^: 

Beide  Moduln  sind  verbunden  durch  die  Relation: 

(8)  p  +  r2  =  l. 

Bemerkenswert  sind   die   aus  (8)  pg.  229  hervorgehenden  Productdar- 
Stellungen  für  die  achten  Wurzeln  der  Integralmoduln: 

(9)  n-v^.m{T^:)'  v^^-i7(r^-)- 

n=l  n=l 

Aufgabe  1.    Man  bestätige  die  drei  Formeln: 

P„i^  =  -^„,     2q^P,I^,  =  &,,     Poli-»s> 

indem  man  die  links  stehenden  Producte  durch  Ausmultiplication  ihrer  Factoren 
in  Reihen  entwickelt. 
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Aufgabe  2.     Man  verfahre  ebenso  mit  der  aus  (11)  pg.  229   und    obiger 
Formel  (5)  entspringenden  Gleichung: 

_l^  CO  JL^  9  25  49 

2^(J7(l-ä^»))'=-2^-3ä"^+Ö2^-72H.... 

n  =  l 

§  17.    Jacobi's  elliptisclie  Functionen  sn(w),  Qn(w),  dn(w). 
Durch  Combination  der  drei  Gleichungen  (4)  pg.  225,  welche  die 
Wurzelfunctionen  yp{u)  —  e^-  in  den  (Dk{u)  darstellen,  erhält  man: 

(ßg  —  62)  ^{uf  =  (D^iuf  —  (5^{uf, 

Rechnen  wir  diese  Relationen  vermöge  (15)  pg,  233  und  unter  Be- 
nutzung der  soeben  eingeführten  Grössen  l^,  l'^  auf  die  Thetafunctionen 
um,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 

(1)  U'^^{vf  =  T^^,(vf-^,{vf, 

Setzen  wir  jetzt  unter  Einführung  einer  neuen  Variabelen  (p: 

so  können  wir  zufolge  der  ersten  Gleichung  (1)  schreiben: 


(3)  14-5 


{V) 

-H  =  COSOP. 


Definiert  man  ferner  eine  Function  z/g?  von  90,  welche  natürlich  nicht 
mit  der  Discriminante  z/  zu  verwechseln  ist,  durch: 

so  ergiebt  die  dritte  Gleichung  (1): 

(5)  z/  9)  =  ]/i  —  ¥  sm\ . 

Die  Variabele  9  ist  übrigens  bei  gegebenem  u  bez.  v  durch  (2) 
und  (3)  nur  erst  bis  auf  Multipla  von  27t  bestimmt;  man  könnte  (p 
dadurch  eindeutig  bestimmen,  dass  man  den  reellen  Bestandteil  ^0 
und  <  2;r  wählt. 

Wir  definieren  ferner  an  Stelle  von  u  bez.  v  die  Variabele 

(6)  w  ^u  Ye^  —  e^  =  vco^  Ye^  —  e^ , 

die  wir  unter  Benutzung  von  (8)  pg.  229  auch  schreiben  können: 
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(7)  w  =  :tv]J^{l—q'-y{l-\-q'^-'y. 


Die  Grösse  cp  wird  auf  diese  Weise  eine  Function  von  w,  welche  den 
Namen  „Amplitade  von  w'^  trägt  und  durch  am  iv  bezeichnet  wird. 
Diese  Benennung  hat  natürlich  nichts  mit  der  „Amplitude  einer  com- 
plexen  Zahl"  zu  thun,  sondern  rührt  von  einer  gewissen  mechanischen 
Bedeutung  des  bei  reellem  tv  und  k^  eintretenden  „Winkels"  cp  her. 

Tragen  wir  jetzt  für  cp   den  Ausdruck  am  tv  in  (2),  (3)  und  (4) 
ein,  so  gelangen  wir  m  den  drei  Jacobi'schen  Functionen: 

(8)     sinam..  =  ^^,cosam..  =  y^^,^amt.  =  y/c  ^^^, 

von  denen  zufolge  (14)  ^g.  233  die  erste  eine  ungerade  Function  von  w  ist, 
während  die  zweite  und  dritte  gerade  sind.  An  Stelle  der  etwas  um- 
ständlichen Jacobi'schen  Schreibweise  ist  es  neuerdings  üblich  geworden, 
die  drei  Functionszeichen  (8)  durch  sn,  cn,  dn  zu  ersetzen: 

1  'S-,  (v)  1  /F »,  (v)       j  t/ry^s  (^) 

Die  zweite  und  dritte  Function  drücken  sich  durch  die  erste  so  aus: 


(10)  cnw  =yi  —  sn  w'^ ,      dnw  =yi  —  k^ sn  w^. 

Wir  merken  gleich  auch  noch  die  Beziehung  der  Jacobi'schen  Functionen 
mdenpg.  224 ff.  betrachteten  Wurzelfunctionen  Yp (u)  —  Ck  an;  die  Rech- 
nung ergiebt: 


(11)     sn  m;  =  -j—^ — -Jzzr ,     cn  «^  =  \'     '  — ' ,     dn  w  =  ^-ll — 1  • 

Nimmt  u  um  a^  resp.  tOg  zu,  so  wächst  w  um  a^Ye^  —  e^  resp. 
c^  y^a  —  e^ .  Diese  beiden  Beträge  sind  identisch  mit  denjenigen  beiden 
Grössen,  welche  Jacobi  2iK'  und  2K  nennt: 


(12)  (OiVea  — el  =  2^•^',     (Og-j/eg  —  e^  =  2^. 

Die  Bezeichnung  motiviert  sich  so,  dass  im  Falle  reeller  c^,  e^,  e^  die 
Periode  «i  rein  imaginär,  co^  aber  reell  wird;  es  werden  alsdann  K  und 
K'  reell  (cf.  Figur  62  pg.  217). 

Das  Verhalten  der  Jacobi'schen  Functionen  bei  Vermehrung  von  tv 
um  2K  resp.  2iK'  bestimmt  man  aus  dem  entsprechenden  Verhalten 
der  Wurzelfunctionen  fk  (u)  =  "[/^(w)  —  ek,  welches  in  (6)  pg.  225  an- 
gegeben ist;  man  findet: 
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«/r^2'Vv" 


■    sn  (w  -\-  2K)  =  —  snw,     sn(w  -\-  2iK')  =  -\-  sn  w , 

(13)     }    cn  (tv  -f-  2K)  =  —  cnw ,     cn  (w  -|-  2iK')  =  —  cn  w , 

An(w -\- 2K)  =  J^  ^nw ,     ^n{w-{-2iK')  =  —dinw. 

Hiernach  ist  sn  w  eine  doppeltperiodische  Function  mit  den  Perioden 

AK,  2iK',  und  zwar  er- 
weist sie  sich  als  eine  ^^76^'- 
wertige  Function  dieser  Art. 
Als  zugehöriges  Perioden- 
paraUelogramm  benutzen 
wir  dasjenige  der  Ecken 
0,4^,  2iK',  4.K-\-2iK'. 
Die  Werteverteilung  von 
sn  w  in  diesem  Parallelo- 
gramm ist  in  Figur  65  an- 
gedeutet. Die  hier  in  Klammern  gesetzten  Werte  gehören  der  Func- 
tion an;  man  wird  die  Angaben  der  Figur  mit  Hilfe  der  entwickelten 


Flg.  65. 


2K^2iK 


I 


2K^  'HK 


Fig.  66. 

Darstellungen    der   Function    sn  w    ohne    besondere    Mühe    bestätigen 

können. 

Entsprechend  ist  cn  w  eine  zweiwertige  doppeltperiodisclie  Function 

mit  den  Perioden  AK,  2K  -\-  2iK' 
und  dn  w  eine  ebensolche  Function  mit 
den  Perioden  2K,  4iK'.  Das  Perioden- 
parallelogramm mit  der  Wertever- 
teilung von  cn  w  entnehme  man  aus 
Figur  66;  entsprechend  gilt  Figur  67 
für  dn  w. 

Die  Differentiation  der  Gleichung: 
sn  w^  (p{u)  —  Ci)  +  Ci  —  ^2  =  0 
Fig.  67.  nach  u  ergiebt : 


(ooj 


ZK^2iÄ 


ZiK 


Potenzreihen  für  die  Jacobi'schen  Functionen.  239 

^Vv^  sn  w  ^1^  {i0(u)  —  e,)  +  sn  w^  p'(u)  =  0. 

Andrerseits  folgt  durch  Multiplication  der  drei  Gleichungen  (11)  unter 
Benutzung  von  (7)  pg.  225: 

Eliminiert   man   aus  dieser  und  aus  den  beiden  voraufgehenden  Glei- 
chungen p'{u)  und  {p{u)  —  e^),  so  folgt: 

dsmv  =  cnw  •  dn«(;  •  dw. 

Berücksichtigt  man  die  durch  Differentiation  von: 

cn  w^  +  sn  w^  =  1 ,     dn  tv^  -f  Jc^  sn  tv^  =  1 

entspringende  Relationen: 

cn w  den w  -\-  snw  dsnw  =  0 ,     dnw  ddnw  -\-  Jc^snw  dsn w  =  0, 

so    ergeben  sich  die  nachfolgenden  drei  Differentialrelationen  zwischen 
den  JacoM sehen  Functionen: 

=  —  snw  •  dnw , 


(14) 


_- —  =  cnw  •  dnw, 
aiv 

dcnw 

dw 

ddn  IV 


=  —  k^snw  ■  cnw 


dw 
Durch  wiederholte  Differentiation  ergiebt  sich: 

^^s^  ==  —  (1  +  Ä;2)  sn  w;  +  2Fsn  w^, 
dw*  ^ 

^'^^^  =  —  (l+k^)cnwdnw-\-  6Jc^Bn  w^  cnw  dnw, 

dw^  ^ 

) 

und  entsprechende  Formeln  wird  man  leicht  für  die  höheren  Ableitungen 
von  cn  w  und  dn  w  aufstellen.  Indem  man  die  Nullwerte  dieser  Ab- 
leitungen bestimmt,  ergeben  sich  folgende  PotenzreihenentwicMungen  für 
die  Jacobi'schen  Functionen: 


(15) 


miV  =  W ^^'   +  5!  ^^ T! =^-w'  + 

1       „    ,     1  +  4Ä;«     4         l  +  44Z;«+16it*      «    , 


dnw 


_  1  _  i;  „.  +  l£_i^  ^  _  Ü5!+1«1+1' „e  + 
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Diese  Reihen  haben  als  gemeinsamen  Convergenzbezirk  einen  Kreis  um 
den  Nullpunkt  w  =  0,  welcher  bis  zu  dem  am  Nullpunkt  nächst  ge- 
legenen Punkte  2mK-\- {2m' -\-l)iK'  des  Parallelogrammnetzes  ge- 
rade heranreicht. 

Aufgabe.  Man  bestimme  das  Verhalten  der  Jacobi'schen  Functionen  bei 
Vermehrung  von  w  um  K  und  um  iK\  indem  man  auf  das  Verhalten  der 
Thetafunctionen  bei  Vermehrung  von  u  um  Periodenhälften  zurückgeht. 


w'=2K — iv    gleiche    Werte. 


K+iX' 


Fig.  68. 


§  18.    Algebraischer  Aufbau  der  Jacobi'schen  Theorie. 
Die    Jacobi'sche    Function    sn  iv    hat  in  je  zwei   Punkten  w  und 

Ordnen  wir  demnach  das  Perioden- 
parallelogramm derart  an,  dass  es 
den  Punkt  w  =  K  zum  Mittelpunkt 
und  demgemäss  die  vier  Eckpunkte 
—  K±iK',  3^  +  iK'  bekommt, 
so  tragen  je  zwei  bezüglich  des 
Mittelpunktes  diametrale  Punkte  iv, 
w'  =  2K  —  w  (cf.  Figur  68)  gleiche 
Werte  sn  w.  Zerschneiden  wir  dem- 
nach das  Parallelogramm  etwa  durch 
die  von  (K  —  iK')  nach  (K  +iK') 
ziehende  Mittellinie  in  mei  congruente  Parallelogramme,  so  ist  das  ein- 
zelne derselben,  z.  B.  das  in  ligur  69  ausgetvählte  mit  dem  Mittelpunkte 

w  =  0,  bereits  ein  einfaches  und  vollständiges 
conformes  Abbild  der  Ebene  von  z  =  Bnw. 
Dabei  tragen  jedoch  je  zwei  Randpunkte  dieses 
letzteren  Parallelogramms  gleiche  Functions- 
werte  ^;  die  dergestalt  eintretende  Zuordnung 
der  Randpunkte  zu  Paaren  ist  in  Figur  69 
durch  die  Pfeile  angedeutet. 

Die  hier  in  Rede  stehende  Beziehung  wolle 
man  sich  wieder  durch  mechanische  Umgestal- 
tung des  Parallelogramms  zur  Ebene  von  z^^mv  veranschaulichen,  wie 
dies  Figur  70  ausführt.  Je  zwei  zugeordnete  Randpunkte  des  anfäng- 
lichen Parallelogramms  kommen  hierbei  schliesslich  zur  Deckung.  Man 
wolle  an  der  Hand  dieser  Figur  feststellen,  dass  allein  die  vier  Stellen 

•^^  =  +  1;  ^  =  ±  y  irreguläre  Punkte  der  Abbildung  sind.     Hier  findet 

beim    Fortgang    von    der    «<;- Ebene    zur    ^ -Ebene    Verdoppelung    der 
Winkel  statt. 

Man  bilde  jetzt  das  ganze  Parallelogramm  der  Figur  68  auf  die 


Fig.  69. 


Algebraischer  Aufbau  der  Jacobi'schen  Theorie. 
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Ebene  von  is  ^  smv  ab,  wobei  zwei  entsprechende  Punkte  gegenüber- 
liegender Seiten  w  und  (w -\- 4K)  resp.  w  und  {iv  +  2iK'),  weil 
ihnen  gleiche  Werte 
z  zukommen,  jeweils 
ein  und  denselben 
Punkt  der  Abbil- 
dung liefern  sollen. 
Da  die  rechte  Hälfte 
des  Parallelogramms, 
für  sich  genommen, 
crleichfalls  ein  voll- 
ständiges  Exemplar 
der  ;^- Ebene  liefert, 
welches  wir  etwa 
unter  das  eben  schon 
gewonnene  lagern, 
so  stellt  die  gesuchte 
Ahhildumj  eine  zivei- 
Uättrige  Fläche  mit 
vier  Verzweigungs- 
punkten   ^  ==  +  1, 


^=  +  i 


dar.     Zu- 


gleich zeigt  der  Zu- 
sammenhang der  bei- 
den Hälften  des 
Parallelogramms  in 
Figur  68,  dass  die 
Verzweigungsschnitte 
unserer  Fläche  ztvei 

von  1  nach  -7-  bez. 
von  —  1  nach -jz 

laufende  Curven  sind 
(cf.  Figur  71). 

Nach  (13)  pg. 
238  ist  cn  w  ■  dn  tv 
auch     eine     eindeu-  rig.  70. 

tige       doppeltperio- 
dische  Function   mit    den  Perioden  4K,  2iK'.     Demnach  wird  diese 
Function   auf   der  eben    gewonnenen   Riemann'schen   Fläche  eindeutig 

1  ß 

Fr  icke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  ^^ 
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sein.     Sie  nimmt  daselbst  die  Gestalt: 


(1)  cnwdnw  =  ]/(!  -  z^)  (1  —  hh^) 

an,  mit  der  Vorschrift,  dass  für  ^  =  0  im  oberen  Blatte  der  Wert  -f- 1 
der  Wurzel  mtreffen  soll.    Wir  können  daher  das  Ergebnis  algebraisch 

so  formulieren,  dass  es  sich  hier  um 

die  zur  ziveideutigen  algebraischen 

Function    ]/(l  —  z^)  (1  —¥z^) 

^,.    „.  gehörende     Riemann'sche     Fläche 

Flg.  71.  '-^ 

handelt.  Man  wird  die  Analogie 
dieser  Entwicklungen  zu  denen  von  pg.  218ff.  erkennen.  Entsprechend 
wie  damals  gewinnen  wir  z.  B.  das  Theorem:  Jede  doppeltperiodische 
Function  mit  den  Perioden  4K,  2iK'  ist  eine  rationale  Function  von 
sn  w  und  anw  ■  An  w.  Die  ursprüngliche  unabhängige  Variabele  w 
stellt  sich  nach  (14)  pg.  239  auf  der  Riemann'schen  Fläche  so  dar: 


z 

(2)  ^-f-lf^ 

J  1/1 


dz 


y{i—z^  (i—jc^z^' 


wo  die  untere  Integralgrenze  im  Nullpunkt  des  oberen  Blattes  der 
Fläche  zu  fixieren  ist.  Wir  sind  hiermit  zur  „Leg endre' sehen  Normal- 
form" des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  geführt. 

Lassen  wir  an  Stelle  der  Function  sn  tv  in  der  voraufgehenden 
Entwicklung  cn  w  oder  dn  w  treten,  so  gelangen  wir  zu  zwei  weiteren 
Biemann' sehen  Flächen,  welche  als  die  zu: 

(3)   y(i-.^)(i+i;.^)  te.  ]/(i_,^)(i__L,s) 

gehörenden  algebraisch  definiert  werden  Jcönnen.  Diese  drei  Riemann'schen 
Flächen  ordnen  sich  coordiniert  der  einen  in  §  9  pg.  202  gewonnenen 
Riemann'schen  Fläche  der  Verzweigungspunkte  e^,  e^,  e^,  oo  unter,  wobei 
jede  einzelne  der  ersteren  Flächen  auf  diese  letztere  1-2- deutig  be- 
zogen ist.  Diese  Beziehungen  sind,  falls  wir  der  Unterscheidung  halber 
snw  =  z^,  criw  =  z^,  dn  w  =  ^3  und  p(u)  =  z  schreiben,  zufolge  (11) 
pg.  237  dargestellt  durch : 

Es  ist  eine  nützliche  Übung,  die  hierdurch  festgelegten  Abbildungen 
je  zweier  zweiblättrigen  Riemann'schen  Flächen  auf  einander  im  ein- 
zelnen zu  verfolgen.  — 

Ist  eine  beliebige  Riemann'sche  zweiblättrige  Fläche  mit  vier  ge- 
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trennt  liegenden  Verzweigungspunkten  z^,  *,,  si^,  ^^  gegeben,  so  würde 
der  Übergang  zu  einer  Fläche  mit  den  ¥erzweigungspunkten  +  1?  i  y 
nach  dem  Bisherigen  durch  die  pg.  209  besprochene  lineare  Trans- 
formation im  Verein  mit  der  ersten  der  drei  in  (4)  gegebenen  quadra- 
tischen Transformationen  vollzogen  werden.  Es  ist  aber  bemerkenswert, 
dass  man  der  vorgelegten  beliebigen  Fläche  auch  durch  „lineare"  Trans- 
formation allein  eine  Gestalt  geben  kann,  bei  welcher  ihre  Verzweigungs- 

punMe  bei  +  1  und  +  y  liegen.  Jedoch  wird  hierbei  im  allgemeinen 
ein  anderer  Wert  k  herauskommen,  als  bei  der  zuerst  genannten  Methode. 

Wir  wollen  diese  lineare  Transformation  der  Fläche  auf  die  in  Rede 
stehende  „Normalform"  auch  hier  nicht  rechnerisch  durchführen,  sondern 
auf  Grund  der  Sätze  über  „Kreisverwandtschaft"  (cf.  pg.  78  ff.)  die  frag- 
liche Transformation  nur  geometrisch  fixieren. 

Haben  wir  zuerst  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Verzweigungsstellen 
•^u  ^2>  ^3)  ^4  **^^^^  ^^f  ß^^<^*^^  Kreise  liegen,  so  nehme  man  zur  Er- 
leichterung der  Ausdrucksweise  ^r^  als  mit  oo  identisch  an,  was  nötigen- 
falls durch  eine  erste  lineare  Transformation  erreichbar  ist.  Man 
ziehe  nun  von  0^  die  beiden  geradlinigen  Strahlen  S^,  S^  durch  z^  und 
z^  nach  oo.  Beide  Strahlen  werden,  da  Zi,  z^_,  z^,  z^  nicht  auf  einem 
Kreise  liegen  sollten,  weder  zusammenfallen,  noch  der  eine  die  Ver- 
längerung des  anderen  sein;  vielmehr  werden  sie  einen  concaven  und 
einen   convexen   Winkel    mit   einander    bilden    (cf.    Figur    72).      Man 


Fig.  78. 


ziehe  die  diese  Winkel  halbierende  Gerade  G.  Man  ziehe  ferner  den- 
jenigen durch  z^  und  z^  laufenden  Kreis  K,  für  welchen  die  in  der 
Figur   mit   u   und  ß  bezeichneten  Winkel  gleich  sind.      Zufolge  einer 

16* 
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elementaren  Betrachtung  ist  der  Winkel  a  durch  die  in  Figur  72  mit 
y  und  8  bezeichneten  Winkel  eingeschlossen;  K  wird  hiernach  ein 
endlicher,  den  Punkt  z^  umschliessender  Kreis  sein.  Die  Schnittpunkte 
von  K  mit  G  mögen  bei  ^^  und  z^  liegen,  wobei  z^  im  concaven 
Winkel  der  Strahlen  S^,  S^  gelegen  sein  soll. 

Man  gehe  nun  vermöge  der  linearen  Substitution: 


e   = 


zu  der  kreisverwandten  ^'- Ebene  über,  in  welcher  die  bisherigen  Punkte 
^07   hy   ^00    iiach  0,    1,   (X)   rücken.      In    dieser  Ebene,  die  wir  gleich 

wieder  als  ^- Ebene  bezeichnen,  hat 
Figur  72  die  hierneben  in  Figur  73 
skizzierte  Gestalt  angenommen.  G 
ist  die  reelle  0-Axe  geworden;  S^,  S^ 
sind,  da  sie  G  unter  gleichem  Winkel 
schneiden,  zwei  bezüglich  der  reellen 
Axe  symmetrische  Kreisbogen  ge- 
worden; K  ist  eine  durch  den  Null- 
punkt ziehende  Gerade.  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  a  und  ß  folgt 
durch  elementare  Betrachtung,  dass 
der  Nullpunkt  Mittelpunkt  der  Figur 
sein  muss.  Der  bisher  bei  ^  =  oo 
gelegene  Verzweigungspunkt  ^^  ist 
somit  nach  —  1  gerückt,  die  bisherigen 
Punkte  ^1,  2^  haben  bezüglich  des  Null- 
punktes diametrale  Lage  angenommen. 
Merken  wir  somit  an:  Liegen  die 
vier    Verzweigungspunhte  nicht  auf  einem   Kreise,  so   kann   man   durch 

lineare  Transformation  von  z  dieselben  an  die  Stellen  +  1,  +  — 
Iringen,  wo  h  eine  von  0  verschiedene  complexe  ZaM  mit  einem  Betrage 
I  Ä  i  <  1  ist.  Der  Ungleichung  |  Z:  |  <1,  die  nicht  wesentlich  ist,  wurde 
mit    Rücksicht    auf   bald    folgende    Rechnungen    entsprochen.       Wäre 

1  ^  I  >1,    so   würde   die   Transformation  ^'  =  —  zu  der  von  uns  be- 

z 

vorzugten  Lage   der  Verzweigungspunkte  führen. 

Liegt  der  Specialfall  vor,  dass  die  Verzweigungspunkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  so  mache  man  diesen  zur  reellen  ^-Axe  und  bezeichne 
die  Verzweigungspunkte  in  solcher  Anordnung  durch  z^,-  ■  ,  z^,  dass 
^1  <  ^2  <  ^3  <  ^4  ist.    Man  zeichne  alsdann  durch  z^  und  z^  einen  Kreis, 


Fig.  73. 
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dessen  Centrum  auf  der  reellen  Axe  liegt,  und  lege  einen  ebensolchen 
Kreis  durch  z^  und  z^.  Es  giebt  einen  bestimmten  Kreis  K,  welcher 
in  der  durch  Figur  74  angedeu- 
teten Art  die  Winkel  der  beiden 
eben  gezogenen  Kreise  halbiert. 
K  schneidet  die  reelle  Axe  senk- 
recht in  zwei  Punkten  Sq,  z^., 
von  denen  ersterer  zwischen  z^ 
und  %  liegt. 

Gehen  wir  nun  wieder  durch 
die  vorhin  bereits  zur  Anwendung 
gebrachte  lineare  Substitution  zu 
einer  kreisverwandten  Ebene  über,  rig.  74. 

in  welcher  Zq,  %,  z^  nach  0, 1,  00 

rücken,  so  geht  die  reelle  Axe  in  sich  selbst  über,  während  K  zur 
imaginären  Axe  wird.  Die  beiden  Kreise  durch  z^,  z^  bez.  z<^,  z^ 
werden  jetzt  bezüglich  der  imaginären  Axe  einander  symmetrisch  sein. 
Liegen  die  vier  Verzweigimgspunkte  auf  einem  Kreise,  so  kann  man  sie 
durch  lineare  Transformation  an  die  Stellen  ±1,  ±y  dringen,  wobei 

h  eine  reelle,  dem  Intervalle  0<k<l  angehörende  Zahl  ist. 

Haben  wir  nun  auf  eine  beliebige  Riemann'sche  Fläche  unserer 
Art  die  erste  oder  zweite  der  besprochenen  Transformationen  ausgeübt, 
so  würde  jetzt  ganz  analog,  wie  pg.  208,  die  Frage  auftreten,  ob  diese 
Fläche  in  jedem  Falle  durch  das  zugehörige  überall  endliche  Integral 
(2)  eine  Abbildung  auf  ein  Parallelogrammnetz  der  «t;- Ebene  liefert, 
welches  die  letztere  (bis  auf  w  =  00)  überall  einfach  und  vollständig 
bedeckt.  Man  könnte  dies  nach  den  pg.  209  ff.  entwickelten  Methoden 
bejahend  entscheiden;  doch  ist  unsere  Frage  bereits  durch  die  damaligen 
Überlegungen  mitentschieden.  Bestimmt  man  nämlich  drei  der  Proportion : 

genügende  Grössen  e,-,  so  ist  e^  +  ^2  +  %  =  0;  ^nd  keine  zwei  dieser 
Zahlen  können  gleich  sein,  da  offenbar  k^  keinem  der  drei  Werte  0,  1,  00 
(wegen  der  Verschiedenheit  der  Verzweigungsstellen)  gleich  ist.  Das 
zu  diesen  Ck  gehörende  Integral  u  leistet  alsdann  nach  pg.  215  u.  f.  eine 
Abbildung,  welche  vermöge  der  Transformation  w  =  u  '^e^  —  e^  eben 
die  hier  postulierte  Abbildung  unserer  Riemann'schen  Fläche  ergiebt. 
Unter  diesen  Umständen  liefert  nun: 


2 
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direct  diejenige  Gleichung,  auf  welche  sich  das  schon  pg.  219  be- 
sprochene Jacobi'sche  Umkehrtheorem  bezieht,  dass  nämlich  die  obere 
Integralgrenze  z  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  des  Integral- 
wertes w  ist. 

Die  Perioden  selbst   würden  wir  nach   Riemann  als  Werte  des 


^■«)  '""-Sw 


Fig.  75. 

Integrals/c^tt;  definieren  können,  ausgeführt  über  die  beiden  in  Figur  75 
gezeichneten  geschlossenen  Curven  Q^,  Q^: 

^^ 9iÄ"  =  f   ^^    

Ziehen  wir  Q^  dicht  an  die  reelle  Axe  heran,  so  folgt  bei  der  Bauart 
unseres  Integrales  aus  Überlegungen,  wie  wir  sie  pg.  212  im  Anschluss 
an  Figur  57  ausführten,  dass  47f  das  Vierfache  des  im  oberen  Blatte 
längs  der  reellen  Axe  von  0  bis  1  ausgedehnten  Integrales  ist.  So 
entspringt  die  von  Jacobi  gegebene  Definition  von  K: 


(V 


E 


dz 


u 

Für  iK'  würde  sich  entsprechend  zunächst  einstellen: 


dz 


z^(l  —  k'z^ 


Fig.  76. 


Das  Integral   ist  im   oberen  Blatte  längs   der  in   Figur  76  mit  C  be- 
zeichneten Curve  zu  erstrecken.     Da  sich  jedoch  die  dementsprechende 
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Fixierung  der  Wurzel  1/(1  —  z^')  (1  —  H^z^')  nur  etwas  umständlich  aus- 
sprechen lässt,  so  soll  das  für  iK'  angegebene  Integral  erst  noch  eine 
Umformung  erfahren.  In  Figur  76  sind  drei  Curven  C^,  C^,  Cg  hinzu- 
gesetzt, welche  mit  C  im  oberen  Blatte  einen  geschlossenen  Zug  bilden. 
Das  längs  dieses  Zuges  erstreckte  Integral  \  dio  verschwindet.  Bildet 
man  nämlich  das  längs  der  in  Figur  76  scharf  markierten  Linien  zer- 
schnittene Blatt  auf  die  w- Ebene  ab,  so  kommen  wir  zum  Viereck  der 
Figur  77,  in  welchem  die  correspondierenden  Curven  Ck  einen  gleich- 


t'K' 


K^iK' 


Fig.  77. 


:\ 


Fig.  78. 


falls  geschlossenen  Zug  liefern.    Zugleich  ist  aus  Figur  77  im  einzelnen 
ersichtlich,  dass: 

/  dw  ==  —  /  dw  =  —  K,      I  div  =  —  /  dw  =  iK' 


zutrifft. 


dw 
■(<?i)  (c,)  ,  (C)  (C) 

Wir  können  somit  zur  Definition  von  iK'  an  Stelle  der  Curve  C 


auch  Cg  benutzen  und  finden  auf  diese  Weise: 


(8) 


iK 


Jvä 


dz 


z^)  (1  —  k^z^) 


auszudehnen  längs  der  positiven  imaginären  Axe,  wobei  die  im  Nenner 
stehende  Wurzel  so  zu  fixieren  ist,  dass  sie  für  2=0  gleich  -f-  1  wird. 
Wir  setzen  jetzt  wieder  wie  pg.  236  u.  f.  im  Anschluss  an  Jacobi: 
(9)  z  =  sin  9 ,  <P  =  aresin  2. 

Ein  einzelnes  Bild  der  ;S-Ebene  in  der  ^j-Ebene  ist  in  Figur  78  dar- 
gestellt; dasselbe  besteht  aus  einem  nach  oben  und  unten  unendlich 
ausgedehnten  Parallelstreifen  der  Breite  7t  und  entspricht  einer  Zer- 
schnei düng  der  0- Ebene  längs  der  reellen  Axe  von  1  bis  oo  und  von 
—  1  bis  —  oo.  Die  Randpunkte  des  Bildes  tragen  zu  Paaren  gleiche, 
und  zwar  reelle  Werte  z,   wie  dies  die  Pfeile  andeuten.     Die  eigent- 


248  IV.   Elliptische  Functionen. 

liehe   Bedeutung   dieser   Abbildung   besteht    darin,    dass    an    den    von 


<2;  ==  +  1  herrührenden  Stellen  9P  =  4:"^j  ^"^j  -{-  ~ , 


die  Ebene 


2    '    -^    2 

von  q)  =  amw  auf  die  «<;- Ebene  conform  bezogen  ist.     Dagegen  haben 
wir  unendlich  viele  je  zweiblättrige  Verzweigungspunkte  an  den  Stellen: 


^^'o 


arcsin 


m- 


arcsin 


(¥)±^ 


deren  beide  erste  in  Figur  78  markiert  sind. 

Trägt  man  ^  =  sin  ^  in  (5)  ein,  so  hat  man  zu  setzen : 


d^  ==  cos  9?  dcp,       y(i  —  0^)  (1  —  F^^)  =  cos  q)  ]/l  —  h^  sin^  <p , 


wo  an  der  unteren  Grenze  95  =  0  die  Wurzel  )/ i  —  k^  sin^  (p  gleich  1 
zu  nehmen  ist,  da  die  untere  Grenze  .0  =  0  in  (5)  dem  oberen  Blatte 
angehören  sollte.     Wir  gewinnen  so  die  Jacobi'sche  Formel: 


(10) 


IV 


dq) 


j/l  —  it*  sin*  (p 


deren  Inversion  die  Function  95  =  am  w  liefert.     Wir  gewinnen  zugleich 
aus  (7)  und  (8): 


(11)  K  =  f-^^ ,      iK'  =  / - 


dcp 


yir^  /c*  sin*  qp 


wobei  das  erste  Integral  längs  der  reellen  (p-Axe  von  0  bis  —  aus- 
zuführen ist,  das  zweite  längs  der  positiven  imaginären  (p-Axe  von  0 
bis  00. 

Im  letzteren  Integral  setzen  wir  endlich  noch  mit  Jacobi: 

idip 


sm  (f  =  i  tgif; ,      cos  (f  dcp  = 


cos'ip 


Bilden  wir  hierbei   die  positive  imaginäre   q)-Axe  auf  die  zwischen  0 
und  —  gelegene  reelle  ^-Axe  ab,  so  müssen  wir  setzen: 


cos 


9?  =  +  |/l  -(-  tg^  ijj  =  cos  T^~^  , 


n 


"72 — ="~2 —        1/1  —  k'^  8in*i/) 
k^  sin^  <p  =■  ^ ^^^^^-^ ^ , 


COSl/j 


wo  k'^  den  „complementärm  Integralmodul"  bedeutet  (cf.  pg.  235)  und 
yi — k'^sm^t  für  ip  =  0  mit  1  identisch  zu  nehmen  ist.  Die  zweite 
Formel  (11)  liefert  daraufhin  Jacobi's  Definition  von  K': 
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n 


(12)  r=/^- 

0 


-Ä;'*  sin*i/> 


wobei   die  Integration   längs  der  reellen  i^-Axe  von   0  bis  —  auszu- 
debnen  ist. 

§  19.  Additionstheoreme  der  Jacobi'schen  Functionen. 

Die  Function  ^n(iv  +  wj,  bei  stehendem  %  als  Function  von  w 
interpretiert,  hat  die  Perioden  4:K,  2iK'  und  ist  somit  nach  einem 
pg.  242  ausgesprochenen  Satze  eine  rationale  Function  von  Bnw, 
cnw  ■  A.nw.  Analog  vrie  pg.  223  schliessen  wir  auf  die  Existenz  einer 
Gleichung: 

(1)  sn(w  -f-  2*'i)  =  i^Csnw,  snw^,  cnw  •  dnw,  cnw^j  •  dn«<;i], 

welche  das  „ÄdditionstJieorem"  der  Function  sn  w  ausspricht. 

Um  die  explicite  Gestalt  der  Formel  (1)  zu  bestimmen,  bemerken 
wir,  dass  das  Product  snw  •  sn(w  -\-  Wj)  in  w  eine  zweiwertige  doppelt- 
periodische Function  mit  den  Perioden  2K,  2iK'  darstellt.  Im  zu- 
gehörigen Parallelogrammnetz  liegen  die  Nullstellen  an  den  mit  0  und 
mit  IV  =  —  w^  homologen  Stellen;  die  Pole  sind  die  mit  iK'  und 
( —  w-^  -\-  iK')  homologen  Punkte.  Eben  dieselben  Nullpunkte  und 
Pole  hat  die  gleichfalls  zweiwertige  Function  \c,nw  ■  en(w  -j-  w^)  —  cn%] 
von  den  Perioden  2K,  2iK'.  Da  eine  doppeltperiodische  Function 
durch  ihre  Nullpunkte  und  Pole  bis  auf  einen  constanten  Factor  be- 
stimmt ist  (cf.  pg.  201),  so  ergiebt  sich : 

QXiw  '  Q,n{w  -\-  w-^  —  cn«CjL  =  C'snw?  •  sn(v^  -|-  iv^. 

Zur  Bestimmung  des  von  w  unabhängigen  Factors  G  entwickeln  wir 
rechts  und  links  nach  Potenzen  von  w.    Links  lautet  das  Anfangsglied 

—j — J-  ■  w  ==  —  Bnw.  ^nw.  ■  IV,  rechts  aber  C^nw.  •  w,  so  dass  der  Ver- 

gleich  beider  Anfangsglieder  auf  C=  —  daw^  führt: 

(2)  cnw  •  cn(w  -\-  w^)  =  anw^  —  snw  ■  sn.{w  -f-  iv^  •  dn«</\. 


Setzt  man  hier  en.{iv  -\-  iv^  =yi  —  sn(w;  -f~  ^i)^>   ^^   liegt  eine 
quadratische  Gleichung  für  sn(w  -f-  iv^  vor,  deren  Auflösung: 

/       ,         N         snw  ■  cnw,  •  dnw,  -f-  snic,  •  cn«;  •  dnw 
sn(w;  +  w.)  = ,  '  — . i-v 

ergiebt.    Hier  kann  rechter  Hand  nur  das  obere  Zeichen  gelten,  da  die 
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Gleichung  in  tv  und  w^  symmetrisch  sein  muss.     JDas  Additionstheorem 
der  Function  sn  ist  hiemach  gegeben  durch: 

/o\  z'   '  _L       ^ smo  cnw^  dmc^  -\-  iinu\  cnwdnw; 

^' ^  \      T'      1/  1  —  Ä*sn?<;*snWj* 

Setzt  man  diesen  Wert  sn(M;  -f-  u\)  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
ein,  so  gewinnt  man  nach  kurzer  Zwischenrechnung  als  Additions- 
theorem der  Function  cn; 

/Ä\  /        I         ^  cnivcnw.  —  sn m; dn w sn t<;,  dnw. 

Auf  ähnlichem  Wege  gewinnt  man  endlich  als  Additiofistheoretn 
von  dn: 

'^  V       1^      1/  1  —  yfc*snw*8nwj* 

Aufgabe  1.  Man  bestimme  aus  den  Additionstheoremen  die  Werte  der 
Functionen  sn,  cn,  dn  für  tv-\-K,tv-\-  iK\  w  -{-  K  -{■  iK'  unter  Benutzung  der 
in  den  Figuren  65  ff.  pg.  238  angegebenen  "Werte  snÄ"  =  1,  •  •  •,  sowie  der  Rela- 
tionen cn*  =  1  —  sn*,  dn*  =1  —  Z;*sn*. 

Aufgabe  2.  Es  sollen  sn2tf,  cn2it;,  dn2?(j  in  snw,  cnw,  Anw  ausge- 
drückt werden. 

Aufgabe  3.  Man  entwickele  aus  den  Additionstheoremen  Ausdrücke  für 
sn(«ü  -f  10^)  -\-  m{w  —  Wy),  cn{io  +  il\)  -f-  cn(w  —  w^\  dn(w  -f-  lo^)  +  dn(M)  —  wj; 
desgl.  für  sn(i(;-fM;j)  •  sn(w;-Wi),  cn{io-^Wj)  ■  cn{w —tv^),  dn(t(?-f  wj  •  dn («<;  —  «;,). 

§  20.    Integral  zweiter  Gattung  und  Legendre'sche  Relation. 

Die  Theorie  der  Integrale  der  drei  Gattungen  kann  man  auf  der 
zu  ]/(l  —  z^)  (1  —  h^z^)  gehörenden  Riemann'schen  Fläche  gerade  so 
gut  durchführen,  wie  auf  der  oben  (pg.  220)  zu  Grunde  gelegten  Fläche 
von  )/(^  —  e^  {z  —  e^){z  —  e^.  Wir  betrachten  hier  indessen  mit 
Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  nur  ein  einzelnes  Integral  zweiter 
Gattung,  welches  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  ist,  an  den  beiden 
hei  z  =  oo  über  einander  liegenden  Punkten  je  einfache  Pole  zu  besitzen. 
Ein  solches  Integral  wird  uns   nach   den  Ansätzen  von  pg.  221  durch 

(1)  S(„_|)  =  _/V(„_|)^„ 

geliefert. 

Um  dieses  Integral  durch  die  Jacobi'schen  Functionen  auszudrücken, 
leiten  wir  aus  dem  Additionstheorem  der  ^-Function  (cf.  pg,  223)  ab: 

eine  Gleichung,  die  mit  Rücksicht  auf  (2)  pg.  206  liefert: 
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Multipliciert    man   diese   Gleichung  mit  —  ye^  —  e^  du  und   integriert, 
so  folgt  mit  BenutzuDg  von  (6)  pg.  236  und  (11)  pg.  237: 

(2)         V^^^x ? («*  —  y)  =  —  ^i«^-  +  (^1  —  63) J  ^x^w^dw. 

Als  algebraische  Gestalt  des  rechts  im  ziveitm  Gliede  auftretenden  Inte- 
grals zweiter  Gattung  merken  tvir  an: 

/„,  r  z'dz 

Man  wolle  jetzt  mit  Benutzung  der  aus  (1)  pg.  235  für  Tc^  ent- 
springenden Formel  die  Gleichung  (2)  noch  in  die  beiden  Gestalten 
umrechnen: 

(4)  Ve^e,  g  (m  —  ^)  =  —  e^iv  —  (e^  —  e,)j  (1  —  dnw^) dw, 

(5)  Ve^^^'i  l  (w  —  ^)  =  —  62  M^  +  (^2  —  e^j  (1  —  h^snw^)  dw. 

Zur  entsprechenden  Umrechnung  der  Perioden  »j^,  ri^  führe  man 
die  erste   dieser   beiden  Integralformeln   zwischen   den  beiden   Grenzen 

w  =  K  -{-  iK'  und  w-  =  K  aus,   wobei  du —  "—)  um  ---  r^^,  w  nmiK' 
abnimmt: 

—  Y  >ji  f/e,  —  61  =  ßilK'  —  (^2  —  ^1)  /  (1  —  dnw''')dw. 

w  =  K+iK' 

Um  das   rechts   stehende   Integral   in   algebraische  Gestalt  umzusetzen, 
schreiben  wir  vorübergehend: 

dnw  =  ¥0,       h' dz  =  —  li^Bnwcnwdw. 
Nach  den  zwischen  sn,  cn,  dn  bestehenden  Relationen  gilt  aber: 


Ä;snw=yi — li"^z^       kmw  =■  —  ik'}/! — z^ , 

wo  zufolge  der  Werteverteilung  unserer  Functionen  (cf.  Figur  65  ff. 
pg.  238)  an  der  unteren  Grenze  iC  =  K-\-iK'  die  Wurzeln  "j/l — k'^z^, 
yi  —  z^  übereinstimmend  gleich  -j-  1  und  ^  ==  0  werden,  während  für 
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w  =  K  der  Wert  s  =1  zutrifft.     Man  findet  auf  diese  Weise: 


(6)         —  1  r^^  Ye^  —  Ci  =  e^iK'  +  i(e^  —  e,)J  j/^^ 


dz. 


Beziehen  wir  andererseits  die  Integralformel  (5)  auf  die  Grenzen 
m;  =  0  und  iv  =  K,  so  folgt: 

Y  %  y^g  —  e^  =  —  Cg  jBT  -|-  (^2  —  e^  /  (^  ~~  ^^^^w^)dw. 


U!=0 


Für    dieses   Integral   kehren    wir   zur    Schreibweise   anw  =  z   zurück, 

welche  liefert: 

1      

0)  Y^aVeg  — ^1  =  — 62^:+  (e^—e^)J  y^~^dz, 


wo  hier  wie  in  (6)  an  der  unteren  Integralgrenze  die  Wurzel  =  -f-  1 
genommen  werden  muss. 

Benutzen  wir  für  die  in  (6)  und  (7)  vorkommenden  Integrale  die 
Abkürzungen: 


(«)       B^jyi^^^ä.,  i.'=/|/iz^,., 


1 


3' 
0 


SO  entspringen  folgende  Darstellungen  für  die  Perioden  r]^,  t]^: 


.Q.  .ViVe,  —  e,  =  —  2e^iK'  —  2(^2  —  e;)iE\ 

\,ye,~e,  =  -2e,K     -^2ie,~e,)E. 


Nun  hat  man  co^Ye,^  —  e^=  2iK',  ögV^a  —  ^i  =  ^Jf.  Die 
pg.  199  bewiesene  Relation  o^T^g  —  ^%'^i  =  2*:t;  gewinnt  jetzt  die 
Gestalt: 


IC 


(10)  KE'  +  K'E—KK'       2 

Dies   ist  die   ursprüngliche   von  Legendre  angegebene  Belation  zwischen 
den  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

§  21.    SpecialfäUe  und  Ausartungen. 

Für  die  Anwendungen  ist  der  schon  öfter  betrachtete  Specialfall, 
dass  die  vier  VerzweigungspunJcte  auf  einem  Kreise  liegen,  besonders 
wichtig.  Die  voraufgehenden  Entwicklungen  bieten  uns  in  diesem 
Falle  zwei  verschiedene  Ansätze,  je  nachdem  wir  die  „lineare"  Trans- 


1 


Specialfälle  und  Ausartungen.  253 

formation  auf  die  Weierstrass'sche  Normalform  oder  diejenige  auf  die 
Legendre-Jacobi'sche  bevorzugen.  Wir  behandeln  diese  beiden  Mög- 
lichkeiten nach  einander. 

I.  Bei  Benutzung  der  Weierstrass' sehen  Theorie  hatten  wir  den 
Verzweigungspunkten  e*  die  in  Figur  61  pg.  216  charakterisierte  Lage 
auf  der  reellen  Axe  gegeben,  so  dass  die  cubische  Gleichung: 

(1)  4:2^  —  92^—93  =  ^ 

reelle  Coeffiäenten  und  drei  reelle  Wurzeln  hat,  die  wir  in  der  Anord- 
nung ^1  <  63  <  62  durch  Ck  bezeichnen.  Das  Periodenverhältnis  od  wird 
zufolge  Figur  62  pg.  217  rein  imaginär,  so  dass  q  mit  einem  reellen 
positiven  echten  Bruche  gleich  ausfällt.  Da  a^  für  sich  genommen 
reell,  co^  aber  rein  imaginär  ist,  so  liefert  (16)  pg.  185  für  %  einen 
reellen  Wert,  während  i^i  zufolge: 

(2)  ,,  =  "'^^^ 

rein  imaginär  wird. 

Es  gehen  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  Darstellungen  von  6(m), 
^(w),  p{u),  p'(u)  einige  Realitätssätze  hervor.  Für  p{u),  und  damit 
auch  für  p'(}i),  haben  wir  diese  Sätze  bereits  bei  Ableitung  der 
Figur  62  pg.  217  ausführlich  studiert:  Die  Seiten  der  Rechteckteilung 
der  u- Ebene  und  die  Mittellinien  dieser  Rechtecke  sind  die  Ähhilder  der 
reellen  p-Äxe,  wobei  die  in  den  Ecken  stattfindenden  Werte  00,  e^,  e^,  e^ 
in  Figur  62  aufgetragen  sind. 

Die  Wurzel  Ye^  —  e^  ist  im   vorliegenden  Falle  reell  und  zufolge 

(3)  pg.  235  mit  iiositivem  Zeichen  zu  versehen.  Die  Rechteckteilung 
der  lt.' -Ebene  entsteht  somit  durch  die  „Ähnlichkeitstransformation" 
w  =  uYe^  —  e^  aus  derjenigen  der  M-Ebene.  Dies  stimmt  damit  überein, 
dass  k^  zufolge  (7)  pg.  235  gleich  einem  positiven  echten  Bruche  ivird,  was 
demnach  auch  von  k'^  =1  —  k^  gilt.  In  der  That  liefern  demgemäss 
die  Jacobi'schen  Formeln  (11)  und  (12)  pg.  248  u.  f.  reelle  positive  Werte 
K,  K .    Übrigens  zeigen  diese  Formeln,  dass  K  <  K',  K  =  K',  K>  K' 

ist,  je  nachdem  k^<Y>  ^^  =  Y '  ^^  >  Y  *^^-  ^^  Übergangsfall 
P  =  ji'2  =  ^  haben  wir  Cg  ==  0  und  demnach  5^3  =  0;  die  Parallelo- 
gramme sind  alsdann  QuAxdrate. 

Die  Figuren  65  ff.  pg.  238  liefern  uns  weiter  eine  Reihe  von  Realitäts- 
theoremen für  die  Functionen  snw,  anw,  dnw.  Beispielsweise  finden 
wir,  dass  snw  auf  der  reellen  Axe  (und  den  mit  ihr  homologen  Linien 
der   Rechteckteilung)   zwischen   ■ —  1    und   -j-  1    hin    und  her   schwankt, 
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während  die  imaginäre  w-Axe  bereits  zwischen  —  iK'  und  -j-  iK'  ein 
vollständiges  Bild  der  imaginären  sn-Äxe  liefert.  Der  Rand  des  der 
Fig.  69  correspondierenden  Rechtecks  liefert  im  Verein  mit  der  von 
—  K  nach  -\-  K  ziehenden  Mittellinie  alle  reellen  sn,  wobei  die  reellen 
Werte  mit  |  sn  |  >  1  jeweils  in  zwei  correspondierenden  Randpunkten 
auftreten. 

Sehr  bemerkenswert  ist  die  hier  gleich  zu  besprechende  Ausartung, 
welche  durch  Zusammenfall  der  beiden  VerzweigungspunMe  e^,  e.^ 
entsteht.  Hierbei  verlieren  die  beiden  Stellen  q,  e^  ihren  Charakter 
als  Verzweigungspunkte,  und  es  restiert  eine  zweiblättrige  Fläche 
mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten,  deren  Functionen  einen  weit 
elementareren  Charakter  haben.  In  der  That  arten  die  doppelt- 
periodischen Functionen  jetzt  in  trigonometrische  aus. 

Es  gilt  nämlich  jetzt  zufolge  (7)  pg.  235  speciell  h^  =  0,  so  dass 

nach  den  Formeln  (11)  pg.  248  die  Werte  K=  —  ,  K'  =  oo  zutreffen. 

Der  Quotient  co  der  Perioden  ist  als  positiv  imaginäre  Grösse  über 
alle  Grenzen  gewachsen,  und  man  hat  q  =  0.  Dies  Wachstum  hat 
sich  in  der  Weise  vollzogen,  dass  cog  endlich  geblieben  ist  und  coj  un- 
endlich gross  geworden  ist.  Nach  (16)  pg.  185  und  der  Legendre'schen 
Relation  hat  man: 

(3)  ^2  =  ^,       Vt  =  oo. 

Die  Formeln  (2)  pg.  194  und  (3)  ff.  pg.  196  liefern  wegen  q  =  0: 

so  dass  in  diesem  Falle  aus  den  doppeltperiodischen  Functionen  in  der 
That  trigonometrische  werden. 

Einen  noch  unmittelbareren  Anschluss  gewähren  die  Jacobi'schen 
Functionen.  Die  Formel  (10)  pg.  248  liefert  nämlich  für  k^  =  0  offenbar 
w  =  cp  =  a,mw,  so  dass  die  Functionen  snw,  cnw  die  trigonometri-i 
sehen  Functionen  sinw,  cosm;  liefern  (cf.  pg.  237),  während  dnw  con- 
stant  gleich  1  wird.  Das  der  Figur  69  pg.  240  entsprechend  gebildete 
Rechteck   der  Ecken  +^lb*^';  welches  ein  Abbild  der  Ebene  von 

z  ==  snw  liefert,  artet  für  K  =   -  ,   lim.  X'  =  cx)  in  der  That  in  den 

durch  Figur  78  pg.  247  gegebenen  Streifen  aus,  welcher  ein  Abbild 
der  Ebene  z  =  sin  w  ist.  Die  Additionsformeln  der  Jacobi'schen  Func- 
tionen (pg.  250)  und  die  Formeln  über  Verhalten  von  sn,  cn  bei  Ver- 
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mehrung  von  iv  um  2K  bez.  um  K  gehen  im  gedachten  Specialfall 
in  lauter  wohlbekannte  Elementarformeln  der  Trigonometrie  über. 

II.  Bei  Voranstellung  der  Jacobi'schen  Functionen  wollen  wir  die 
vier  auf  einem  Kreise  gelegenen  Verzweigungspunkte  durch  lineare 
Transformation  von  2  jetzt  so   verschieben,  dass  sie   auf  dem   Kreise 

mit  dem  Radius  1   um  z  =  0  die  Stellen  +  1 ,    ib  "T  gewinnen.      Es 

soll  sich  also  um  einen  durch  |  A'  |  =  1  anzudeutenden  Grenzfall  der  all- 
gemeinen pg.  243  u.  f.  besprochenen  Transformation  handeln,  während  die 
ebenda  pg.  245  eingeführte  specielle  Transformation  mit  einem  reellen 
zwischen  0  und  1  gelegenen  /.;  auf  die  soeben  unter  I  gewonnenen 
Ergebnisse  zurückführen  würde. 

Wegen  \k\  =  1  sind  jetzt  (e^  —  e^)  und  (e^  —  ej  complexe 
Zahlen  gleicher  absoluter  Beträge  (cf.  (7)  pg.  235).  Drehen  wir  also  die 
M- Ebene  um  ihren  Nullpunkt  derart  (cf.  pg.  209),  dass  e^  reell  und 
>  0  wird,  so  werden  e.^  und  e^  wegen  e^  -]-  e^  -j-  e^  =  0  conjugiert 
complex.  Die  Gleichung  (1)  hat  demnach  auch  jetzt  reelle  Coeff.cienten, 
aber  nur  eine  reelle  Wurzel.  Untersucht  man  in  diesem  Falle  die 
pg.  211ff.  betrachtete  Abbildung  der  in  Figur  56  daselbst  längs  8^,8^,  S^ 
zerschnittenen  ^f- Ebene  auf  das  Dreieck  der  Figur  60,  so  wird  sich  die 
reelle  z-Axe,  und  zwar  sowohl  rechts,  wie  links  vom  Nullpunkte 
geradlinig    auf   die  w- Ebene  abbilden.     Dabei  liefert  der  zwischen  e^ 

und  —  00  verlaufende  Teil  die  von  y  co^  bis  cjg  verlaufende  Höhe  des 

Dreiecks,  die  zur  imaginären  M-Axe  parallel  geht;  die  beiden  Ufer  von 
S^  aber  bilden  sich  auf  die  beiden  Hälften  der  Basis  des  Dreiecks  ab. 
Wir  entschhessen  uns  hier,  das  Dreieck  längs  der  von  0  nach  (o^ 
ziehenden  Seite  zum  Parallelogramm  zu  ergänzen,  was  darauf  hinaus- 
kommt, dass  wir  «^  —  ojg  und  cjg  als  Perioden  brauchen  wollen 
(vergl.  hierzu  §  22).  Dann  gilt  nämlich  der  einfache  Satz :  Das  Perioden- 
parallelogramm ist  ein  Rhombus,  dessen  Diagonalen  der  reellen  bez.  der 
imaginären  u-Axe  parallel  laufen. 

Unter  den  rhombischen  Periodenparallelogrammen  sind  nun  zwei 
besonders  ausgezeichnete  Specialfälle  enthalten.  Man  nehme  erstlich 
k^  =  —  1,  so  dass  die  Verzweigungspunkte  bei  +  1 7  i  *  gelegen  sind. 
Aus  (7)  pg.  235  folgt  dann  e^  —  ^i  =  «1  —  ^2,  so  dass  e^  =  0  wird 
und  ßgj  %  conjugiert  und  rein  imaginär  ausfallen.  Das  Perioden- 
parallelogramm der  u- Ebene  ist  ein  Quadrat,  dessen  Diagonalen  den 
Axen  parallel  sind;  in  der  w- Ebene  gewinnen  wir  ein  quadratisches 
Netz,  dessen  Seiten  den  Axen  pa/rallel  laufen.  Das  Integral  erster 
Gattung  nimmt  die  Gestalt: 
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(5)  ""jynrF 

0 

an,  welche  mit  der  Lemniscate  in  einem  nahen  Zusammenhange  steht. 

Die  elliptischen  Functionen  liefern  hier  die  sogen.  „Lemniscatenfunctionen", 

welche  Gauss  zum  Ausgangspunkte  eines  Teiles  seiner  Untersuchungen 

zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  machte  (cf.  pg.  173). 

Der  zweite  Specialfall  tritt  für  62  =  e^^Q,  %  =  e^Q^  ein,  unter  q 

1  _[_  ^'  1/3 

die  complexe  dritte  Einheitswurzel  T  verstanden.    Die  Punkte 

ßk  liefern  in  der  ^r- Ebene  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  so 
dass  die  in  Figur  56  gezeichnete  0- Ebene  bei  Drehung  um  ^  =  0  durch 

den  Winkel  —  in  sich  selbst  übergeht.  Dieser  Drehung  entspricht 
nach  pg.  209  eine  Drehung  der  «t- Ebene  um  ^  =  0  durch  den  Winkel 
—•      Da    somit  bei   dieser   Drehung  das  rhombische  Netz  in  sich  | 

übergehen  muss,  so  ist  (cf  Figur  60  pg.  215)  |  «1 1  =  |  g?2  |.  Im  vor- 
liegenden Falle  setzt  sich  das  rhombische  Periodenparallelogramm  aus 
zwei  gleichseitigen  Brei-eclcen  zusammen.  Das  Integral  erster  Gattung 
nimmt  in  Weierstrass'  Normalform  die  Gestalt  an: 


(6)  .=/^ 


dz 


Auch  über  diesen  Fall  hat  Gauss  eine  freilich  nur  ganz  kurze  Unter- 
suchung angestellt. 

§  22.    Lineare  Transformation  der  Perioden. 

Indem  wir  unter  a,  ß,  y,  d  vier  ganze  Zahlen  verstehen,  bilden 
wir  aus  den  bisherigen  Perioden  «1,  »2  die  beiden  Grössen: 
(1)  «/  =  aojj  -j-  ßG)^,         02'  =  j^üjj  -f-  dco^, 

welche  wir  als  die  transformierten  Perioden  bezeichnen  wollen.  Es  ist 
zwar  nicht  notwendig,  aber  zweckmässig,  die  Auswahl  der  a,  ß,  y,  ä 
derart  zu  beschränken,  dass  der  Quotient  0'=  cj/:  Wg',  veie  wir  dies 
ja  auch  von  to  stets  voraussetzten,  einen  positiven  imaginären  Bestand- 
teil aufweist.    Schreiben  wir  die  complexe  Grösse  (o  =  ^  -\-  it],  so  ist: 

Unsere  Forderung  wird  erfüllt  sein,  wenn  die  ganze  Zahl  n  =  aö  —  ßy>0 
ist,  was  hinfort  gelten  soll.    Nach  der  so  definierten  Zahl  n  sagt  man. 
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duss  die  Grössen  o/,  e»/  durch  „Transformation  n*'"  Grades''  der  Perioden 
(o^,  0)2  entstellen,  obschon  die  0/,  0/  Functionen  ersten  Grades  von 
Wi,  «2  sind.  Die  Bezeichnung  „lineare  Transformation  der  Perioden" 
bezieht  sich  hiernach  allein  auf  den  Fall  aÖ  —  ßy  =  1- 

Da  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind,  so  wird  eine  beliebige  doppelt- 
periodische Function  /"(m;  cj^,  ö^)  bei  Vermehrung  von  u  um  (o/  oder 
02'  unverändert  bleiben;  f(u]  a^,  ra,)  erweist  sich  als  eine  doppelt- 
periodische Function  mit  den  Perioden  gj/,  coo'.  Nach  einem  pg.  220 
aufgestellten  Theoreme  ist  demnach  f(u-,  co^,  co^)  rational  darstellbar  in 
den  beiden  Functionen  ^(m;  co/,  03.2),   p'(u-^  «/;  w.,').* 

(2)  f{u;  «2,  «2)  =  R[^(u-  (D,\  «2');  P'i^i  »1';  "2')]- 

Diese  Formel  drückt  eine  der  wichtigsten  Grundthatsachen  der  „Trans- 
fm-mationstheorie  der  elliptischen  Functionen"  aus,  welche  letztere  das 
Studium  von  algebraischen  Relationen  der  Art  (2)  zu  ihrem  Haupt- 
gegenstande hat. 

Zeichnet  man  das  zu  den  transformierten  Perioden  ro/,  a^  ge- 
hörende Parallelogrammnetz  der  «Ebene,  indem  man  den  Nullpunkt 
als  ersten  Gitterpunkt  benutzt,  so  sind  die  Gitterpunkte  allgemein  ge- 
geben durch: 

m^(a^  -^-  W2Ö2'  =  (%«  +  ^^hV)^!  +  {^hß  +  ^2^)0)2. 

Aus  der  Ganzzahligkeit  der  a,  ß,  y,  d  ergiebt  sich:  Die  Gitterpunkte 
des  zu  den  transformierten  Perioden  a/,  «2'  gehörenden  Netzes  sind  sämt- 
lich unter  den  GitterpunUen  des  ursprünglichen  Netzes  enthalten. 

Besonders  interessant  gestalten  sich  diese  Verhältnisse  für  die 
lineare  Transformation.     Aus  (1)  folgt  zunächst  allgemein: 

(3)  CO,  = ,        «2  — 

Wir  erkennen:  Ist  w  ==  1,  so  entstehen  die  ursprünglichen  Perioden 
Ol,  «2  aus  w/,  (0.2  wiederum  durch  lineare  Transformation;  beide  Paare 
Ol,  «2  und  co/,  03^'  heissen  in  diesem  Falle  „aequivalent" .  Der  vorhin 
ausgesprochene  Satz  über  die  Gitterpunkte  aber  ergiebt:  Zu  aequi- 
valenten  Periodenpaaren  gehören  Parallelogrammnetze,  welche  die  Gitter- 
punhte  gemeinschaftlich  haben.  Figur  79  pg.  258  erläutert  dies  Theorem 
für  den  Fall: 

^1    =  ^l~\~  ^2J  G),'  ==  «1  +  2 «2  . 

Der  Deutlichkeit  halber  sind  hier  die  Parallelogramme  des  ursprüng- 
lichen Netzes  alternierend  schraffiert,  während  die  Seiten  des  neuen 
Parallelogrammnetzes  stärker  markiert  sind.  Es  ist  eine  interessante, 
aber  hier  nicht  weiter  in  Betracht  kommende  Entwicklung  aus  der  Trans- 

Fricko,  analyt.-lunctionenth.  Vorlesungen.  17 
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formationstheorie,  die  Gesamtheit  aller  linearen  Transformationen,  d.  i. 
die  Gesamtheit  aller  zum  gleichen  System  der  Gitterpunkte  gehören- 
den Parallelogrammnetze  näher  zu  erforschen. 

Man   kann   das  gewonnene  Resultat  auch  dahin  aussprechen,   dass 
für    zwei    äquivalente  Paare   co^,  ay^   und   03/,  cj/   die  vermittelst  aller 


Fig.   79. 


Paare  ganzer  Zahlen  %,  7)1^  zu  bildenden  oo^  Grössen  (mj^G}j^-\- in^co.,) 
von  der  Reihenfolge  abgesehen  mit  den  Grössen  (m^  a>/  +  m^  o/)  über- 
einstimmen. Aus  diesem  Umstände  entspringt  eine  höchst  wertvolle 
Folgerung  für  die  Wirkung  der  linearen  Transformation  auf  die  Func- 
tionen 6(w),  ^(m),  p(u),  p\u).  So  finden  wir  z.  B.,  dass  die  Glieder 
der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (cf.  pg.  190): 

mit  denjenigen  von: 


1—3 


^h^i) 


abgesehen  von  der  Anordnung  übereinstimmen.  Aber  diese  Reihe  ist 
unbedingt  convergent,  und  also  ist  p'(u]  a^',  (o^')  =  p\u;  (o„  a^). 
Auch  die  entsprechend  gebildeten  Partialbruchreihen  für  ^9(u)  und  ^(w), 
sowie  das  Product  (1)  pg.  186  der  6 -Function  sind  unbedingt  con- 
vergent.     Auch  die  Doppelreihen: 


Till,  TKj 


wjj ,  m-i 


(5) 
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besitzen  die  gleiche  Eigenschaft  der  unbedingten  Convergenz.  So  ge- 
winnt man  das  Fundamentaltheorem:  Die  Grössen  der  Weierstrass' sehen 
Theorie  g^^,  g^,  6,  ^,  p,  p'  lesitzen  die  Eigenschaft,  unverändert  ihre 
Werte  zu  bewahren,  falls  man  das  Periodenpaar  co^,  Oo  durch  irgend 
ein  äquivalentes  Paar  a^,  co^'  ersetzt: 

g^iaco^  +  ßa^,  y«!  +  da^)  =  g^{co^,  a^), 

6(it;  aa^  -\-  ßco^^,  yo^  -f  ^033)  =  6(m',  gj^,  a^, 
i,  (m;  a»!  4-  ß(0.2,  ya^  +  6(0.2)  =  ^  ("5  ^ii  «'s)? 

<p'{u-^  aco^  +  |3co2,  yoji  +  da^)  =  p\u;  co^,  a^), 

wobei  a,  ß,  y,  d  irgend  vier  der  Bedingung  ad  —  ßy  =  l  genügende 
ganze  Zahlen  sind.  Hierin  besteht  der  auszeichnende  CharaMer  der 
Weierstrass' sehen  Functionen  im  Gegensatz  zu  denjenigen  der  Jacobi'schen 
Theorie,  ivelche  gegenüber  der  linearen  Transformation  ein  compliäerteres 
Verhalten  darbieten  werden.  Übrigens  ist  es  allgemein  der  Gegenstand 
der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  (cf.  pg.  175),  das  Ver- 
halten unserer  Functionen  bei  linearer  Transformation,  sowie  überhaupt 
deren  Abhängigkeit  von  co^,  co.^  näher  zu  erforschen. 

Die  Reihen  (17)  und  (15)  pg.  185  für  r]^  und  %  waren  nur  be- 
dingt convergent.  Fassen  wir  auf  Grund  dieser  Reihen  tj^  und  %  als 
Functionen  von  co^,  cog  auf,  so  werden  wir  zu  erwarten  haben,  dass 
sich  7^1,  r/2  bei  linearer  Transformation  von  (o^,  ö,  ändern.  Welcher 
Art  diese  Veränderung  ist,  bestimmen  wir  aus  den  Gleichungen  (11) 
pg.  189.  Entsprechen  dem  äquivalenten  Paare  oj/,  co^'  die  Grössen  rj^',  %, 

so  gilt: 

t}^'  =  §(w  +  oj/;  co/,  (O2')  —  Uw;  «i'j  "2)- 

Die  zweite  der  eben  aufgestellten  Gleichungen  (5)  liefert  somit: 

rj^'  =^(u-\-  cc(o^-i-  /Sog-,  cji ,  «2)  —  ^(^;  ^17  «s)- 

Für  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  findet  man  aber  durch  Wieder- 
holung und  Combination  der  genannten  Gleichungen  (11)  pg.  189  den 
Wert  (aiji  +  ßrj^).  Auf  demselben  Wege  findet  man  t]^'  mit  yr}^  +  ötj.^ 
identisch.  Die  Grössen  r]^^,  %,  aufgefasst  als  Functionen  von  co^,  a^, 
erfahren  bei  Ersatz  von  a^,  a^  durch  (Oj^=cico^-\-  ßa.^,  033'  =  y«i  +  «^'^2 
die  gleiche  Transformation: 

(6)  %'=«^i+i3%,       '?2'=7^i+^%- 

Mit  Rücksicht  auf  tt8—ßy=\  folgert  man»/ %'—(ö2''»?i'  =  Wi %  —  ö2% 5 

17* 
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der    gemeinsame  Wert    beider   Seiten    dieser    Gleichung    ist    nach    (1) 
pg.  199  gleich  2  in.  — 

Um  jetzt  das  Verhalten  der  Jacobi'schen  Functionen  bei  linearer 
Transformation  nur  noch  kurz  zu  berühren,  knüpfen  wir  an  die 
Formeln  an: 


(7) 


%  =  F(f),      e,  =  p{^),      e,  =  p{^^), 


welche  uns  die  Grössen  e^.  als  Functionen  von  «j^,  co^  definieren, 
hören  zu  o^',  co^'  die  Grössen  e/,  so  ist: 


Ge- 


(8) 


3'=f( 


(a  +  y)a,j+(ß  +  d)co, 


Die  Discussion  dieser  Gleichungen  nötigt  uns,  Fallunterscheidungen 
eintreten  zu  lassen,  je  nachdem  die  Zahlen  a,  ß,  y,  d  gerade  oder  un- 
gerade sind.  Wir  entlehnen  hierbei  der  Zahlentheorie  folgende  Termino- 
logie: Ist  m  eine  festgewählte  ganze  positive  Zahl  und  a  eine  beliebige 
ganze  Zahl,  so  giebt  es  in  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •, 
m  —  1  eine  und  nur  eine  Zahl  r,  für  welche  (a  —  r)  durch  w  teilbar 
ausfällt.  Man  sagt  alsdann,  es  sei  a  nach  dem  „Modulus"  m  mit  r 
„congruenif'  und  bezeichnet  dies  symbolisch  durch  die  „Congruem" 
a^r  (modulo  m)  oder  kurz  a  ^e  r  (mod.  m).  Wegen  der  Gleichung 
ad  —  ßy  =  1  können  nun  die  vier  Zahlen  a,  ß,  y,  d  modulo  2  nicht 
zugleich  mit  0,  sowie  auch  nicht  zugleich  mit  1  congruent  sein.  Man 
findet  vielmehr,  dass  bezüglich  des  Modulus  2  im  ganzen  nur  folgende 
sechs  Fälle  eintreten  können: 


I. 

«.=  1, 

^  =  0, 

7  =  0, 

^=1, 

IL 

a  =  l, 

^  =  0, 

y  =  h 

d=l, 

III. 

«  =  0, 

^=1, 

7  =  1, 

d  =  0, 

IV. 

a  =  0. 

^  =  1, 

y  =  i, 

d  =  l. 

V. 

a-1. 

^  =  1, 

y^i, 

d  =  0. 

VI. 

c.r=l. 

ß^h 

7  =  0, 

d  =  l. 

In  jedem  Falle  ist  nun  das  Verhalten  der  ßk  leicht  zu  bestimmen. 
Haben  wir  z.  B.  den  dritten  Fall,  so  können  wir  schreiben  «  =  2^, 
^  =  2v  -f-  1;  die  erste  Formel  (8)  liefert  also: 

ßi  —  P[ 2 )  =  P[y  +  ^«1  +  ^«'sj  ==  F(y); 

SO   dass   wir  ßj' =  e^  finden.     Überhaupt  aber  gewinnen  wir  den  Satz: 
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Die  durch  (7)  als  eindeutige  Functionen  von  a^,  a^  dargestellten  Grössen 
€k  gehen  hei  linearer  Transformation  der  Perioden  co^,  co^,  je  nach  dem 
vorliegenden  Falle  I,  11,  •  •  •,  in  folgende  Ck   üher: 
I.       e/=e,,     e. 


n.  e/  =  e^,  e^ 

III.  6-^  =  e^)  e^ 

IV.  e/  =  e.„  e 
V.  61=^3?  ^ 


=  ^3'  ^3  "^^  ^2? 
"""^  ^1;  %  ^^^  ^3? 
^'^  ^3J       ^3    "^^  ^1> 


VI.       e/  =  63,     63'  =  hy     %  =  ^1- 

Es  finden  somit  den  sechs  Fällen  I,  II,  •  •  •  entsprechend  die  sechs  mög- 
lichen Permutationen  der  drei  Grössen  e^,  e^,  e^  statt. 

Der  Quotient  ¥•  von  (ßg  —  e^  und  {e^  —  ej  wird  bereits  aus 
Formel  (9)  pg.  235  als  eindeutige  Function  des  Periodenquotienten  a  er- 
kannt. Gegenwärtig  finden  wir,  dass  l^  hei  allen  linearen  Transforma- 
tionen des  Falles  I  unverändert  hleiht,  soivie  dass  üherhaupt  h^  entsprechend 
den  sechs  modulo  2  incongruenten  Fällen  I,  II,  •  •  •  der  linearen  Trans- 
formation übergeht  in: 

1  11  Ä;* 

(9)  ^^    -p'    1  — /';^    iZTiP?    ^""fc^'    F=n:' 

Auch  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Jacobi'schen  Func- 
tionen gegenüber  linearer  Transformation  der  Perioden  co^,  co^  bez.  K, 
iK'  wird  die  Unterscheidung  der  sechs  Fälle  nötig  machen.  Wir  be- 
handeln als  Beispiel  etwa  den  Fall  IV  und  schreiben,  um  die  Ab- 
hängigkeit unserer  Functionen  von  den  Perioden  hervorzuheben,  im  An- 
schluss  an  die  Darstellungen  (15)  pg.  239  ausführlicher  sn(w,  Je),  cn(w,  k), 
da(w,  h).  Üben  wir  nun  eine  Transformation  des  Falles  IV  aus,  so 
geht  sn('M7,  h)  über  in: 


sn 


Tragen  wir  hier  die  vorhin  angegebene  Bedeutung  der  e*'  ein,  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 


(10)   sn(«l/^-:37„     |/?^)  =  sn(±i^'«,i)  =  ±^^^. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  zufolge  (9)  der  transformierte  Wert 
von  li  zunächst  gleich  +  ip  2;u  setzen  ist.  Wenn  wir  in  (10)  das  obere 
Zeichen  benutzten,  so  ist  dies  deshalb  erlaubt,  weil  ein  Vorzeichenwechsel 
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des  zweiten  Argumentes  in  si\(w,  Je)  nach  (15)  pg.  239  ohne  Folge  für 
den  Wert  dieser  Function  ist.  Da  weiter  ein  Zeichenwechsel  des 
ersten  Argumentes  einen  Zeichenwechsel  der  Function  nach  sich  zieht, 
so  liefert  (10):  

als  eine  für  das  eine  der  beiden  Zeichen  richtige  Formel.  Man  kann 
der  letzteren  sofort  auch  die  Gestalt  verleihen: 


VJ  (m) 


welche  mit  Rücksicht  auf  (11)  pg.  237  übergeht  in: 

sn  iih'w,   yr)  =  4-  ih'  ™,   '  ,{ • 
\         ^    K  /        —        cn(tü,  Tc) 

Nehmen  wir  hier  w  unendlich  klein,  so  erweist  sich  das  obere  Zeichen 
als  das  allein  gültige.  Weit  schneller  bestimmt  man  die  entsprechen- 
den Formeln  für  cn  und  dn;  insgesamt  findet  sich: 

sniili'w,   -77)  =  ih'      J'^\{, 
(12)  \         '    ^)  cii{w,k)' 

\  '     Tc)         cn(w,Ä;)'  \  ^    k)        cn(ic,k) 

Aufgabe  1.     Man  leite  aus  der  Formel  (11)  pg.  229  für  J,  der  Formel  (16) 

pg.  185  für  7J2   mit  Benutzung  der  Legendre'schen  Relation  und  auf  Grund  der 

Convergenzbetrachtungen  von  pg.  124  und  184  die  nachfolgenden  Gleichungen  für 

Tji ,  Tjj  ab : 

ni  d  log  z/  -ni  d  log  z/ 

'^'~'&    ~T^  '       '^'^~  'q    ~J^ 

und  bestätige  von  hieraus  die  Formeln  (6)  über  das  Verhalten  von  rj^ ,  r)^  bei 
linearer  Transformation  von  tOj ,  co^. 

Aufgabe  2.  Man  stelle  die  den  Gleichungen  (12)  entsprechenden  weiteren 
fünf  Gleichungssysteme  über  das  Verhalten  der  Jacobi'schen  Functionen  bei 
linearer  Transformation  der  Perioden  auf 

§  23.  Landen'sche  Transformation. 
Unter  den  nicht -linearen  Transformationen  behandeln  wir  mit 
Rücksicht  auf  die  vorliegenden  Zwecke  nur  einen  zum  zweiten  Grade 
gehörenden  Specialfall;  wir  wollen  nämlich  unter  geringfügiger  Ab- 
weichung vom  pg.  256  u.  f.  entwickelten  Ansätze  den  Übergang  zu  den 
neuen  Perioden  cd/  =  ca^ ,  Og'  =  "^  untersuchen.  Man  bezeichnet  diesen 
Übergang  als  die  Landen' sehe  Transformation,  weil  sich  deren  Haupt- 
formeln in  der  That  bereits  bei  Landen  entwickelt  finden*). 

*)  In  den  Philosoph.  Transactions,  Bd.  65  (1775). 
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Die  zu  den  transformierten  Perioden  gehörende  6 -Function 
(^L.  c^^  ^"j  ist  eine  ganze  transcendente  Function  mit  den  Nullpunkten 

/,^^^cj^  _|_  ^  o,V     Eben   dieselben  Nullpunkte  hat   die  ganze  Function 

6(w,  »1,  ög)  •  SgCit;  «1,  co^y  Gehen  wir  vermöge  (11)  und  (15)  pg.  233 
zu  den  Thetafunctionen  über,  so  erweisen  sich  ^i{2v,  q^)  und  &M^M 
als  ganze  Functionen  gleicher  Nullpunkte.  Unter  ^/.(v)  ist  hier  stets 
'^-t(^',  q)  verstanden,  d.  h.  wir  geben  ein  zweites  Argument  der  Theta- 
function  nur  dann  an,  wenn  dasselbe  von  q  verschieden  ist;  für  die  Be- 
zeichnung der  Theta- Nullwerte  (cf.  pg.  234)  behalten  wir  dieselbe 
Regel  bei,  so  dass  '^^■(0,  q)  kurz  durch  ^f,,  d-k{0,  q^)  aber  durch  ^k(f) 
bezeichnet  wird. 

Zufolge  (16)  und  (17)  pg.  234  haben  nun  beide  Functionen 
&i{2v,  q^)  und  ^i(v)&^{v)  die  Periode  1  und  nehmen  bei  Vermehrung 
von  V  um  03  übereinstimmend  den  Factor  — q-^Q-invi  an.  Der 
Quotient  dieser  beiden  Functionen  hat  demnach  die  Perioden  1  und  cj, 
und  da  er  im  zugehörigen  Parallelogramm  überall  endlich  ist,  so  ist 
er  mit  einer  Constanten  identisch: 

^,{v)^,(y)=^C^,{2v,q'y, 

doch  ist  C  nur  von  v  unabhängig,  kann  aber  q  noch  enthalten.  Man 
hat  sich  bei  den  hier  anzustellenden  Rechnungen  nur  immer  zu  ver- 
gegenwärtigen, dass  für  die  transformierte  Thetafunction  v'  -=2v, 
c)'=  2ö  und  also  q  =  q^  ist,  wobei  die  pg.  234  aufgestellten  Regeln 
(17)  für  die  Functionen  der  Argumente  v',  q  und  den  Zuwachs  m' 
natürlich  erhalten  bleiben. 

In  der  letzten  Gleichung  wolle  man  v  um  y  wachsen   lassen  und 

beachte  das  nach  (12)  pg.  232  und  (17)  pg.  234  zu  bestimmende  Ver- 
halten der  'O'- Functionen.     Es  folgt: 

wo  C  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  der  voraufgehenden  Gleichung. 
Setzt  man  speciell  v  =  0,  so  folgt  unter  Benutzung  der  pg.  235  an- 
gegebenen Ausdrücke  der  ^-Nullwerte  in  den  Producten  Fk  (cf.  pg.  227), 
sowie  mit  Rücksicht  auf  die  pg.  232  bewiesene  Relation: 

dass  für  den  von  v  unabhängigen  Wert  C  die  Darstellung  gilt: 
Merken  wir  demnach  an: 
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In  die  erste  dieser  Gleichungen  trage  man  iq  an  Stelle  von  q 
und  also  —  q^  an  Stelle  von  q^  ein.  Nach  (14)  pg.  233  und  (1) 
pg.  234  folgt: 

^3(^2)^3(2^,  q')  =  ^^{v,  iq)  ^,{v,  iq). 

Aber  nach  eben  denselben  Gleichungen  gilt: 

^b(^,  k)  —  ^o(^,  'k)  =  *>3(^)  —  i^oi^), 
woraus  man  berechnet: 

2^,(v,  iq)  ^,(v,  iq)  =  ^.^(if  ^  ^.(vf. 
Man  hat  also: 

(3)  2^,(q')  ^,{2v,  q')  =  ^.(vf  +  ^,(vy\ 

Vermehrt  man  hier  v  um  ~-,  so  gelangt  man  zu  einer  analogen 
Formel  für  -^2  (2^^,  q^).  Zusammenfassend  haben  wir  das  Ergebnis:  Die 
Wirkung  der  Landen' sehen  Transformation  auf  die  Fundionen  ^^{v), 
^^{v)  ist  in  (1)  und  (2)  angegeben;  für  ^.,{v),  ^^{v)  reihen  sich  die 
Gleichungen  an: 

(4)  2^3(g2)  &,^i2v,  cf)  =  ^.(vy-  ^,(i;)^ 

(5)  2^,{q^)  ^^(2v,  q')  =  ».(vf  +  &,{v)\ 
An  Stelle   der  Grössen  w,  cp,  k,  k',  K,  K'  mögen  bei  den  trans- 
formierten Perioden  «/=«,,  <=  y  treten  w^,  (p„  k,,  k,',  K„  K,'. 
Es     sollen    alsdann    die    Relationen    zwischen    diesen    transformierten 
Grössen  und  den  ursprünglichen  aufgestellt  werden. 

Indem  wir  mit  dem  Modul  k  beginnen,  folgern  wir  aus  (7)  pg.  235: 

Vk  =  ^^^  =  -^      —  _Ji_ 

k  ^   J^      ~  l^zXL  _  1  -  '^' 

1      {i^vy  — (iJ^hy— 1^'' 

Andererseits  folgt  für  den  complementären  Modul: 
k  '  =  /^o(g')V       ^^li_  _   21/r 

Wir  merken  an:  Definiert  man  die   Wurzeln  ^k,  V^'  aus  den  Integral- 

i 
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moduln  durch  die  Gleichungen  (7)  pg.  235  als  eindeutige  Functionen  von 
q,  resp.  co,  so  ist  die  Wirkung  der  Landen' sehen  Transfortnation  auf 
dieselben  ausgedrückt  durch: 

(6)  ^i^T+T'      ^i=rTF- 

Für  w  gilt  nach  (7)  pg.  237  die  Darstellung: 

w  =  —    "Ji^l     und  also  ist     w.=  —  •  n^J(ff. 
Die  Benutzung  der  Formel  (5)  liefert: 

Da  cog  gleich  der  doppelten  transformierten  Periode  2Gi^  ist,  so  ent- 
spricht dem  Wachstum  von  iv  um  2K  ein  solches  von  w^  um  ^K^^ 
man  hat  somit  2K^  =  K{\  -^  l').  Hingegen  ist  co^=  a^,  so  dass 
w  und  w^  gleichzeitig  um  2iK'  resp,  2iK^  zunehmen.  Also  folgt 
der  Satz:  Die  Landen'sche  Transformation  hewirkt  den  Übergang  von 
w,  K,  K'  zu  w^,  K^,  K^,  welche  mit  jenen  drei  Grössen  vermöge  der 
Delationen  zusammenhängen : 

(7)  w,  =  iv(l  +  k'),     K,=  K.^^,     K,'=K\l+k'). 

Man  kann  diesen  Gleichungen  auf  Grund  der  ersten  Formel  (6)  auch 
die  Gestalt  verleihen: 

(8)  ^==^^.l±h^    K=K,{l-{-k,),    k'=k;-^^^- 

Endlich  entnehmen  wir  aus  (2)  und  (3)  pg.  236: 
Mit  Benutzung  der  Relationen  (2)  und  (4)  folgt  weiter: 

1        2^^(t?)«-g(y)      1       2t/Ftgqp 

Setzt  man  noch  für  k^  seinen  in  (6)  gegebenen  Wert  ein,  so  ergiebt 
sich:  Der  bei  Landen' scher  Transformation  aus  g)  entspringende  Wert  cp^ 
hängt  mit  <p  vermöge  der  Gleichung: 

zusammen,  welcher  mati  auch  die  Gestalt  geben  kann: 
(10)  tg{(p,—  (p)  =  rtgq). 
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§  24.    Wiederholte  Landen'sclie  Transformation. 

Zu  verschiedenen  theoretisch  interessanten  sowie  namentlich  auch 
praktisch  (nämlich  für  numerische  Berechnungen)  wichtigen  Gleichungen 
führt  die  wiederholte  Anwendung  der  Landen'schen  Transformation. 
Setzen  wir  der  Gleichmässigkeit  halber  2v  =  v^  und  q^  =  q^,  und  üben 
wir  ein  zweites  Mal  die  Landen'sche  Transformation  aus,  so  werden 
wir  zu  ^2  =  2^v,  q^  =  q^  gelangen  und  bezeichnen  die  ihnen  zugehörigen 
Grössen  durch  w^,  \,  1l{,  K^,  K^',  (p.-..  Entsprechend  gelangen  wir 
nach  im  ganzen  w- maliger  Ausübung  der  fraglichen  Transformation  zu: 

(1)  Vn  =  2«?;,  qn  =  q^\  w^,  K,  hn,  K^,  Kn,  <pn. 

Wir  merken  alsdann  zunächst  die  folgenden  vier  Recursions- 
formeln  an: 

^oiQn)  d'o(Vn;  qr)  =  -^oK-l;  ^n-l)  ^^iVn-l,  q^-i)   , 
^oiqn)&iiVn,  qn)  =  ^^i^n^-,,  qn_:L)  ^^(.'^n-l,  qn~l)   , 

[2^,(q„)&^(v„,  q„)  =  ^3(v„_,,  q,_,y  +  d;(v,_.„  q,_,y . 

Hieran   reihen  wir  sogleich  die  folgende  Formelkette,  welche  aus  den 
Gleichungen  (6)  und  (8)  pg.  265  entspringt: 

i  —  r 


(2) 


(^=^,(1  +  ^,);      ^1 


(3) 


IVEL 


^2  =  ^3(1  +  ^3),  h  =  ^-^,  h' 


Die  Berechnung  der  Kn,  Jc„,  hn  aus  Kn^^,  h^-i,  K-i  auf  Grund 
dieses  Schemas  liefert  wegen  der  in  jeder  Zeile  auftretenden  Quadrat- 
wurzel 2wei  Lösungen;  und  auch  die  inverse  Operation,  nämlich  die  Be- 
rechnung von  Kn-i,  K-i,  K-i  aus  Kn,  K,  K,  erkennt  man  leicht 
als  eine  zweideutige.  Hierin,  d.  i.  in  diesem  Charakter  der  Zweideutig- 
keit der  in  die  Formeln  (3)  gekleideten  Landen'schen  Transformation, 
liegt  die  Quelle  zu  einer  interessanten  Weiterentwicklung,  der  wir  in- 
dessen hier  nicht  nachgehen  können.  In  dem  für  die  Praxis  besonders 
tvichtigen  Falle  eines  rein  imaginären  Periodenverhältnisses  a  und  also 
eines  reellen  positiven  q  sind  sämtliche  li„,  hn  reell,  positiv  und  <  1,  so 
dass  jede  Quadratwurzel  in  (3)  positiv  zu  nehmen  ist. 

Auch   bei    der   Einkleidung   der  Landen'schen  Transformation   in 
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die  Gestalt  der  algebraischen  Relationen  (2)  haben  wir,  wenn  eben 
diese  Relationen  zur  Berechnung  der  transformierten  Theta  aus  den 
ursprünglichen  oder  umgekehrt  benutzt  werden  sollen,  mit  mehrdeutigen 
algebraischen  Operationen  zu  thun.  Welche  unter  den  Lösungen  zu 
unserer  ursprünglich  eindeutig  definierten  Landen'schen  Transformation 
,,   _,  2v       ,  Q   =  Q^    .  bez.  zur  inversen  Transformation  gehört,  wird 

n  n  —  1*    -^n  ^n  —  1 

man  wenigstens  in  jedem  Specialfalle  reeller  Argumente  q,  v  ver- 
mittelst der  Thetareihen  (14)  pg.  233  ohne  besondere  Mühe  abschätzen 
können. 

Eine  interessante  Folgerung  entspringt  aus  dem  Formelsystem  (3). 
Durch  Multiplication  der  ersten  n  Gleichungen  der  ersten  Columne  folgt: 

(4)  K=Knil+  Je,)  (1  +  \)  (1  +  k,)  •••(!+  K). 

Nun  ist  \q\<l,  und  also  folgt  aus  (1),  dass  lim.  1  ^n  |  ==  0  sein  wird, 

was  zufolge  (7)  pg.  235  den  Schluss  auf  lim.  \Jcn\  =  0   erlaubt.      Nach 

Formel  (11)  pg.  248  findet  man  demzufolge: 


lim 


im.  Kn  =  lim.    /  -=^==  =  -|-  • 

0  n  ^ 


Die  Gleichung  (4)  liefert  also  für  lim.  n  =  <x>  folgende  Darstellung 
der  Grösse  K  durch  ein  unendliches  Product: 

(5)  ^=  1(1  +  \)  (1  +  k,)  (1  +  h)  (1  +  ^J  •  •  •• 

Diese  Formel  ist  zumal  im  oben  gedachten  Falle  eines  gegebenen  reellen, 
zwischen  0  und  1  gelegenen  k  für  die  numerische  Berechnung  des  zu- 
gehörigen K  tauglich. 

Endlich  reihen  wir  den  bisherigen  Formelketten  das  aus  (8)  und 
und  (10)  pg.  265  entspringende  System  an: 


'  w.  •  — --^  =  w 


(6) 


%  (9'i  —  9^  )  =  ^'  tg  <P  , 


w 


^-y^  =  W,,       tg  (9)2  —  9)1)  ==  AV  tg  qpi, 


Für  lim.  n  =  00  wird  lim.  it„  =  0  und  lim.  kn  =  1,  so  dass  wir  mit  Be- 
nutzung von  (10)  pg.  248   auf  die   folgenden  Grenzformeln  schliessen: 

lim.  Wn  =  (pn,       lim.  f—^)  =  Um.  (— ^)  =  2. 
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Die  Multiplication   der  ersten    n  Formeln   in   der  ersten  Columne   des 

Systemes  (6)  liefert: 

w 
^^  =  (H-/0(l^-/c,)•-.(l  +  Ä„).^. 

Unter  Vermittlung  von  (5)  ergiebt  sich  hiernach  folgende  Grenzformel 
für  w: 

(7)  »  =  -.lim.(^-j. 

Man  kann  diese  Formel  für  die  numerische  Berechnung  von  tv  bei 
gegebenen  Werten  des  Moduls  7»;^  und  der  Amplitude  q)  benutzen,  indem 
man  sich  wegen  der  successiven  Bestimmung  der  Zahlwerte  cp^,  ^^^  •  • ' 
auf  die  Recursionsformeln  (3)  und  (6)  beruft  und  K  näherungsweise 
aus  (5)  berechnet. 

Die  hier  vorgetragenen  Entwicklungen  haben  ein  hervorragendes 
geschichtliches  Interesse.  Nachdem  nämlich  bereits  bei  Landen  selbst, 
sowie  bei  Lagrange*)  die  Formeln  der  nach  dem  ersteren  benannten 
Transformation  zur  Behandlung  specieller  elliptischer  Integrale  Ver- 
wendung fanden,  hat  Gauss,  wie  man  annehmen  muss,  noch  ohne 
Kenntnis  der  Untersuchungen  seiner  Vorgänger  in  seiner  Theorie  des 
arithmetisch-geotnetriscJien  Mittels**)  zwei  Algorithmen  definiert,  welche 
im  wesentlichen  auf  die  Recursionsformeln  (3)  und  (2)  zurückkommen. 
Im  Gebrauch  dieser  Algorithmen  ist  aber  Gauss,  wie  schon  pg.  174 
ausgeführt  wurde,  weit  über  Landen  und  Lagrange  hinausgegangen;  er 
hat  die  Algorithmen  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  zum  Funda- 
ment für  eine  ausgedehnte  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gemacht. 

§  25.  Numerische  Berechnungen. 
Bei  der  wirklichen  numerischen  Berechnung  irgend  welcher  im 
Voraufgehenden  betrachteten  Grössen  aus  anderen,  von  denen  sie  ab- 
hängen, sind  von  praktischer  Bedeutung  meist  nur  diejenigen  Fälle, 
bei  welchen  der  Radicand  der  Quadratwurzel  ]/4^^ — g^z — g^  resp. 
1/(1  —  ^^)  (1  —  Jc^z^)  reelle  Coefficienten  besitzt.  Wir  machen  für  solche 
numerische   Bestimmungen  die   beiden  folgenden  Hülfsmittel  namhaft: 

I.  Angenäherte  Berechnungen   aus  convergenten   unend- 
lichen Reihen  oder  Producten. 

II.  Tafeln  für  elliptische  Integrale  und  deren  Perioden. 


*)  In    den   Abhandlungen    der    Turiner   Akademie    von    1784;    siehe    auch 
Lagrange  „Oeuvres  completes"  t.  2  pg.  253. 

**)  Siehe   Gauss'  "Werke,  Bd.  3  pg.  361  und  387. 
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Beide  Hülfsmittel  sollen  nach  einander  besprochen  werden. 

I.  Für  die  Praxis  hat  man  nicht  nur  convergente  Reihen,  sondern 
vor  allen  Dingen  schnell  convergente  Reihen  nötig.  Solche  gewinnt 
man  nötigenfalls  durch  Heranziehung  der  linearen  hez.  der  Landen'schen 
Transformation,  deren  Wirkung  auf  unsere  Functionen  oben  festgestellt 
wurde. 

1)  Ist  k^  reell  vorgegeben,  so  können  wir,  falls  0  <  A'^  ^  Y  noch 

nicht  zutreffen  sollte,  nach  (9)  pg.  261  durch  lineare  Transformation, 
welche  auf  unsere  Functionen  in  einer  a.  a.  0.  festgestellten  Weise 
wirkt,  zu  einem  in  jenem  Intervalle  gelegenen  Modul  gelangen,  den 
wir  gleich  selbst  wieder  Jc^  nennen.  Dann  gilt  y^A;"^<  1,  und  wir 
finden  aus  (11)  und  (12)  pg.  248  reelle,  der  Bedingung  K£K' 
genügende    Werte    K,    K' .       Durch     binomische     Entwicklung     von 

(1  _  ^2  gijj2  f^y  Y  un^  Integration  entspringt  übrigens  für  K  die  Dar- 
stellung: 

der  eine  entsprechende  für  K'  parallel  geht. 

Wir  erläutern  nun  gleich  auch  die  Wirkung  der  Landen'schen 
Transformation  im  Anschluss  an  die  Aufgabe,  aus  gegebenem  Jc^  ver- 
mittelst der  Gleichung  (1)  den  Wert  von  K  zu  berechnen.  Die  Sach- 
lage ist  die,  dass,  nachdem  bereits  ä;^  ^  y  ist,  die  bei  jener  Trans- 
formation folgenden  Moduln  hl,  ^g,  •  •  •  sehr  schnell  abnehmen.  So  ist 
z.  B.  bereits  kl  im  Intervall  0  <  Ä;^  ^  0,029  •  •  •  gelegen.  Setzen  wir 
also: 
(2)     K^KAl+h)  =  '-^^[l+{ipl+i^P'  +  -], 

SO  ist  die  hier  rechts  stehende  Reihe  weit  schneller  convergent  als  die 
Reihe  (1)-,  und  offenbar  wird  eine  noch  erhöhte  Wirkung  erzielt, 
wenn  man  die  Landen'sche  Transformation  wiederholt  ausübt. 

Ist  neben  k^  auch  noch  cp  als  reeller  Winkel  gegeben,  und  soll  w 
berechnet  werden,  so  gelten  entsprechende  Regeln  betreffs  der  An- 
wendung der  Landen'schen  Transformation  und  der  Reihenentwicklung 
der  rechten  Seite  der  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Formel  (10)  pg.  248. 

2)  Denken  wir  als  zweites  Beispiel  etwa  die  m- Ebene  mit  einem 
Periodenrechteck  gegeben,  so  haben  wir  ein  rein  imaginäres  Perioden- 
verhältnis (o  und  dürfen  —  ia^l  annehmen,  da  dies  nötigenfalls 
vermöge    der    linearen   Substitution    oj/  =  —  co^,  ^^  =  ^\   erreichbar 
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ist,  welche  dem  Falle  III  pg.  260  angehört.  Wir  haben  so  einen 
positiven  reellen  Wert  q  erreicht,  der  -^e'^,  d.i.  ^  0,0432  •••  ist. 
Wollen  wir  nun  etwa  die  Thetareihen  für  reelle  Argumente  v  aus- 
werten, so  werden  dieselben  bereits  gut  convergent  sein.  Doch  wird 
man  auch  hier  durch  einmaliges  oder  wiederholtes  Ausüben  Landen- 
scher Transformationen  zu  noch  weit  schneller  convergenten  Reihen 
gelangen,  wie  denn  bereits  q.^  ^  0,00186  •  •  •  ist. 

3)  Sollen  wir  numerische  Rechnungen  im  Anschluss  an  die 
Weierstrass'sche  Normalform  (4^^  —  g^s  —  g^  des  Radicanden  der  im 
Integral  erster  Gattung  auftretenden  Quadratwurzel  anstellen,  so  haben 
wir,  reelle  Coefficienten  g^,  g^  vorausgesetzt,  zu  unterscheiden,  ob  die 
Grössen  e^,  e^,  %  sämtlich  reell  sind,  oder  ob  zwei  unter  ihnen  con- 
jugiert  complex  ausfallen.  Bei  reellen  e^,  e^,  %  haben  wir  ein  recht- 
eckiges Periodenparallelogramm  (cf.  pg.  216)  und  kommen  damit  zu 
den  in  1)  und  2)  betrachteten  Fällen  zurück. 

Etwas  umständlicher  ist  der  andere  Fall,  dass  nur  eine  der  Grössen 
Bk  reell  ist.  Wir  haben  alsdann  (sofern  wir  e.^  als  die  reelle  Wurzel 
der  Gleichung  4^^ — g.^^  —  ö's  =  0  ansetzen)  ein  rhombisches  Perioden- 
parallelogramm (cf.  pg.  213  flF.),  und  der  Periodenquotient  o  ist  eine 
Zahl  vom  absoluten  Betrage  1.    Ist  a  die  Amplitude  der  complexen  Zahl 

03  ==  e"%  so  soll  unterschieden  werden,  ob  a  <  -^  ist  oder  zwischen 
—  und  —  (die  Grenzen  eingeschlossen)  liegt  oder  endlich  dem  Intervall 

-—  <  a  <  TC  angehört. 

Im  ersten  und  dritten  dieser  beiden  Fälle  machen  wir  zuvörderst 
von  linearen  Transformationen  Gebrauch.  Ist  o;  <  -r- ,  so  gehen  wir 
zu  den  Perioden  co/==  cog,  a^  =  — ■  g)^-\-  a^  über  und  finden  für  den 
neuen  Perioden quotienten  ---il  -\-  i  cotg  -^-V  Ist  a  >  -,-,  so  wähle  man 
als  neue  Perioden  ca^  =  —  co^,  (0.2  =  ca^  -\-  Wg  und  gewinnt  für  den 
neuen  Quotienten  ^  (l  —  *%y)'     ^^  beiden  Fällen  ist  hiernach  ein 

Wert  CO  =  ^  -j-  irj  mit  '»?  ^  ^  gewonnen,  was  für  -^  ^  «^  ^  -ö~  direct 
zutrifft.     Dem  entspricht  es,  dass  die  Ungleichung  gilt: 

|g|  =  e-^v^  0,06582  •••. 

Ist  der  Periodenrhombus  gegeben,  so  gelangt  man  in  der  gekenn- 
zeichneten Weise  zu  einem  Wert  q,  für  welchen  die  Thetareihen  gut 
convergieren,  und  man  kann  die  Schnelligkeit  der  Convergenz  durch 
Anwendung  Landen'scher  Transformationen  nötigenfalls  wieder  erhöhen. 


II 
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Sind  hingegen  die  g.^,  g^  gegeben,  so  wird  man  durch  Vermittlung  der 
^i;  ^2;  ^3  ^^^  ^"^  ^^^'  ^^^  zugehörigen  iT,  Z"'  durch  Reihenentwicklungen 
der  Integrale  (11)  und  (12)  pg.  248  u.  f.  resp.  durch  Ketten  Landen'scher 
Transformationen  berechnen  und  gelangt  von  hieraus  zur  Kenntnis  des 
Periodenquotienten  und  des  Wertes  q. 

IL  An  Tafeln  elliptischer  Integrale  und  Perioden  teilen  wir  am 
Schlüsse  des  gegenwärtigen  Kapitels  folgende  mit: 

1)  Tafel  für  die  Werte  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 
iv,  welches  man  in  seiner  Abhängigkeit  von  k  und  cp  (cf.  Formel  (10) 
pg.  248)  durch  F((p,  Je)  zu  bezeichnen  pflegt.  Die  Tafel  bezieht  sich 
auf  ein  Periodenrechteck,  d.  h.  auf  ein  reelles  zwischen  0  und  1  ge- 
legenes Ä;^;  es  ist  k  =  sin  a  gesetzt,  und  es  sind  die  Werte  a  =  5", 
10°,  15°,  •  •  •  in  der  Tafel  direct  berücksichtigt.  Die  reellen  Werte  w 
entsprechen  den  reellen  Winkeln  90  =  am  w; ;  die  Tafel  giebt  die 
Werte  w   auf  5  Decimalstellen   für  die  Winkel  tp  =  1°,  2°,  3°,-  •  •  90°. 

2)  Tafel  der  Werte  K  (und  damit  K')  beim  Periodenrechteck. 
Es  gilt  wieder  a  =  arc  sinÄ*,  die  Angaben  beziehen  sich  auf  alle  Winkel 
a  =  1°,  2V  •  •  90°. 

3)  Tafel  für  die  um  10  vermehrten  gemeinen  Logarithmen  von 
q  bei  gegebenem  a  =  arc  sin  k  nach  je  zehn  Minuten  fortschreitend 
wieder  für  das  Intervall  a  =  0  bis  a  =  90°. 

4)  Tafel  für  das  pg.  251  u.  f.  betrachtete  Integral  zweiter  Gattung: 

/^ 

(3)  E{(p,  Je)  =  I  yi  —  ¥  sin^'q)  d(p. 

0 

Diese  Tafel  ist  ähnlich  gebaut  wie  diejenige  für  w  =  F((p,  h),  jedoch 
nicht  so  ausführlich  gehalten. 

5)  Tafel  für  die  in  (8)  pg.  252  definierte  Periode  E  des  Integrales 
zweiter  Gattung,  für  welche  man  übrigens  die  der  Gleichung  (1)  corre- 
spondierende  Entwicklung  hat: 

(4)    ^=|[i_(i)v-(i^)^i;-(^ri-...]. 

Beim  Interpolieren  ist  die  einzelne  Tafel  durchaus  nicht  an  allen 
Stellen  gleich  brauchbar.  Will  man  z.  B.  bei  gegebenem  k^  die  Werte 
K,  K'  bestimmen,  so  erweist  sich  bei  kleinen  Werten  a  die  Tafel  zur 
Bestimmung  von  K  als  tauglich,  für  Winkel  a  nahe  an  90°  jedoch  als 
wenig  brauchbar.  Da  nun  K'  der  zu  «'=90° — a  gehörende  Wert 
K  ist,  so  wird  man  im  gedachten  FaUe  eines  kleinen  Winkels  a  besser 
thun,  aus  der  Tafel  2)  nur  erst  K  abzulesen,  sodann  aber  vermittelst 
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der    ausführlicher    angelegten    Tafel    3)    sogleich    erst    den    Perioden- 
quotienten zu  bestimmen,  womit  dann  auch  K'  bekannt  ist. 

Handelt  es  sich  um  Berechnung  von  Grössen  der  Weierstrass'schen 
Theorie,  so  wird  man  zum  Zwecke  des  Gebrauchs  der  Tafeln  vermöge 
der  oben  entwickelten  Relationen  immer  erst  zu  den  correspondieren- 
den  Grössen  der  Jacobi'schen  Theorie  gehen  und  von  diesen  dann  den 
Rückgang  zu  den  eigentlich  gesuchten  Werten  nehmen*). 


*)  Die  in  Rede  stehenden  Tafeln  sind  dem  schon  pg.  175  genannten  Werke 
von  Lucien  Levy  „Freds  elementaire  de  la  theorie  des  fanctions  elliptiques" 
(Paris,  bei  Gauthier- Villars,  1898)  entlehnt.  Dieselben  stammen  bis  auf  die 
Tafel  3  aus  dem  zweiten  Bande  von  Legendre's  ,,Traite  des  fonctions  ellipti- 
ques etc."  (cf.  pg.  173),  in  welchem  ein  höchst  ausgedehntes  und  wertvolles  Tafel- 
werk enthalten  ist.  In  derThat  schreiten  die  Legendre'schen  Tafeln  für  J5J(qp,  sin  a) 
und  J^(qp,  sina)  sowohl  für  a  als  qp  von  Grad  zu  Grad  fort,  und  zwar  sind  die 
Werte  E((p,sma)  und  F((p,sincc)  im  Intervall  von  «  =  0"  bis  45"  auf  zehn  De- 
cimalstellen ,  von  a  =■  45"  bis  cc  =  90"  aber  auf  neun  Stellen  angegeben.  Für 
die  Perioden  K  und  E  giebt  Legendre  sogar  eine  auf  zwölf  Stellen  berechnete 
Tafel  für  alle  ganzzahligen  Grade  von  «  =  0"  bis  90°.  Für  logg  hat  Jacob i  am 
Ende  der  Abhandlung  „Über  die  zur  numerischen  Berechnung  der  elliptischen 
Functionen  zweclcmässigsten  Formeln"  (Journ.  f.  Mathem.  Bd.  26,  1843  oder  Jacobi's 
gesammelte  Werke,  Bd.  1,  pg.  343)  eine  fünfstellige  Tafel  mitgeteilt,  in  welcher 
a  nach  Zehnteln  eines  Grades  fortschreitet.  In  Bertrand  „Traite  de  calcul  in- 
tegral" (Paris,  1870)  ist  eine  auf  Zwölfteilung  des  Grades  beruhende  Tafel  für  \ 
log  2  mitgeteilt. 


Tafel  I :    Werte  des  Integrals  w  =  F{q),  sin  k). 
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9 

a  =  5» 

a  =  10« 

a  =  15« 

cc  =  20« 

a  =  25« 

a  ==  30« 

1" 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

2« 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

3» 

0,05236 

0,05236 

0,05236 

0,05236 

0,05236 

0,05237 

4» 

0,06981 

0,06981 

0,06982 

0,06982 

0,06982 

0,06983 

5« 

0,08727 

0,08727 

0,08727 

0,08728 

0,08729 

0,08729 

6« 

0,10472 

0,10473 

0,10473 

0,10474 

0,10475 

0,10477 

70 

0,12218 

0,12218 

0,12219 

0,12221 

0,12223 

0,12225 

8« 

0,13963 

0,13964 

0,13966 

0,13968 

0,13971 

0,13974 

9« 

0,15708 

0,15710 

0,15712 

0,15715 

0,15719 

0,15724 

10« 

0,17454 

0,17456 

0,17459 

0,17464 

0,17469 

0,17475 

11« 

0,19200 

0,19202 

0,19206 

0,19212 

0,19220 

0,19228 

12« 

0,20945 

0,20949 

0,20954 

0,20962 

0,20971 

0,20982 

13« 

0,22691 

0,22695 

0,22702 

0,22712 

0,22724 

0,22738 

14« 

0,24436 

0,24442 

0,24451 

0,24463 

0,24478 

0,24495 

15« 

0,26182 

0,26189 

0,26200 

0,26215 

0,26233 

0,26254 

16« 

0,27928 

0,27936 

0,27949 

0,27967 

0,27989 

0,28015 

17« 

0,29674 

0,29684 

0,29699 

0,29721 

0,29748 

0,29779 

18« 

0,31420 

0,31431 

0,31450 

0,31475 

0,31507 

0,31544 

19« 

0,33166 

0,33179 

0,33201 

0,33231 

0,33268 

0,33312 

20« 

0,34912 

0,34927 

0,34953 

0,34988 

0,35031 

0,35082 

21« 

0,36658 

0,36676 

0,36706 

0,36746 

0,36796 

0,36855 

22« 

0,38404 

0,38425 

0,38459 

0,38505 

0,38563 

0,38630 

23« 

0,40151 

0,40174 

0,40213 

0,40266 

0,40331 

0,40408 

24« 

0,41897 

0,41924 

0,41968 

0,42027 

0,42102 

0,42189 

25« 

0,43643 

0,43674 

0,43723 

0,43791 

0,43875 

0,43973 

26« 

0,45390 

0,45424 

0,45479 

0,45555 

0,45650 

0,45761 

27« 

0,47137 

0,47174 

0,47236 

0,47321 

0,47427 

0,47551 

28« 

0,48883 

0,48925 

0,48994 

0,49089 

0,49207 

0,49345 

29« 

0,50630 

0,50677 

0,50753 

0,50858 

0,50988 

0,51142 

30« 

0,52377 

0,52428 

0,52513 

0,52628 

0,52773 

0,52943 

31« 

0,54124 

0,54181 

0,54273 

0,54401 

0,54560 

0,54747 

32« 

0,55871 

0,55933 

0,56035 

0,56175 

0,56349 

0,56555 

33« 

0,57619 

0,57686 

0,57797 

0,57950 

0,58141 

0,58367 

34« 

0,59366 

0,59439 

0,59561 

0,59727 

0,59936 

0,60183 

35« 

0,61113 

0,61193 

0,61325 

0,61506 

0,61734 

0,62003 

36« 

0,62861 

0,62948 

0,63090 

0,63287 

0,63534 

0,63827 

37« 

0,64609 

0,64702 

0,64857 

0,65070 

0,65337 

0,65655 

38« 

0,66356 

0,66457 

0,66624 

0,66854 

0,67144 

0,67487 

39« 

0,68104 

0,68213 

0,68393 

0,68641 

0,68953 

0,69324 

1    40« 

0,69852 

0,69969 

0,70162 

0,70429 

0,70765 

0,71165 

\          41« 

0,71600 

0,71726 

0,71933 

0,72219 

0,72580 

0,73010 

\          42« 

0,73349 

0,73483 

0,73704 

0,74011 

0,74398 

0,74860 

!    43« 

0,75097 

0,75240 

0,75477 

0,75805 

0,76219 

0,76714 

■    44« 

0,76846 

0,76998 

0,77251 

0,77600 

0,78043 

0,78573 

45« 

0,78594 

0,78756 

0,79025 

0,79398 

0,79871 

0,80437 

Fri 

cke,  analyt-fn 

nctionenth.  Voi 
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Tafel  I:    Werte  des  Integrals  ?«  =  JP(qp,  sin  a). 


f 

«  =  5» 

a  =  10» 

a  =  15» 

a  =  20» 

ar  =  25» 

a  =  30» 

46  ö 

0,80343 

0,80515 

0,80801 

0,81198 

0,81701 

0,82305 

470 

0,82092 

0,82275 

0,82578 

0,82999 

0,83535 

0,84178 

48» 

0,83841 

0,84035 

0,84356 

0,84803 

0,85371 

0,86055 

49« 

0,85590 

0,85795 

0,86135 

0,86609 

0,87211 

0,87937 

50» 

0,87339 

0,87556 

0,87915 

0,88416 

0,89054 

0,89825 

51« 

0,89088 

0,89317 

0,89697 

0,90226 

0,90901 

0,91716 

62» 

0,90838 

0,91078 

0,91479 

0,92037 

0,92750 

0,93613 

63» 

0,92587 

0,92841 

0,93262 

0,93850 

0,94603 

0,95514 

54» 

0,94337 

0,94603 

0,95047 

0,95666 

0,96458 

0,97420 

55» 

0,96086 

0,96366 

0,96832 

0,97483 

0,98317 

0,99331 

56» 

0,97836 

0,98130 

0,98618 

0,99302 

1,00179 

1,01247 

67» 

0,99586 

0,99894 

1,00406 

1,01123 

1,02044 

1,03167 

58» 

1,01336 

1,01658 

1,02194 

1,02946 

1,03912 

1,05092 

59» 

1,03086 

1,03423 

1,03984 

1,04770 

1,05783 

1,07021 

60» 

1,04837 

1,05188 

1,05774 

•  1,06597 

1,07657 

1,08955 

61» 

1,06587 

1,06954 

1,07566 

1,08425 

1,09534 

1,10894 

62» 

1,08338 

1,08720 

1,09358 

1,10255 

1,11414 

1,12837 

63» 

1,10088 

1,10486 

1,11151 

1,12087 

1,13296 

1,14784 

64» 

1,11839 

1,12253 

1,12945 

1,13920 

1,15182 

1,10735 

65» 

1,13590 

1,14020 

1,14740 

1,15755 

1,17070 

1,18691 

66» 

1,15340 

1,15787 

1,16536 

1,17592 

1,18961 

1,20651 

67» 

1,17091 

1,17555 

1,18333 

1,19430 

1,20854 

1,22615 

68» 

1,18842 

1,19324 

1,20130 

1,21269 

1,22750 

1,24583 

69» 

1,20593 

1,21092 

1,21928 

1,23110 

1,24648 

1,26555 

70» 

1,22345 

1,22861 

1,23727 

1,24953 

1,26548 

1,28530 

71» 

1,24096 

1,24630 

1,25527 

1,26796 

1,28451 

1,30509 

72» 

1,25847 

1,26400 

1,27328 

1,28641 

1,30356 

1,32491 

73» 

1,27599 

1,28169 

1,29129 

1,30488 

1,32263 

1,34477 

74» 

1,29350 

1,29939 

1,30930 

1,32335 

1,34172 

1,36466 

75» 

1,31102 

1,31710 

1,32733 

1,34184 

1,36083 

1,38457 

76» 

1,32853 

1,33480 

1,34535 

1,36034 

1,37996 

1,40452 

77» 

1,34605 

1,35251 

1,36339 

1,37884 

1,39911 

1,42449 

78» 

1,36356 

1,37022 

1,38143 

1,39736 

1,41827 

1,44449 

79» 

1,38108 

1,38793 

1,39947 

1,41588 

1,43744 

1,46451 

80» 

1,39860 

1,40565 

1,41752 

1,43442 

1,45663 

1,48455 

81» 

1,41612 

1,42336 

1,43557 

1,45296 

1,47583 

1,50462 

82» 

1,43364 

1,44108 

1,45362 

1,47150 

1,49504 

1,52470 

83» 

1,45115 

1,45879 

1,47168 

1,49005 

1,51426 

1,54479 

84» 

1,46867 

1,47651 

1,48974 

1,50861 

1,53350 

1,50490 

85» 

1,48619 

1,49423 

1,50781 

1,52717 

1,55273 

1,58503 

86» 

1,50371 

1,51195 

1,52587 

1,54574 

1,57198 

1,60516 

87» 

1,52123 

1,52968 

1,54394 

1,56431 

1,59123 

1,62530 

88» 

1,53875 

1,54740 

1,56200 

1,58288 

1,61048 

1,04545 

89» 

1,55627 

1,56512 

1,58007 

1,60145 

1,62974 

1,66560 

90» 

1,57379 

1,58284 

1,59814 

1,62003 

1,64900 

1,08576 

Tafel  I:    Werte  des  Integrals  w  =  F((p  sin  cc). 
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qp 

a  =  35« 

a-=40« 

a=45« 

0:=  50« 

a  =  55« 

a  =  60« 

1« 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

2» 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

3« 

0,05237 

0,05237 

0,05237 

0,05237 

0,05238 

0,05238 

4« 

0,06983 

0,06984 

0,06984 

0,06985 

0,06985 

0,06986 

5« 

0,08730   ; 

0,08731 

0,08732 

0,08733 

0,08734 

0,08735 

6« 

0,10478 

0,10480 

0,10482 

0,10483 

0,10485 

0,10486 

70 

0,12227 

0,12230 

0,12233 

0,12235 

0,12238 

0,12240 

8« 

0,13978 

0,13981 

0,13985 

0,13989 

0,13993 

0,13997 

9» 

0,15729 

0,15735 

0,15740 

0,15746 

0,15751 

0,15757 

10» 

0,17482 

0,17490 

0,17498 

0,17505 

0,17513 

0,17520 

11« 

0,19237 

0,19247 

0,19258 

0,19268 

0,19278 

0,19288 

12» 

0,20994 

0,21007 

0,21021 

0,21034 

0,21047 

0,21059 

13« 

0,22753 

0,22770 

0,22787 

0,22804 

0,22821 

0,22836 

14" 

0,24514 

0,24535 

0,24556 

0,24578 

0,24599 

0,24618 

15« 

0,26278 

0,26303 

0,26330 

0,26356 

0,26382 

0,26406 

16« 

0,28044 

0,28075 

0,28107 

0,28139 

0,28171 

0,28200 

17« 

0,29813 

0,29850 

0,29889 

0,29927 

0,29965 

0,30001 

18« 

0,31585 

0,31629 

0,31675 

0,31721 

0,31766 

0,31809 

19« 

0,33360 

0,33412 

0,33466 

0,33520 

0,33574 

0,33624 

20« 

0,35138 

0,35199 

0,35262 

0,35326 

0,35388 

0,35447 

21« 

0,36920 

0,36990 

0,37063 

0,37137 

0,37210 

0,37279 

22« 

0,38705 

0,38786 

0,38871 

0,38956 

0,39040 

0,39119 

23« 

0,40494 

0,40587 

0,40683 

0,40782 

0,40878 

0,40969 

24« 

0,42287 

0,42392 

0,42503 

0,42614 

0,42724 

0,42829 

25« 

0,44084 

0,44203 

0,44328 

0,44455 

0,44580 

0,44699 

26« 

0,45885 

0,46020 

0,46161 

0,46304 

0,46445 

0,46580 

27« 

0,47690 

0,47841 

0,48000 

0,48161 

0,48320 

0,48472 

28« 

0,49500 

0,49669 

0,49846 

0,50027 

0,50206 

0,50377 

29« 

0,51315 

0,51503 

0,51700 

0,51902 

0,52102 

0,52293 

30« 

0,53134 

0,53343 

0,53562 

0,53787 

0,54009 

0,54223 

31« 

0,54959 

0,55189 

0,55432 

0,55681 

0,55928 

0,56166 

32« 

0,56788 

0,57042 

0,57310 

0,57586 

0,57860 

0,58123 

33« 

0,58623 

0,58902 

0,59197 

0,59501 

0,59803 

0,60095 

34« 

0,60463 

0,60769 

0,61093 

0,61427 

0,61760 

0,62082 

35« 

0,62308 

0,62643 

0,62998 

0,63364 

0,63730 

0,64085 

36« 

0,64159 

0,64524 

0,64912 

0,65313 

0,65715 

0,66104 

37« 

0,66016 

0,66413 

0,66836 

0,67273 

0,67718 

0,68141 

38« 

0,67879 

0,68309 

0,68769 

0,69246 

0,69727 

0,70195 

39« 

0,69747 

0,70214 

0,70713 

0,71232 

0,71756 

0,72267 

40« 

0,71622 

0,72126 

0,72667 

0,73231 

0,73801 

0,74358 

41« 

0,73502 

0,74047 

0,74632 

0,75243 

0,75862 

0,76469 

42« 

0,75389 

0,75976 

0,76608 

0,77269 

0,77940 

0,78600 

i   43« 

0,77282 

0,77914 

0,78594 

0,79308 

0,80035 

0,80752 

44« 

0,79182 

0,79860 

0,80592 

0,81362 

0,82149 

0,82926 

45« 

0,81088 

0,81815 

0,82602 

0,83431 

0,84281 

18* 

0,85122 
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9 

a==35« 

a  =  40« 

a  =45« 

a  =  50« 

a==55« 

cc   =60« 

46° 

0,83001 

0,83779 

0,84623 

0,85515 

0,86431 

0,87342 

47« 

0,84920 

0,85752 

0,86656 

0,87614 

0,88601 

0,89585 

48" 

0,86846 

0,87734 

0,88701 

0,89729 

0,90791 

0,91853 

49" 

0,88779 

0,89725 

0,90759 

0,91860 

0,93001 

0,94146 

50° 

0,90719 

0,91725 

0,92829 

0,94008 

0,95232 

0,90465 

51« 

0,92665 

0,93735 

0,94912 

0,96171 

0,97484 

0,98811 

52« 

0,94618 

0,95755 

0,97007 

0,98352 

0,99759 

1,01185 

53« 

0,90578 

0,97784 

0,99115 

1,00550 

1,02055 

1,03587 

54« 

0,98545 

0,99822 

1,01237 

1,02765 

1,04374 

1,06018 

55« 

1,00519 

1,01871 

1,03371 

1,04998 

1,06710 

1,08479 

56« 

1,02499 

1,03928 

1,05519 

1,07248 

1,09082 

1,10971 

57« 

1,04487 

1,05996 

1,07680 

1,09517 

1,11472 

1,13494 

58« 

1,06481 

1,08073 

1,09854 

1,11803 

1,13880 

1,16050 

59« 

1,08482 

1,10159 

1,12042 

1,14108 

1,16325 

1,18638 

60« 

1,10490 

1,12256 

1,14243 

1,16432 

1,18788 

1,21254 

61« 

1,12504 

1,14361 

1,16457 

1,18773 

1,21277 

1,23916 

62« 

1,14525 

1,16476 

1,18685 

1,21134 

1,23792 

1,26606 

63« 

1,16552 

1,18601 

1,20926 

1,23513 

1,26332 

1,29332 

64« 

1,18586 

1,20735 

1,23180 

1,25910 

1,28898 

1,32094 

65« 

1,20626 

1,22877 

1,25447 

1,28326 

1,31491 

1,34893 

66« 

1,22672 

1,25029 

1,27727 

1,30760 

1,34109 

1,37728  . 

67« 

1,24724 

1,27190 

1,30020 

1,33212 

1,36753 

1,40600 

68« 

1,26782 

1,29359 

1,32325 

1,35683 

1,39423 

1,43510 

69« 

1,28846 

1,31537 

1,34642 

1,38171 

1,42119 

1,46457 

70« 

1,30915 

1,33723 

1,36972 

1,40677 

1,44840 

1,49441 

71« 

1,32990 

1,35917 

1,39313 

1,43200 

1,47587 

1,52463 

72« 

1,35070 

1,38118 

1,41666 

1,45739 

1,50359 

1,55522 

73« 

1,37155 

1,40328 

1,44030 

1,48296 

1,53155 

1,58618 

74« 

1,39244 

1,42544 

1,46404 

1,50867 

1,55974 

1,61750 

75« 

1,41339 

1,44767 

1,48788 

1,53455 

1,58817 

1,64918 

76« 

1,43437 

1,46997 

1,51183 

1,56056 

1,61682 

1,68120 

77« 

1,45540 

1,49232 

1,53586 

1,58672 

1,64569 

1,71356 

78« 

1,47647 

1,51474 

1,55999 

1,61302 

1,67476 

1,74625 

79« 

1,49757 

1,53721 

1,58419 

1,03943 

1,70403 

1,77924 

80« 

1,51870 

1,55973 

1,60848 

1,66597 

1,73347 

1,81253 

81« 

1,53987 

1,58230 

1,63283 

1,69261 

1,76309 

1,84609 

82« 

1,56106 

1,60491 

1,65725 

1,71935 

1,79286 

1,87991 

83« 

1,58228 

1,62756 

1,68172 

1,74618 

1,82278 

1,91395 

84« 

1,60352 

1,65024 

1,70625 

1,77309 

1,85281 

1,94821 

85« 

1,62478 

1,67295 

1,73082 

1,80006 

1,88296 

1,98264 

86« 

1,64605 

1,69569 

1,75542 

1,82710 

1,91320 

2,01723 

87« 

1,66734 

1,71844 

1,78006 

1,85418 

1,94351 

2,05194 

88« 

1,68864 

1,74121 

1,80472 

1,88129 

1,97388 

2,08674 

89« 

1,70994 

1,76399 

1,82939 

1,90843 

2,00429 

2,12161 

90« 

1,73125 

1,78677 

1,85407 

1,93558 

2,03472 

2,15662 

Tafel  I:  Werte 

des  Integrals  w  =  F{cp, 
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qp 

«  =  65" 

a=70» 

a=75" 

a  =  80" 

a  =  85"  1 

1 

a=90" 

1« 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

2« 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

3» 

0,05238 

0,05238 

0,05238 

0,05238 

0,05238 

0,05238 

40 

0,06986 

0,06986 

0,06987 

0,06987 

0,06987 

0,06987 

5» 

0,08736 

0,08736 

0,08737 

0,08737   , 

0,08738 

0,08738 

6» 

0,10488 

0,10489 

0,10490 

0,10491 

0,10491 

0,10491 

70 

0,12242 

0,12244 

0,12246 

0,12247 

0,12248 

0,12248 

8« 

0,14000 

0,14003 

0,14005 

0,14007 

0,14008 

0,14008 

9« 

0,15761 

0,15765 

0,15769 

0,15771 

0,15772 

0,15773 

10» 

0,17526 

0,17532 

0,17536 

0,17540 

0,17542 

0,17543 

11« 

0,19296 

0,19304 

0,19310 

0,19314 

0,19317 

0,19318 

12" 

0,21071 

0,21080 

0,21088 

0,21094 

0,21098 

0,21099 

13" 

0,22851 

0,22863 

0,22873 

0,22880 

0,22885 

0,22886 

14" 

0,24636 

0,24652 

0,24664 

0,24674 

0,24680 

0,24681 

15" 

0,26428 

0,26448 

0,26463 

0,26475 

0,26482 

0,26484 

16" 

0,28227 

0,28251 

0,28270 

0,28284 

0,28293 

0,28295 

17" 

0,30034 

0,30062 

0,30085 

0,30102 

0,30112 

0,30116 

18" 

0,31848 

0,31881 

0,31909 

0,31929 

0,31942 

0,31946 

19" 

0,33670 

0,33710 

0,33742 

0,33766 

0,33781 

0,33786 

20" 

0,35501 

0,35548 

0,35586 

0,35615 

0,35632 

0,35638 

21" 

0,37342 

0,37396 

0,37441 

0,37474 

0,37494 

0,37501 

22" 

0,39192 

0,39255 

0,39307 

0,39346 

0,39369 

0,39377 

23" 

0,41053 

0,41126 

0,41186 

0,41230 

0,41257 

0,41266 

24" 

0,42925 

0,43008 

0,43077 

0,43128 

0,43159 

0,43169 

25" 

0,44808 

0,44904 

0,44982 

0,45040 

0,45075 

0,45088 

26" 

0,46704 

0,46812 

0,46901 

0,46967 

0,47008 

0,47021 

27" 

0,48612 

0,48735 

0,48835 

0,48910 

0,48956 

0,48972 

28" 

0,50534 

0,50672 

0,50785 

0,50870 

0,50922 

0,50939 

29" 

0,52470 

0,52624 

0,52752 

0,52847 

0,52905 

0,52925 

30" 

0,54420 

0,54593 

0,54736 

0,54843 

0,54908 

0,54931 

31" 

0,56386 

0,56579 

0,56739 

0,56858 

0,56931 

0,55956 

32" 

0,58367 

0,58582 

0,58760 

0,58893 

0,58975 

0,59003 

33" 

0,60365 

0,60604 

0,60802 

0,60950 

0,61042 

0,61073 

34" 

0,62381 

0,62646 

0,62865 

0,63029 

0,63131 

0,63166 

35" 

0,64415 

0,64707 

0,64950 

0,65132 

0,65245 

0,65284 

36" 

0,66468 

0,66790 

0,67058 

0,67260 

0,67385 

0,67428 

;   37" 

0,68540 

0,68895 

0,69131 

0,69414 

0,69552 

0,69599 

t   38" 

0,70633 

0,71023 

0,71349 

0,71594 

0,71747 

0,71799 

•■       39" 

0,72746 

0,73175 

0,73533 

0,73804 

0,73972 

0,74029 

40" 

0,74882 

0,75352 

0,75745 

0,76043 

0,76228 

0,76291 

41« 

0,77041 

0,77555 

1  0,77987 

0,78313 

0,78517 

1  0,78586 

42" 

0,79224 

0,79786 

0,80258 

0,80617 

0,80841 

0,80917 

43" 

0,81432 

0,82045 

0,82562 

0,82954 

0,83200 

0,83284 

1   44" 

0,83665 

0,84333 

0,84898 

0,85329 

0,85598 

0,85690 

f   45" 

0,85925 

0,86653 

0,87270 

0,87741 

0,88037 

0,88137 
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o:=  65« 

a=  70« 

a=  75« 

a=80« 

«=85« 

a=  90« 

46« 

0,88213 

0,89005 

0,89678 

0,90193 

0,90517 

0,90628 

47« 

0,90529 

0,91390 

0,92124 

0,92687 

0,93042 

0,93163 

48« 

0,92875 

0,93811 

0,94610 

0,95226 

0,95614 

0,95747 

49« 

0,95252 

0,96267 

0,97139 

0,97810 

0,98235 

0,98381 

50« 

0,97660 

0,98762 

0,99711 

1,00444 

1,00909 

1,01068 

51« 

1,00102 

1,01297 

1,02329 

1,03129 

1,03638 

1,03812 

52« 

1,02578 

1,03872 

1,04995 

1,05868 

1,06425 

1,06616 

53« 

1,05089 

1,06491 

1,07711 

1,08665 

1,09274 

1,09483 

54« 

1,07637 

1,09155 

1,10481 

1,11521 

1,12188 

1,12418 

55« 

1,10223 

1,11865 

1,13307 

1,14442 

1,15171 

1,15423 

56« 

1,12848 

1,14624 

1,16190 

1,17430 

1,18229 

1,18505 

57« 

1,15513 

1,17433 

1,19136 

1,20488 

1,21364 

1,21667 

58« 

1,18220 

1,20295 

1,22145 

1,23623 

1,24582 

1,24916 

59« 

1,20970 

1,23212 

1,25223 

1,26837 

1,27890 

1,28257 

60« 

1,23764 

1,26186 

1,28371 

1,30135 

1,31292 

1,31696 

61« 

1,26604 

1,29219 

1,31594 

1,33524 

1,34795 

1,35240  ^ 

62« 

1,29490 

1,32314 

1,34897 

1,37008 

1,38407 

1,38899 

63« 

1,32425 

1,35473 

1,38281 

1,40594 

1,42135 

1,42679 

64« 

1,35409 

1,38699 

1,41753 

1,44288 

1,45989 

1,46591 

65« 

1,38443 

1,41994 

1,45316 

1,48098 

1,49977 

1,50645 

66« 

1,41529 

1,45360 

1,48976 

1,52031 

1,54112 

1,54855 

67« 

1,44668 

1,48800 

1,52738 

1,56096 

1,58404 

1,59232 

68« 

1,47860 

1,52317 

1,56606 

1,60303 

1,62868 

1,63794 

69« 

1,51107 

1,55913 

1,60586 

1,64661 

1,67518 

1,68557 

70« 

1,54410 

1,59591 

1,64684 

1,69181 

1,72372 

1,73542 

71« 

1,57768 

1,63352 

1,68905 

1,73877 

1,77450 

1,78771 

72« 

1,61182 

1,67198 

1,73256 

1,78759 

1,82774 

1,84273 

73« 

1,64653 

1,71132 

1,77743 

1,83844 

1,88370 

1,90079 

74« 

1,68180 

1,75155 

1,82371 

1,89146 

1,94267 

1,96226 

75« 

1,71763 

1,79269 

1,87145 

1,94682 

2,00499 

2,02759 

76« 

1,75401 

1,83473 

1,92073 

2,00470 

2,07106 

2,09732 

77« 

1,79094 

1,87768 

1,97157 

2,06529 

2,14136 

2,17212 

78« 

1,82840 

1,92154 

2,02403 

2,12878 

2,21644 

2,25280 

79« 

1,86637 

1,96630 

2,07813 

2,19538 

2,29694 

2,34040 

80« 

1,90484 

2,01193 

2,13390 

2,26527 

2,38365 

2,43625 

81« 

1,94377 

2,05840 

2,19131 

2,33866 

2,47748 

2,54209 

82« 

1,98313 

2,10568 

2,25035 

2,41569 

2,57954 

2,66031 

83« 

2,02290 

2,15371 

2,31097 

2,49648 

2,69109 

2,79422 

84« 

2,06303 

2,20244 

2,37309 

2,58105 

2,81362 

2,94870 

85« 

2,10348 

2,25178 

2,43658 

2,66935 

2,94869 

3,13130 

86« 

2,14421 

2,30166 

2,50129 

2,76116 

3,09782 

3,35467 

87« 

2,18515 

2,35198 

2,56703 

2,85612 

3,26198 

3,64253 

88« 

2,22627 

2,40265 

2,63357 

2,95366 

3,44116 

4,04813 

89« 

2,26750 

2,45354 

2,70068 

3,05304 

3,63279 

4,74135 

90« 

2,30879 

2,50455 

2,76806 

3,15339 

3,83174 

oo 
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Ci 

K 

a 

K 

a 

K 

1" 

1,57092 

31« 

1,69411 

61« 

2,18421 

2« 

1,57127 

32« 

1,70284 

62« 

2,21319 

30   i 

1,57187 

33«    1 

1,71192 

63« 

2,24355 

4« 

1,57271 

34« 

1,72139 

64« 

2,27538 

5« 

1,57379 

35« 

1,73125 

65«   1 

2,30879 

6» 

1,57511 

36«   1 

1,74150 

66« 

2,34390 

70 

1,57668 

37« 

1,75217 

67« 

2,38087 

8« 

1,57849 

38«   1 

1,76326 

68« 

2,41984 

9» 

1,58054 

39«   1 

1,77479 

69« 

2,46100 

10« 

1,58284 

40«   j 

1,78677 

70« 

2,50455 

11« 

1,58539 

41« 

1,79922 

71« 

2,55073 

12» 

1,58820 

42«   1 

1,81216 

72« 

2,59982 

13« 

1,59125 

43« 

1,82560 

73« 

2,65214 

14« 

1,59457 

44« 

1,83957 

74« 

2,70807 

15« 

1,59814 

.45« 

1,85407 

75« 

2,76806 

16«* 

1,60198 

46« 

1,86915 

76« 

2,83267 

17« 

1,60608 

47« 

1,88481 

77« 

2,90256 

18« 

1,61045 

48« 

1,90108 

78« 

2,97857 

19« 

1,61510 

49« 

1,91800 

79« 

3,06173 

20« 

1,62003 

50« 

1,93558 

80" 

3,15339 

21« 

1,62523 

51« 

1,95386 

81« 

3,25530 

22« 

1,63073 

52« 

1,97288 

82« 

3,36987 

23« 

1,63632 

53« 

1,99267 

83« 

3,50042 

24« 

1,64260 

54« 

2,01327 

84» 

3,65186 

25« 

1,64900 

55« 

2,03472 

85« 

3,83174 

26« 

1,65570 

56« 

2,05706 

86« 

4,05276 

27« 

1   1,66272 

57« 

2,08036 

87« 

4,33865 

28« 

1,67006 

58« 

2,10466 

88« 

4,74272 

29« 

1,67773 

59« 

2,13002 

89« 

6,43491 

30« 

1,68575 

60« 

2,15652 

90« 

00 
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K 

0' 

10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

0« 

—  00 

3,72333 

4,32539 

4,67758 

4,92746 

5,12129 

1» 

5,27966 

5,41356 

5,52955 

5,68187 

5,72339 

5,80619 

2" 

5,88178 

5,95132 

6,01571 

6,07565 

6,13173 

6,18441 

30 

6,23408 

6,28106 

6,32564 

6,36804 

6,40847 

6,44711 

4» 

6,48411 

6,51960 

6,55369 

6,58651 

6,61813 

6,64864 

5« 

6,67813 

6,70664 

6,73426 

6,76103 

6,78700 

6,81222 

6« 

6,83673 

6,86058 

6,88379 

6,90639 

6,92843 

6,94993 

70 

6,97091 

6,99140 

7,01143 

7,03100 

7,05015 

7,06888 

80 

7,08723 

7,10520 

7,12281 

7,14007 

7,15700 

7,17361 

9» 

7,18991 

7,20592 

7,22164 

7,23708 

7,25226 

7,26718 

10« 

7,28185 

7,29628 

7,31048 

7,32446 

7,33821 

7,35176 

11» 

7,36510 

7,37825 

7,39120 

7,40396 

7,41655 

7,42896 

12" 

7,44119 

7,45326 

7,46517 

7,47693 

7,48852 

7,49997 

13» 

7,51128 

7,52244 

7,53346 

7,54436 

7,55511 

7,56575 

14« 

7,57625 

7,58664 

7,59690 

7,60705 

7,61709 

7,62701 

15« 

7,63683 

7,64654 

7,65615 

7,66566 

7,67506 

7,68437 

•16« 

7,69359 

7,70271 

7,71174 

7,72068 

7,72954 

7,73831 

17« 

7,74699 

7,75560 

7,76402 

7,77256 

7,78093 

7,78922 

18« 

7,79743 

7,80558 

7,81365 

7,82165 

7,82958 

7,83744 

19« 

7,84524 

7,85297 

7,86064 

7,86824 

7,87578 

7,88326 

20« 

7,89068 

7,89804 

7,90535 

7,91259 

7,91979 

7,92692 

21« 

7,93400 

7,94103 

7,94801 

7,95493 

7,96180 

7,96863 

22« 

7,97540 

7,98213 

7,98880 

7,99543 

8,00202 

8,00856 

23« 

8,01505 

8,02150 

8,02791 

8,08427 

8,04059 

8,04687 

24« 

8,05311 

8,05931 

8,06547 

8,07159 

8,07767 

8,08371 

25« 

8,08971 

8,09568 

8,10161 

8,10751 

8,11336 

8,11919 

26« 

8,12498 

8,13073 

8,13645 

8,14214 

8,14780 

8,15342 

27« 

8,15901 

8,16457 

8,17010 

8,17559 

8,18106 

8,18650 

28« 

8,19190 

8,19728 

8,20263 

8,20795 

8,21324 

8,21851 

29« 

8,22374 

8,22895 

8,23414 

8,23929 

8,24442 

8,24953 

30« 

8,25461 

8,25966 

8,26469 

8,26969 

8,27467 

8,27963 

31« 

8,28456 

8,28947 

8,29435 

8,29922 

8,30406 

8,30887 

32« 

8,31367 

8,31844 

8,32319 

8,32792 

8,33263 

8,33732 

33« 

8,34199 

8,34664 

8,35126 

8,35587 

8,36046 

8,36502 

34« 

8,36957 

8,37410 

8,37861 

8,38310 

8,38757 

8,39203 

35« 

8,39646 

8,40088 

8,40528 

8,40966 

8,41403 

8,41838 

36« 

8,42271 

8,42702 

8,43132 

8,43560 

8,43987 

8,44411 

37« 

8,45835 

8,45256 

8,45677 

8,46095 

8,46512 

8,46928 

38« 

8,47342 

8,47754 

8,48166 

8,48575 

8,48983 

8,49390 

39« 

8,49796 

8,50200 

8,50602 

8,51003 

8,51403 

8,51802 

40« 

8,52199 

8,52595 

8,52990 

8,53383 

8,53775 

8,54166 

41« 

8,54555 

8,54944 

8,55331 

8,55717 

8,56101 

8,56485 

42« 

8,56867 

8,57249 

8,57629 

8,58007 

8,58385 

8,58762 

43« 

8,59138 

8,59512 

8,59885 

8,60258 

8,60629 

8,60999 

44« 

8,61368 

8,61737 

8,62104 

8,62470 

8,62835 

8,63199 
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a 

0' 

10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

4.6' 

8,63562 

8,63925 

8,64286 

8,64646 

8,65006 

8,65364 

46« 

8,65722 

8,66078 

8,66434 

8,66789 

8,67143 

8,67496 

47« 

8,67848 

8,68200 

8,68550 

8,68900 

8,69249   1 

8,69597 

48" 

8,69944 

8,70291 

8,70636 

8,70981 

8,71326 

8,71669 

49" 

8,72012 

8,72353 

8,72695 

8,73035 

8,73375 

8,73714 

50" 

8,74052 

8,74390 

8,74726 

8,75063 

8,75398 

8,75733 

51" 

8,76067 

8,76401 

8,76733 

8,77066 

8,77398 

8,77729 

52" 

8,78059 

8,78389 

8,78718 

8,79047 

8,79375 

8,79703 

53" 

8,80030 

8,80356 

8,80682 

8,81007 

8,81332 

8,81656 

54" 

8,81980 

8,82303 

8,82626 

8,82948 

8,83270 

8,83591 

55" 

8,83911 

8,84232 

8,84552 

8,84871 

8,85190 

8,85508 

56" 

8,86826 

8,86144 

8,86461 

8,86778 

8,87094 

8,87410 

57" 

8,87726 

8,88041 

8,88356 

8,88670 

8,88984 

8,89298 

58" 

8,89611 

8,89924 

8,90237 

8,90549 

8,90861 

8,91173 

59" 

8,91484 

8,91795 

8,92106 

8,92417 

8,92727 

8,93037 

60" 

8,93347 

8,93656 

8,93965 

8,94274 

8,94583 

8,94891 

61" 

8,95200 

8,95508 

8,95816 

8,96123 

8,96431 

8,96738 

62" 

8,97045 

8,97352 

8,97659 

8,97966 

8,98272 

8,98579 

63" 

8,98885 

8,99191 

8,99497 

8,99803 

9,00109 

9,00414 

64" 

9,00720 

9,01026 

9,01331 

9,01637 

9,01942 

9,02247 

65" 

9,02553 

9,02858 

9,03163 

9,03469 

9,03774 

9,04079 

66" 

9,04385 

9,04690 

9,04996 

9,05301 

9,05607 

9,05912 

67" 

9,06218 

9,06524 

9,06830 

9,07136 

9,07442 

9,07748 

68" 

9,08055 

9,08361 

9,08668 

9,08975 

9,09282 

9,09590 

69" 

9,09897 

9,10205 

9,10513 

9,10821 

9,11130 

9,11439 

70" 

9,11748 

9,12057 

9,12367 

9,12677 

9,12987 

9,13298 

71" 

9,13609 

9,13920 

9,14232 

9,14544 

9,14857 

9,15170 

72" 

9,15484 

9,15798 

9,16113 

9,16428 

9,16743 

9,17059 

73" 

9,17376 

9,17693 

9,18011 

9,18330 

9,18649 

9,18969 

74" 

9,19289 

9,19610 

9,19932 

9,20255 

9,20578 

9,20903 

75" 

9,21228 

9,21554 

9,21880 

9,22208 

9,22537 

9,22866 

76" 

9,23197 

9,23528 

9,23861 

9,24194 

9,24529 

9,24865 

77" 

9,25202 

9,25540 

9,25879 

9,26220 

9,26562 

9,26906 

78" 

9,27250 

9,27597 

9,27944 

9/28294 

9,28645 

9,28997 

79" 

9,29351 

9,29707 

9,30065 

9,30424 

9,30786 

9,31150 

80" 

9,31515 

9,31883 

9,32253 

9,32625 

9,32999 

9,33376 

81" 

9,33756 

9,34138 

9,34523 

9,34910 

9,35301 

9,35694 

82» 

9,36091 

9,36491 

9,36894 

9,37301 

9,37712 

9,38127 

83" 

9,38545 

9,38968 

9,39395 

9,39827 

9,40263 

9,40705 

84" 

9,41152 

i  9,41604 

9,42063 

9,42527 

9,42998 

9,43476 

85" 

9,43962 

9,44455 

9,44956 

9,45466 

9,45985 

9,46514 

86« 

9,47054 

9,47605 

9,48169 

9,48746 

9,49338 

9,49945 

87" 

9,50569 

9,51213 

9,51877 

9,52565 

9,53278 

9,54021 

88" 

9,54798 

9,55613 

9,56472 

9,57384 

9,58359 

9,59412 

89" 

9,60564 

9,61844 

9,63302 

9,65025 

9,67196 

i  9,70342 
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V 

«=0« 

a=10« 

a=20« 

«  =  30« 

«  =  40« 

«  =  50« 

«=60« 

«=70« 

«=80« 

«=90« 

2** 
40 

8" 
10» 

0,03491 
0,06981 
0,10472 
0,13963 
0,17453 

0,03491 
0,06981 
0,10471 
0,13961 
0,17451 

0,03491 
0,06981 
0,10470 
0,13957 
0,17443 

0,03490 
0,06980 
0,10467 
0,13951 
0,17431 

0,03490 
0,06979 
0,10464 
0,13944 
0,17417 

0,03490 
0,06978 
0,10461 
0,13936 
0,17401 

0,03490 
0,06977 
0,10458 
0,13929 
0,17387 

0,03490 
0,06976 
0,10455 
0,13923 
0,17375 

0,03490 
0,06976 
0,10453 
0,13919 
0,17367 

0,03490 
0,06976 
0,10453 
0,13917 
0,17365 

12« 
14« 
16« 

18« 
20« 

0,20944 
0,24435 
0,27925 
0,31416 
0,34907 

0,20939 
0,24427 
0,27914 
0,31401 
0,34886 

0,20926 
0,24406 
0,27883 
0,31357 
0,34825 

0,20906 
0,24374 
0,27836 
0,31289 
0,34733 

0,20881 
0,24335 
0,27777 
0,31205 
0,34619 

0,20855 
0,24293 
0,27714 
0,31116 
0,34496 

0,20830 
0,24253 
0,27655 
0,31032 
0,34381 

0,20809 
0,24221 
0,27606 
0,30963 
0,34286 

0,20796 
0,24200 
0,27575 
0,30917 
0,34224 

0,20791 
0,24192 
0,27564 
0,30902 
0,34202 

22« 

24« 
26« 
28« 
30« 

0,38397 
0,41888 
0,45379 
0,48869 
0,52360 

0,38370 
0,41852 
0,45333 
0,48813 
0,52292 

0,38290 
0,41749 
0,45203 
0,48651 
0,52094 

0,38167 
0,41590 
0,45002 
0,48402 
0,51788 

0,38015 
0,41394 
0,44753 
0,48092 
0,51409 

0,37853 
0,41183 
0,44486 
0,47759 
0,51000 

0,37699 
0,40983 
0,44232 
0,47441 
0,50609 

0,37572 
0,40819 
0,44023 

0,47180 
0,50287 

0,37490 
0,40711 
0,43885 
0,47007 
0,50074 

0,37461 
0,40674 
0,43837 
0,46947 
0,50000 

32« 
34« 
36« 
38« 
40« 

0,55851 
0,59341 
0,62832 
0,66323 
0,69813 

0,55768 
0,59243 
0,62716 
0,66188 
0,69658 

0,55530 
0,58959 
0,62382 
0,65798 
0,69207 

0,55161 
0,58520 
0,61864 
0,65193 
0,68506 

0,54703 
0,57972 
0,61217 
0,64436 
0,67628 

0,54207 
0,57379 
0,60515 
0,fr3612 
0,66671 

0,53733 
0,56811 
0,59841 
0,62820 
0,65746 

0,53341 
0,56340 
0,59280 
0,62159 
0,64974 

0,53082 
0,56028 
0,58909 
0,61720 
0,64459 

0,52992 
0,55919 
0,58779 
0,61566 
0,64279 

42« 
44« 
46« 
48« 
50« 

0,73304 
0,76794 
0,80285 
0,83776 
0,87266 

0,73126 
0,76592 
0,80056 
0,83518 
0,86979 

0,72609 
0,76003 
0,79390 
0,82770 
0,86142 

0,71804 
0,75085 
0,78350 
0,81599 
0,84832 

0,70793 
0,73931 
0,77040 
0,80121 
0,83173 

0,69688 
0,72665 
0,75599 
0,78490 
0,81338 

0,68619 
0,71435 
0,74195 
0,76896 
0,79538 

0,67722 
0,70401 
0,73010 

0,75546 
0,78007 

0,67124 
0,69710 
0,72215 
0,74636 
0,76971 

0,66913 
0,69466 
0,71934 
0,74314 
0,76604 

52« 
54« 
56« 
58« 
60« 

0,90757 
0,94248 
0,97738 
1,01229 
1,04720 

0,90438 
0,93895 
0,97350 
1,00803 
1,04255 

0,89507 
0,92865 
0,96216 
0,99560 
1,02897 

0,88048 
0,91248 
0,94433 
0,97602 
1,00756 

0,86197 
0,89193 
0,92160 
0,95100 
0,98013 

0,84143 
0,86904 
0,89622 
0,92297 
0,94930 

0,82120 
0,84641 
0,87101 
0,89500 
0,91839 

0,80391 
0,82698 
0,84926 
0,87075 
0,89144 

0,79218 
0,81374 
0,83436 
0,85404 
0,87276 

0,78801 
0,80902 
0,82904 
0,84800 
0,8660o 

62« 
64« 
66« 
68« 
70« 

1,08210 
1,11701 
1,15192 

1,18682 
1,22173 

1,07705 
1,11154 
1,14601 
1,18047 
1,21491 

1,06228 
1,09553 
1,12871 
1,16185 
1,19493 

1,03895 
1,07020 
1,10132 
1,13231 
1,16318 

1,00900 
1,03762 
1,06599 
1,09413 
1,12205 

0,97521 
1,00072 
1,02585 
1,05060 
1,07500 

0,94118 
0,96339 
0,98502 
1,00609 
1,02664 

0,91132 
0,93041 

0,94870 
0,96622 
0,98298 

0,89049 
0,90273 
0,92297 
0,93731 
0,95144 

0,88290 
0,89879 
0,91355 
0,92718 
0,93969 

72« 
74« 
76« 
78« 
80« 

1,25664 
1,29154 
1,32645 
1,36136 
1,39626 

1,24935 
1,28377 
1,31818 
1,35258 
1,38698 

1,22796 
1,26094 
1,29389 
1,32680 
1,35968 

1,19394 
1,22459 
1,25516 
1,28565 
1,31606 

1,14977 
1,17731 
1,20467 
1,23189 
1,25897 

1,09907 
1,12283 
1,14631 
1,16954 
1,19255 

1,04668 
1,06624 
1,08537 
1,10410 
1,12249 

0,99900 
1,01431 
1,02896 
1,04300 
1,05648 

0,96417 
0,97590 
0,98667 
0,99650 
1,00543 

0,95106 
0,96126 
0,97030 
0,97815 
0,98481  ^ 
~0,990*2T 
0,994^-.' 
0,997öii 
0,99936 

1,00000 : 

82« 
84« 
86« 
88« 
90« 

1,43117 

1,46608 
1,50098 
1,53589 
1,57080 

1,42137 

1,45575 
1,49013 
1,52451 

1,55889 

1,39254 
1,42537 
1,45819 
1,49100 
1,52380 

1,34641 
1,37672 
1,40699 
1,43723 
1,46746 

1,28594 
1,31282 
1,33963 
1,36640 
1,39314 

1,21538 
1,23805 
1,26061 
1,28310 
1,30554 

1,14057 
1,15841 
1,17606 
1,19359 
1,21106 

1,06948 
1,08207 
1,09435 
1,10642 
1,11838 

1,01354 
1,02091 
1,02768 
1,03401 

1,04011 

Tafel  V:   Werte  von  E  bei  gegebenem  a  =  aresin /;. 


283 


a 

E 

a 

E 

a 

E 

1"     ' 

2« 
3« 

40 

5« 

1,57068 
1,57032 
1,56972 
1,56888 
1,56781 

31« 

32« 

33«    ! 
34« 
35» 

1,46077 
1,45391 
1,44687 
1,43966 
1,43229 

61« 

62« 
63« 
64« 
65« 

1,20154 
1,19205 
1  18259 
1,17318 
1,16383 

6« 
70 

8« 

9« 

10« 

1,56650 
1,56495 
1,56296 
1,56114 
1,55889 

36» 
37» 
38» 
39« 
40» 

1,42476 
1,41707 
1,40924 
1,40126 
1,39314 

66« 

67« 
68« 
69« 
70» 

1,15455 
1,14535 
1,13624 
1,12725 
1,11838 

11« 
12» 
13« 
14« 
15« 

1,55640 
1,55368 
1,55073 
1,54755 
1,54415 

41» 

42« 
43« 
44» 
45« 

1,38489 
1,37650 
1,36800 
1,35938 
1,35064 

71« 

72« 
73« 
74« 
75« 

1,10964 
1,10106 
1,09265 
1,08443 
1,07641 

16« 

17» 
18» 
19» 
20« 

1,54052 
1,53667 
1,53260 
1,52831 
1,52380 

46« 
47» 
48« 
49» 
50» 

1,34181 
1,33287 
1,32384 
1,31473 
1,30554 

76« 
77« 
78» 
79« 
80« 

1,06861 
1,06106 
1,05378 
1,04679 
1,04011 

21« 
22« 
23« 
24« 
25« 

1,51908 
1,51415 
1,50901 
1,50366 
1,49811 

51« 
52» 
53« 
54« 
55« 

1,29628 
1,28695 
1,27757 
1,26815 
1,25868 

81« 
82« 
83« 
84« 
85« 

1,03379 
1,02784 
1,02231 
1,01724 
1,01266 

26« 
27« 
28« 
29« 
30« 

1,49237 
1,48643 
1,48029 
1,47397 
1,46746 

56« 
57» 
58» 
59» 
60» 

1,24918 
1,23966 
1,23013 
1,22059 
1,21106 

86« 
87» 
88« 
89« 
90« 

1,00865 
1,00526 
1,00258 
1,00075 
1,00000 

Fünftes  Kai^itel. 
Anwendungen  der  elliptischen  Functionen. 

Gauss  spricht  gegen  Ende  des  Art.  8  seiner  nachgelassenen  Ab- 
handlung „De  origine  numerorum  mediorum  arithmetico-geometricorum"*), 
welche  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  wie  oben  bemerkt, 
aufs  engste  zusammenhängt,  die  Hoffnung  aus,  dass  durch  diese  Ab- 
handlung Denjenigen,  welche  die  göttliche  Schönheit  der  ewigen  Wahr- 
heiten jener  Entwicklungen  nicht  fassen,  die  jedoch  deren  Wert  aus  ihrer 
Verwendbarkeit  in  verschiedenen  Gebieten  der  angewandten  Mathematik 
zu  schätzen  wüssten,  ein  wärmeres  Interesse  an  den  fraglichen  Ent- 
deckungen verliehen  würde.  Seit  zu  Euler's  Zeiten  die  Rectification 
der  Ellipse  und  Hyperbel  den  Anlass  bot,  tiefer  in  die  Natur  der  „ellip- 
tischen Integrale"  einzudringen,  hat  in  der  That  die  Theorie  der,  ellip- 
tischen Functionen  ebenso  sehr  das  Interesse  des  Theoretikers  gefesselt, 
wie  sie  im  Gebiete  der  Anwendungen  bei  zahlreichen  tiefer  gehenden 
Untersuchungen  zu  einem  wertvollen  Hilfsmittel  wurde. 

Es  ist  hier  nur  beabsichtigt,  von  den  bekanntesten  Anwendungen 
einige  Proben  zu  geben.  Wir  stellen  hierbei  das  Gebiet  der  Geometrie 
voran,  indem  wir  von  der  Beziehung  der  elliptischen  Functionen  zu 
den  „Poncelef sehen  Polygonen'',  sowie  zur  „sphärischen  Trigonometrie'' 
handeln.  Auch  bei  den  dann  folgenden  Untersuchungen,  die  „geo- 
dätischen Linien  auf  dem  Sphäroid"  und  die  „elliptischen  Coordinaten" 
betreffend,  handelt  es  sich  zunächst  um  geometrische  Anwendungen. 
Doch  kommt  die  erstere  Entwicklung  unmittelbar  in  der  Geodäsie, 
letztere  in  verschiedenen  Gebieten  der  mathematischen  Physik  zur 
Geltung.  Aus  der  Mechanik  sollen  das  „sphärische  Pendel"  und  die 
„kräftefreie  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  PunW  behandelt 
werden.  Einige  auf  diese  Gegenstände  bezügliche  litterarische  Nach- 
weisungen sollen  unten  nachgetragen  werden. 

Die  neueren  Lehrbücher  über  elliptische  Functionen  (cf  pg.  175) 

*)  Gauss'  Werke,  Bd.  3  pg.  371. 
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behandeln  in  der  Regel  auch  einige  Anwendungen  derselben.  Wir 
erwähnen  in  dieser  Hinsicht  neben  den  a.  a.  0.  genannten  Büchern  auch 
noch  A.  G.  Greenhill,  The  applications  of  elliptic  functions*).  Allen 
voran  steht  der  zweite  Band  von  Halphen's  „Traite  des  fondions 
elliptiqiies  et  de  leurs  applicatimis"**),  wo  man  über  die  weitverzweigten 
Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  den  umfassendsten  Über- 
blick findet. 

§  1.    Jacobi's  Theorie  der  Poncelet'schen  Polygone. 

In  der  Abhandlung  „Über  die  Anwendung  der  elliptiscJien  Trans- 
cendenten  auf  ein  hekanntes  Problem  der  Elementargeometrie''  ***)  hat 
Jacobi  eine  Theorie  der  alsbald  näher  zu  definierenden  Poncelet'schen 
Polygone  entworfen,  welche  wir  von  den  Additionstheoremen  der  Func- 
tionen snw,  cnw,  Anw  aus  ohne  Mühe  verstehen  werden. 

Wir  knüpfen  an  ein  elliptisches  Integral: 

==  r     ^y 

^      J  yi  —  fc*  sin>  ' 

0 

in    welchem    Ä'^    reell    und  0  <  Ä;^  <  1    ist,    beschränken    w    auf   reelle 
Werte  und  können  demnach  tp  als  reellen  Winkel  deuten.    Der  doppelte 
Winkel  2  9  heisse  1^: 
(\\  iif  =  2(p  =  2  omiv. 

Wir  deuten  ^  als  Bogen  auf  einem  Kreise  vom  Radius  1  und  legen 
zur  Orientierung  in  der  Ebene  dieses  Kreises  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  x,  y  zu  Grunde;  der  Kreismittelpunkt  soll  Nullpunkt  des 
Coordinatensystems  sein,  und  es  soll  xf;  =  0  im  Punkte  x  =  1,  2/  =  0, 
sowie  ^'  =  Y  im  Punkte  x  =  0,  y  =  l  zutreffen,  so   dass  x  =  cos  ^, 

y  =z  sinip  auf  dem  Kreise  gelten  wird. 

Die  reellen  Werte  w  und  diejenigen  von  ^  sind  vermöge  (1)  ein- 
deutig einander  zugeordnet.  Die  reelle  iv-A.xe  wird  damit  auf  die  Kreis- 
peripherie 1- 00 -deutig  bezogen  sein;  die  Punkte  w,  w ^2 K,  iv :{24:K, •  ■  • 
liefern  sämtlich  die  gleiche  Stelle  der  Peripherie;  w  =  ^  liefert  i;  =  7t. 

Man  wähle  jetzt  einen  beliebigen  reellen  Anfangswert  Wq  von  w 
und  einen  gleichfalls  beliebigen  reellen  Zahlwert  s,  welcher  letzterer 
jedoch   dem  Intervall  0  <  s  <  ^  angehören  soll.     Vom  Punkte  Wq  aus 


*)  London  1892.  **)  Paris  1888. 

•**)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  3  pg.  376  oder  Jacobi's  gesammelte  Werke, 
Bd.  1  pg.  278. 


286  V.    Anwendungen  der  elliptischen  Functionen. 

trage  man  auf  der  reellen  w?-Axe  nach  rechts  und  links  unendlich  oft 
die  Strecke  s  ab,  wodurch  die  Punkte  tVQ,  W(^-^  s,  w  -\-  2s,  ifp  +  3g,  •  •  • 
markiert  werden.  Die  zugehörigen  Punkte  der  Kreisperipherie  nennen 
wir  Po,  P+i,...,  wobei  also  P„  dem  Werte  (Wq  -f-  ns)  und  damit  dem 
Winkel: 

(2)  ipn  =  2,<p„  =  2am.  (wq  +  '^s) 

entspricht.  Indem  wir  jeden  Punkt  P„— i  mit  dem  folgenden  P„  durch 
eine  Sehne  des  Kreises  verbinden,  entspringt  ein  diesem  Kreise  ein- 
geschriebenes Polygon.  Wir  stellen  die  Aufgabe,  die  Gestalt  dieses 
Polygons  näher  zu  erforschen. 

Durch  Combination  der  beiden  Formeln  (4)  und  (5)  pg.  250, 
welche  die  Additionstheoreme  für  die  Functionen  cn  und  du  darstellen, 
findet  man: 

cn  (w  +  w^i)  =  cnw  •  cn  Wj^  —  sn  w  ■  sn  w^  •  dn  (iv  -f-  iVj). 

Man  trage  hier  im  speciellen  ein  tv  =  WQ-\-ns,  w^  =  —  tv^  —  (w' — l)s, 
wodurch  man  erhält: 

CnS  =  cos  (pn  cos  (pn  —  \  +  siu  Cpn  siu  (pn—\  du  S, 

(3)  2cns  =  cos(g)„—  (pn-i)  (1  +  dns)  +  co%{(pn-\- cpn-\)  (1  — dns). 

Der  Punkt  P^,  hat  aber  die  Coordinaten  Q,OB2(pm,^va.2(prn,  so  dass 
die  Gleichung  der  Sehne  Pn—iPn  die  Gestalt  gewinnt: 

(4)  X(iOB{(pn  +  cpn-i)  +  2/sin(9)„-f-9D„_i)  —  cos  (qo«  —  fpn-i)  =  0. 

Man  berechne  den  Abstand  des  durch  Q  zu  bezeichnenden  Punktes  der 

Coordinaten: 

/r\  1  —  dn  s  ^ 

von  der  Geraden  (4)  und  findet  nach  einer  Elementarregel  der  ana- 
lytischen Geometrie: 

i**""~rTd^  ^^^^*^^''~^''~^'^  ^^  "^  ^^^^"^  ^^^^^""^  ^"-^^  ^^~^"^^^* 

Da  wegen  0  <  s  <  ^  sowohl  dn  s  wie  cn  s  reell,  positiv  und  <  1  sind, 
so  ergiebt  die  Relation  (3): 

/n\  2  cn  s 

(6)  r  = 


1-f  dns 

Das  Bemerkenswerte  ist,  dass  sowohl  dieser  Äusdruch  von  r  wie  auch  die 
Coordinaten  des  Punktes  Q  allein  von  s  abhängen:  die  sämtlichen  Polygon- 
seiten Pn~xPn  sind  Tangenten  eines  und  desselben  Kreises  mit  dem 
Radius  r  um  den  Mittelpunkt  Q. 

Dieser  neue   Kreis   liegt  gänzlich  innerhalb  des  schon  gezeichneten 
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Kreises  vom  Radius  1  tim  den  NtdlpmiM.  Nennen  wir  nämlich  die 
Abscisse  von  Q,  die  in  (5)  gegeben  ist,  kurz  x  =  —  l,  so  hat  man 
einmal  wegen  0  <  dn  s  <  1 : 

*  —  1  +  dn  s  ^      ' 

'sodann  mit  Rücksicht  auf  die  offenbar  gültige  Ungleichung: 

dn  s. 


cn  s=yi  —  sn  s^  <  l/I 
sowie  wegen  0  <  cn  s  <  1 : 


h^  sn  s^ 


l-{-r  = 


1  —  dn  s  +  2  cn  s 
1  +  dns 


<1 


Wir  haben  damit  folgendes  sehr  elegante  Ergebnis  gewonnen:  Ist  s 
{und  ührkjens  k^)  gegeben,  so  ist,  ganz  gleichgültig  von  ivelchem  Anfangs- 
werte Wq  resp.  ersten  Eclcpunkte  P^  ivir  ausgehen,  das  Polygon  •  •  P_i  Po  Pi  •• 
einfach  dadurch  hestimmt,  dass  seine  Ecken  auf  dem  Kreise  des  Badius  1 
um  den  Nullimnkt  liegen,  während  seine  Seiten  Tangentefn  an  den  mit  s 
und  ¥  eindeutig  bestimmten  Kreis  des 
Badius  r  um  Q  sind.  Figur  80  illu- 
striert die  Construction  unseres  Po- 
lygons. 

Das  erhaltene  Resultat  ist  um 
so  bemerkenswerter,  als  man  k^  und 
s  stets  so  bestimmen  kann,  dass  der 
kleine  Kreis  mit  einem  ganz  beliebigen 
innerhalb  des  grossen  Kreises  ver- 
laufenden Kreise  identisch  wird.  Den 
Fall,  dass  beide  Kreise  concentrisch 
sind,  können  wir  als  elementar  bei 
Seite  lassen;  hier  ist  k^  =  0  zu 
nehmen  und  s  aus  r  =  cos  s  zu  be- 
stimmen.     Sind   aber  beide   Kreise 

nicht  concentrisch,  so  wähle  man  wie  oben  als  x-Axe  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Centren  u.  s.  w.  Es  sind  dann  l  und  r  als  positive, 
der  Bedingung  l  -\-  r  <1  genügende  Grössen  gegeben.  Für  cn  s  und 
dn  s  findet  man: 


(7)  cn  s  = 
so  dass  die  Relation  1 

(8)  ¥  = 


dns 


l  —  l 


1  +  Z> 
dn  s2  =  A;2  (1  —  cns^)  auf  Werte: 


4Z 


{l-\-lY  —  r^ 


^    -(1  +  0^ 
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führt,  die  wegen  1  —  l>  r  positive  eclite  Brüche  sind.  Weiter  be- 
stimmt sich  daraufhin  aus  der  ersten  Gleichung  (7)  mit  Rücksicht 
auf  die  Werteverteiluug  der  Functionen  cn  und  dn  (cf.  pg.  238)  ein- 
deutig ein  zugehöriger,  im  Intervall  0  <  s  <  ^  enthaltener  Wert  s. 
Unsere  Behauptung,  es  gäbe  für  jeden  innerhalb  des  grossen  Kreises 
gelegenen  kleinen  Kreis  ein  Wertepaar  ¥,  s,  ist  damit  bewiesen. 

Poncelet*)  hat  ganz  allgemein  geradlinige  Polygone  betrachtet, 
welche  einem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  zugleich  einem 
zweiten  umgeschrieben  sind,  Polygone,  die  eben  dieserhalb  als  „Pon- 
■  celet'sche"  bezeichnet  werden.  Beide  Kegelschnitte  sollen  keinen  Punkt 
gemein  haben,  und  dabei  soll  der  eine  Kegelschnitt  den  anderen  in 
dem  Sinne  umschliessen,  dass  man  von  den  Punkten  des  ersteren 
(reelle)  Tangenten  an  den  letzteren  soll  ziehen  können,  aber  nicht  um- 
gekehrt von  den  Punkten  des  letzteren  solche  an  den  ersteren.  Übrigens 
ist  die  Poncelet'sche  Construction  nur  scheinbar  allgemeiner  als  der 
oben  entwickelte  Ansatz;  denn  man  kann  zeigen,  dass  ein  solches  Kegel- 
schnittpaar stets  collinear  in  ein  Kreispaar  unserer  Art  transformiert 
werden  kann.  Jacobi's  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  gilt 
demnach  für  alle  Poncelet'schen  Polygone. 

Es  ist  eine  besonders  interessante  Frage,  unter  welchen  Umständen 
sich  die  Construction  eines  einzelnen  Poncelet'schen  Polygons  von  selber 
schliesst.  Tritt  der  Schluss  nach  Construction  von  n  Seiten  ein,  so 
muss  der  Punkt  P„  wieder  mit  dem  ersten  Eckpunkte  P^  identisch 
sein,  sowie  dann  weiter  Pn+i  mit  P^  u.  s.  w. 

Die  Jacobi'sche  Theorie  wirft  auf  diese  Verhältnisse  ein  helles 
Licht.     Man  hat  folgende  Fallunterscheidung  zu  machen: 

1.  Die  Zahl  s  stehe  zu  2K  in  irrationalem  Verhältnis.  Dann 
liefern  keine  zwei  unter  den  unendlich  vielen  Werten  Wq,  «f'olb^s, ••■ 
den  gleichen  Punkt  P  der  Kreisperipherie.  Die  Construction  des 
Poncelet'schen  Polygons  führt  unaufhörlich  zu  neuen  Seiten,  welche 
(wie  man  leicht  beweisen  kann)  den  zwischen  unseren  beiden  Kreisen 
gelegenen  ringförmigen  Bereich  schliesslich  überall  dicht  bedecken. 

2.  Es  bestehe  die  Proportion  s:2K=m:n,  wo  7n  und  n  ganze 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Factor  sind.  Dann  ist  WQ-\-ns  =  Wq-{-  m  •  2K', 
unter  allen  Punkten  P  sind  nur  n  verschiedene  Pq,  Pi,  •  •  •,  Pn-i, 
während  P„  mit  P^  zusammenfällt,  P„+i  mit  P^  u.  s.  w.  Wir  ge- 
langen zu  einem  geschlossenen  Polygone  von  n  Seiten,  welches  sich 
m  Male  um  den  inneren  Kreis  herumwindet.    Interessant  ist,  dass  diese 

*)  Siehe  dessen  grundlegendes  Werk  „Tratte  des  propriäes  projectives  des 
figures"  (Paris,  1822)  pg.  360  ff. 
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Angabe  wieder  von  der  Auswahl  des  ersten  Eckpunktes  Pq  resp.  des 
Anfangswertes  Wq  unabhängig  ist.  Es  entspringt  das  Theorem:  Hat 
man  von  einem  Punkte  Pq  des  äusseren  Kreises  aus  ein  geschlossenes 
in- fach  gewundenes  Poncelefsches  Polygon  von  n  Seiten  gewonnen,  so 
liefert  jeder  andere  auf  dem  äusseren  Kreise  gelegene  Anfangspunkt  Pq 
ein  m-fach  gewundenes  Poncelefsches  n-Eck.  Es  ist  hiermit  eines  der 
Hauptergebnisse  der  Poncelet'schen  Theorie  ausgesprochen. 

§  2.    Sphärische  Trigonometrie  und  elliptische  Functionen. 

Die  Werte  der  Jacobi'schen  Functionen  mit  reellen  Argumenten  iv 
und  reellem  Modul  k^  gestatten  eine  sehr  interessante  Deutung  durch 
die  trigonometrischen  Functionen  der  Seiten  und  Winkel  sphärischer 
Dreiecke.  Diese  Beziehung  zwischen  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen und  der  sphärischen  Trigonometrie  entdeckte  Lagrange*)  aus 
der  Analogie  in  der  Bauart  von  Formeln,  welche  in  den  beiden  ge- 
nannten Disciplinen  auftreten.  Es  soll  sich  hier  nur  um  die  Grund- 
lagen der  gedachten  Beziehung  handeln,  wobei  wir  zur  Abkürzung  der 
Darstellung  von  einigen  gleich  zu  nennenden  beschränkenden  Voraus- 
setzungen Gebrauch  machen. 

Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  der  wir  etwa  den  Radius  1  geben, 
sei  ein  sphärisches  Dreieck  gezeichnet,  dessen  Seiten  und  Winkel 
durchgehends  <  n  sein  mögen.  Die  Seiten  sollen  (p^,  <p.j.,  9)3  heissen, 
die    ihnen    gegenüberliegenden  Winkel    bez.  il^j^,  xp^,  ta-     Zufolge    des 

Sinussatzes  ist: 

.  .  sinipi  sini/jj  sim/)g 

^  /  sin  qpj         sin  qpj         sin  qpg 

Der  gemeinsame  Wert  dieser  drei  Quotienten  werde  k  genannt: 
(2)       sin  ^^  =  k  sin  (p.^,     sin  tlj.^  =  k  sin  q)^,     sin  il)^  =  k  sin  9)3, 

und  es  soll  die  beschränkende  Annahme  gemacht  werden,  dass  k  <\  ist. 
Man  kann  diese  Forderung  in  die  Ungleichung: 


(3) 


TT 


< 


-J  —  tr 


v  =  1,  2,  3 


kleiden  und  findet  so  z.  B.,  dass  rechtwinklige  Dreiecke  ausgeschlossen  sind. 
Um  jedoch  weitere  Angaben  über  die  Dreiecke  mit  k  <1  zu 
machen,  nehmen  wir  an,  ein  einzelnes  solches  Dreieck  habe  wenigstens 
einen  spitzen  Winkel,  etwa  i;^.  Die  gegenüberliegende  Seite  (p^  ist 
alsdann  >  f^^.     Denken   wir  daher  vorerst  das  Kugelzweieck  mit  den 


*)  Siehe    das    Kapitel   XI   im    ersten   Teile   von  Lagrange's  „Theorie  des 
fonctions  analytiques^'  (Paris,  1813),  Oeuvres,  t.  9. 

Fr  icke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  19 
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beiden  Winkeln  V'i  gezeichnet^  so  giebt  es,  wie  ein  Blick  auf  Figur  81 
lehrt,  wegen  cp^  >  ^^  zwei  einander  symmetrische  Scharen  von  Dreiecken 
mit  diesen  gj^,  ^j.  Einer  dieser  Scharen  gehört  das  gedachte  Dreieck 
an.     Ein  rechtwinkliges  Dreieck  kommt  in  keiner  der  beiden  Scharen 


Fig.  81. 


vor;  und  eben  deshalb  erkennt  man  wieder  unmittelbar  aus  der  Figur, 
dass  in  jedem  fraglichen  Dreiecke  neben  ip^  noch  ein  spitzer  Winkel 
auftritt,  während  der  dritte  Winkel  stumpf  ist. 

Man  bemerke  nun,  dass  ein  sphärisches  Dreieck  längs  jeder  Seite 
ein  benachbartes  Dreieck  besitzt,  welches  mit  jenem  zusammen  ein 
sphärisches  Zweieck  ausmacht.  Die  Bestimmungsstücke  zweier  solcher 
benachbarten  Dreiecke  können  aufs  leichteste  aus  einander  berechnet 
werden,  und  insbesondere  haben  beide  immer  dasselbe  Je.  Unter  den 
drei  benachbarten  Dreiecken  unseres  oben  gegebenen  Dreiecks  ist  nun 
offenbar  eines  enthalten,  welches  drei  stumpfe  Winkel  hat.  Merken 
wir  somit  den  folgenden  (übrigens  nicht  umkehrbaren)  Satz  an:  Ein 
sphärisches  Brdeck  mit  k<l  hat  entweder  drei  stumpfe  Winkel,  oder 
zwei  Winkel  sind  spitz  und  d&r  dritte  ist  stumpf. 

Es  ist  hiernach  keine  wesentliche  Einschränkung  mehr,  wenn 
wir  uns  zunächst  zur  Betrachtung  eines  Dreiecks  mit  drei  stumpfen 
Winkeln  wenden. 

Die  Beziehung  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wird  als- 
dann dadurch  vermittelt,  dass  wir  unter  Benutzung  des  hier  vorliegenden 
Wertes  k  für  die  Seiten  des  Dreiecks: 

(4)         cp^  =  am  (w^,  k%     (p^  =  am  {w^,  ¥),     cp^  =  am  {w^,  k^) 

ansetzen,  wobei  die  Argumente  w^,  die  dem  Intervall  0  <  w;^  <  2K  an- 
gehören sollen,  mit  (p^  eindeutig  bestimmt  sind. 
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Aus  fy>Y  folg*'  cosipy<.0.     Aus  (2)  aber  ergiebt  sicli: 

Da  nun  die  Function  dn  tv  bei  reellem  Ä;  <  1  für  alle  dem  Intervall 
0  <Cw  <,2K  angehörenden  Argumente  w  reell  und  positiv  ist  (pg.  238), 
so  entspringt  als  erstes  Ergebnis:  Die  Cosinus  der  Winkel  ipv  des  sphä- 
rischen Dreiecks  steuert  sich  in  den  Argumenten  Wy  vermöge  der  Function 
dn  IV  so  dar: 

(5)     cos  ti  =  —  dn  w^f     cos  ^g  =  —  dn  tv^,     cos  ^3  ==  —  dn  «t'g. 
Aus  den  Additionsformeln  (3),  (4),  (5)  pg.  250  entnehmen  wir: 

cn  (w^  -\-  W2)  ~\~  dn  (w-^  -f-  iv^)  s}iu\  sn  W2  ==  cn  Wj^  cn  W2, 
cn  (u\  +  w^)  •  k^  sn  w^  sn  iv.2  +  dn  («(7^  -f"  ^^2)  =  dn  w?^  dn  w^ , 
zwei  Gleichungen,  welche  wir  auch  in  die  Gestalt  setzen  können: 
cn  {u\  +  W2)  +  dn  (ti\  -\-  lo.^  sin  cp^  sin  (p^  =  cos  9?^  cos  (p^ , 
cn  (?6'i  4"  ?f  2)  sin  T^j  sin  i/'g  -|-  dn  (ti\  -\-  n\^  =  cos  i\  cos  i/'g  • 

Sieht    man   diese  beiden  Gleichungen   als   solche  für   die  Unbekannten 
cn  (Wj -f~  ^2)?  du  («t'i -|- «fg)   ^n,   so  erscheinen    diese  in  9)^,  ^j.^,  i/^i,   ^2 
eindeutig  bestimmt,  da  die  Determinante  der  Gleichungen  (6): 
1  —  sin  (p^  sin  cp^  sin  i^^  sin  ^/»g  >  ^ 

ist.      Andrerseits   folgert    man    aus    dem    Cosinussatz    der    sphärischen 

Trigonometrie: 

cos  9)3  —  cos  i/?3  sin  cp^  sin  (p^  =  cos  q)^  cos^jg, 
cos  953  sinV'i  sini^g  —  cos  ^3  =  cosi/'^  cosi/'g. 

Die  Übereinstimmung  der  Structur  zwischen  diesen  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie entnommenen  Gleichungen  und  den  eben  aus  den  Additions- 
formeln der  elliptischen  Functionen  abgeleiteten  Relationen  liegt  auf 
der  Hand;  und  in  der  That  waren  es  derartige  Analogien,  welche, 
wie  berichtet,  zuerst  Lagrange  erkannte.  Sehen  wir  in  (7)  Bestimmungs- 
gleichungen für  cos  9)3  und  — cost^3,  so  liegen  genau  dieselben  Coeffi- 
cienten  wie  bei  cn  (w^  -}-  «^"g)  und  dn  (tv^  -\-  102)  in  (6)  vor;  es  folgt: 

cn  (wi  -f-  W2)  =  cos  9)3  =  cn  tv^ ,     dn  {tv^  -{-  iv^)  =  —  cos  ^^  ==  dn  iv^ . 

Da  nun  it\  -f-  w^  im  Intervall  zwischen  0  und  AK  gelegen  ist,  so  ergiebt 
sich  aus  diesen  Gleichungen  bei  der  Werteverteilung  der  Functionen 
cn  w  und  dn  tv  für  reelle  iv,  dass  entweder  iv^  -}-  Wg  =  tv^  oder 
w^  -\-  W2  =  4iK — w^  stattfindet.  Beide  Fälle  schliessen  sich  aus,  da 
w^  <^2K  ist.  Wäre  nun  tv-j^  -\-  tv^  =  W'g,  so  würde  eine  der  bisherigen 
genau  analog  gebaute  Überlegung  auf  iv^  +  *^3  =  «^^2   und  damit  auf 

19* 
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Wi  =  0  führen,  was  unmöglich  ist,  oder  aber  auf  w^  -\-  %\  ==  AK  —  iv^ 
und  damit  auf  iv^  =  2K,  was  gleichfalls  unbrauchbar  ist.  Es  entspringt 
so  das  Hauptresultat,  welches  hier  abgeleitet  werden  sollte:  Für  die 
Seiten  jedes  durchaus  stumpfwinkligen  sphärischen  Dreiecks  mit  k<l 
besteht  die  Relation: 

(8)  w^  -^  w^  -\-  Wq  =  4  K. 

Von  hieraus  sieht  man  ein,  dass  die  Additionsformeln  der  elliptischen 
Functionen,  d.  i.  Gleichungen,  welche  die  Functionen  von  {w^  ~\-  w.^  mit 
denen  von  w^  und  w^  einzeln  verbinden,  insgesamt  auch  als  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  gedeutet  werden  können. 

Wir  kommen  endlich  nochmals  auf  eines  der  drei  mit  unserem 
stumpfwinkligen  Dreieck  benachbarten  Dreiecke  zurück  und  wenden 
auf  dieses  gleich  wieder  die  bisherigen  Bezeichnungen  g?^,  i^^,  w^  an. 
Seien  etwa  xl;^  und  f^  die  beiden  spitzen  Winkel;  man  gewinnt  dann 
aus  (3)  für  unser  Dreieck  leicht: 

(9)  Wi-{-w^=  Ws, 

da  in  der  That  die  obigen  Seiten  gj^,  cp^  jetzt  durch  ihre  Supplemente 
zu  ersetzen  sind. 

Das  sphärische  Dreieck  liefert  hier  offenbar  ein  Mittel,  bei  An- 
gabe   von    ¥,   (p^  =  am  iv^    und    (p^  =  am  w^    durch    Construction   zur] 

Kenntnis  von  9)3  =^  am  (w-^  -\-  iv^  zu  gelangen. 
Man  bestimme  nämlich  ^^  aus  sin^^=Ä;sing)^ 
und  zeichne,  wie  Figur  82  ausführt,  das 
sphärische  Dreieck  mit  einem  Winkel  ^j 
und  zwei  Seiten  cp^,  cp^,  wobei  der  von  den 
beiden     letzteren     eingeschlossene     Winkel 

>  Y  sein  muss.     Die  dritte  Seite  AB^  des 

Dreiecks  liefert  dann  903  =  am  (w^  -\-  w^.  In 
Figur  82  ist  die  gleiche  Construction  noch 
mehrfach  wiederholt.  Von  B^  aus  ist  unter 
Fig.  82.  stumpfem    Winkel    gegen    AB^    die    Seite 

B^B^  =  gjj   erneut   eingetragen  und  von  B^ 

aus  wieder  unter  stumpfem  Winkel  gegen  AB^  wiederum  B^^  =  ip^ 

gemacht  u.  s.  w.     Man  erkennt  sofort,  dass 

AB^  =  am  (2wi  +  w^),     AB^  =  am  (3wj^  +  w^),  ■  •  ■ 

zutreffen  wird.  Diese  Construction  leistet  hiernach  in  beschränkterem 
Umfange  dasselbe,  wie  diejenige  des  Poncelet'schen  Polygones,  welches 
zum  vorliegenden  k  und  zu  s  =  Wj^,  Wq  =  w^  gehört. 
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§  3.    Geodätische  Linien   auf  dem   abgeplatteten  Rotationsellipsoid. 

T.  Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

Eine  zunächst  beliebige  Oberfläche  sei  in  rechtwinkligen  Coordi- 
dinaten  X,  y,  z  durch  f{x,  ij,  z)  =  0  gegeben.  Zwischen  zwei  auf 
dieser  Fläche  gelegenen  Punkten  P^  und  Pg  sei  ein  elastischer  Faden 
gespannt,  der  gezwungen  sein  soll,  längs  seines  ganzen  Verlaufes  der 
Fläche  anzugehören.  Der  Faden  habe  eine  Lage  angenommen,  in 
welcher  sich  jeder  seiner  Punkte  im  Gleichgewicht  befindet.  Würde 
man  alsdann  unter  Festhaltung  von  P^  und  Pg  dem  Faden  auf  der 
Oberfläche  eine  Verschiebung  erteilen,  so  muss,  wie  die  letztere  auch 
vollzogen  wird,  zunächst  eine  Dehnung  des  Fadens  eintreten.  Der 
Faden  stellt  hiernach  eine  Verlindungslinie  von  P^  und  P^  dar,  welche 
im  Vergleich  m  allen  in  seiner  nächsten  TJmgelung  gleichfalls  auf  der 
Fläche  von  P^  nach  P^  laufenden  Linien  eine  „kürzeste"  ist.  Eine  Curve 
dieser  Art  heisst  eine  „geodätische  Linie"  auf  der  Fläche  f{x,  y,  2)  =  0. 

Wir  denken  uns  den  gespannten  Faden  als  eine  Kette  von  Punkten, 
von  denen  sich  je  zwei  benachbarte  in  Richtung  ihrer  Verbindungs- 
geraden anziehen.  Unter  drei  consecutiven  Punkten  wird  sonach  der 
mittlere  von  den  beiden  äusseren  mit  zwei  Kräften  angezogen,  deren 
Richtungen  in  der  Ebene  durch  jene-  drei  Punkte,  d.  i.  in  der  zum 
mittleren  Punkte  gehörenden  Osculationsebene  der  geodätischen  Linie 
gelegen  sind.  Die  Resultante  beider  Kräfte  wird  gleichfalls  dieser 
Ebene  angehören.  Aber  diese  Resultante  ist,  da  sich  der  Punkt  im 
aieichgewicht  befindet,  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  f(x,  y,  ^)  =  0 
gerichtet.  Wir  gelangen  damit  zu  einer  rein  geometrischen  Definition 
der  geodätischen  Linien:  Eine  auf  der  Fläche  f{x,  y,  z)  =  0  gelegene 
Curve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  ihrer  Osculationsebenen  die 
zugehörige  Flächennormale  enthält,  heisst  eine  geodätische  Linie  der  Fläche. 

Die  Normalebene  der  geodätischen  Linie  im  einzelnen  Punkte 
enthält  offenbar  gleichfalls  die  zugehörige  Flächennormale.  Man  kann 
demnach  die  ausgesprochene  Eigenschaft  der  geodätischen  Linien  auch 
dahin  formulieren,  dass  der  Schnitt  der  Normal-  und  Osculationsebene, 
d.  i.  die  Hauptnormale  der  Curve  an  der  einzelnen  Stelle,  mit  der  Flächen- 
normale zusammenfällt. 

Aus  dieser  letzteren  Angabe  leiten  wir  die  Differentialgleichungen 
der  geodätischen  Linien  ab.  Die  Coordinaten  x,  y,  z  des  einzelnen 
Curvenpunktes  fassen  wir  als  Functionen  der  Bogenlänge  s,  gerechnet 
von  irgend  einem  Anfangspunkte  auf  der  Curve,  auf.  Dann  zeigt  man 
in  den  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  Raumgeometrie,  dass 
die  Richtungscosinus    der  Hauptnormale    sich    gerade   so    zu    einander 
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verhalten,  wie  '^^  :  ^  :  '^j,-  Andererseits  verhalten  sich  die  Richtungs- 
Cosinus  der  Flächennormale  an  der  einzelnen  Stelle  x,  v  z  wie 
'di'd^'Tz'  ^^^  Differentialgleichungen  der  geodätischen  Linien  auf  der 
Fläche  f{x,  y,  z)  =  0  entspringen  somit: 

unter  x  einen  (von  x,  y,  z  abhängenden)  Proportionalitätsfactor  versta.nden. 
Man    wende    diesen  Ansatz    auf   den  Fall   an,    dass   die  gegebene 
Fläche  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  ist,  und  setze: 

(2)  f(x,  y,  z)  =  I  b'  (^2  +y')  +  Y  «'^'  -  1  «'^' ' 

wo  26  die  auf  der  ^-Axe  des  Coordinatensystems  gelegene  Rotations- 
axe  und  2a  die  grosse  Axe  bedeuten,  und  wo  a>b  ist.  Die 
Differentialgleichungen  für  die  geodätischen  Linien  auf  dem  abgeplatteten 
BotationseUipsoid  (2)  sind: 

Durch  Combination  der  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
d'y  d^x      ,  d  (    dy  dx\ 

"^Ts^-ydV^-dsV^-rs-ydsl^^^' 

Die  Integration  liefert  von  hieraus: 
CA^  dy  dx 

wo  c  eine  längs  der  einzelnen  geodätischen  Linie  constante  Grösse  ist. 
Um  die  Bedeutung  von  c  zu  erkennen,  projicieren  wir  das  Bogen- 
element  ds  auf  die  xy-Ehene-,  die  Projection  sei  ds^  =  ds  ■  cosrj,  unter 
7]  den  Neigungswinkel  von  ds  gegen  die  ^r^z-Ebene  verstanden.  Das 
Element  ds,  verbindet  die  Punkte  {x,  y),  {x  -{- dx,  y  +  dy).  Diese 
beiden  Punkte  liefern  mit  dem  Nullpunkte  des  Coordinatensystems  ein 
Dreieck,  dessen  doppelter  Inhalt  bekanntlich  durch  ±(xdy  —  ydx) 
gegeben  ist.  Verstehen  wir  andererseits  unter  p  den  senkrechten  Ab- 
stand des  Nullpunktes  von  der  durch  ds,  festgelegten  Geraden,  so  ist 
jener  doppelte  Inhalt  auch  durch  pds,  darstellbar.  Es  folgt  demnach 
cds  =  ±p  cos r] ds,  so  dass  c=  ±pGosrj  gilt.  Der  geometrischen  An- 
schauung entnehmen  wir  damit  das  Resultat:  Es  ist  c  jedenfalls  absolut 
nicht  grösser  als  die  halbe  grosse  Axe  a: 

(5)  \c\£a. 

An   einer  solchen  Stelle,   wo   die  geodätische  Linie  eine  zur  xy-Ebme 
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parallele  Tangente  besitzt,  hat  diese  Unie  die  Entfernung  \c\  von  der 

z-Axe. 

Um  in  der  Integration  unserer  Differentialgleichungen  fortzufahren, 

bemerke  man  nun,  dass  folgende  Gleichung  identisch  gilt: 
Hier  kann  man  setzen: 

Es  entspringt  eine  Relation,  welche  nach  kurzer  Zwischenrechnung 
die  nachfolgende  getvöhnliche  Differentialgleichung  für  2^  als  Function 
von  s  liefert: 

a^  —  b^  (d{z^)\^__        L        g' J 

IL  Darstellung  der  geodätischen  Linien  durch  elliptische 

Functionen. 

Die  Gleichung  (6)  bietet  Anlass  zur  Einführung  der  elliptischen 
Functionen.  Wir  berechnen  erstlich  drei  reelle  Grössen  e^,  e^,  e^  ver- 
schwindender Summe  durch: 

(7)  ^'  =  ..-^,       (=^1^^^^  =  .,-^.. 

Aus  a  >  &  und  a  ^  1  c  I  folgt  in  Übereinstimmung  mit  den  aUgemeinen 
Festsetzungen  von  pg.  216  die  Ungleichung  e,<e^<e.,.  Wir  setzen 
weiter: 

(8)  ^^^^'  =  e,-i9{u). 

Dabei  muss  p(u)  reeU  und  <^e^  sein.  Andererseits  folgt  aus  der 
an  Gleichung  (4)  angeschlossenen  Betrachtung,  dass  für  alle  Punkte 
der  einzelnen  geodätischen  Linie  x^-\-y^>^  c^  und  also  z^  £  -,  {a^  —  c^) 
ist.  Die  zweite  Gleichung  (7)  liefert  somit  p{u)^e,.  Merken  wir 
also  an:  Die  in  (8)  eingeführte  Function  p{u)  hat  reelle,  dem  Intervall 
Ci  <p{u)<.  63  angehörende  Werte.  In  Anschluss  an  Figur  62  pg.  217 
setzen  wir  demnach  m  ==  «' -f  ^  und  dürfen  alsdann  u  als  reelle 
Variabele  auffassen. 
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Die  Differentialgleichung  (6)  transiPormiert  sich  jetzt  auf  die  Form: 

Benutzt  man  die  zwischen  piu)  und  p' (u)  bestehende  Relation  und 
führt  die  Bogenmessung  auf  der  Curve  so  ein,  dass  s  mit  dem  reellen 

Argumente  u'  =  u  —  ~  gleichzeitig  wächst,  so  ergiebt  sich  als  Biffe- 

rcntialgleichung  für  die  Bogenlänge  s  der  geodätischen  Linie: 

(9)  .  ds  =  (e^  —  p{u))du. 
Die  Integration  der  Gleichung  (6)  soll  jetzt  in  der  Art  ausgeführt 

werden,  dass  wir  u  =  u  —  y  als  unabhängige  und  unbeschränkte  reelle 

Variabele  ansehen  und  die  zugehörigen  Werte  ^  und  s  als  Functionen 
von  u  resp.  u'  darstellen.  Zur  Vereinfachung  der  Formeln  wollen  wir 
hierbei  noch  einen  weiteren  constanten  Wert  Uq  des  Argumentes  u 
einführen,  der,  in  die  Gleichung  (8)  eingetragen,  0  =  h  liefert  und  also 
dem  Scheitelpunkte  des  EUipsoides  entsprechen  würde: 

(10)  a^-h^  =  e,-p{u,). 

Einen  eindeutig  bestimmten  Wert  Uq  dieser  Art  finden   wir  z.  B.  auf 

der  imaginären  u-Axe  zwischen  -x-^^i   und   Wi;    dieser  Wert  Uq  werde 

gewählt.     Für  «^  ==  y  wird  s^  zu  einem  Maximum.     Von  dieser  Stelle 

der  geodätischen  Linie  werde  der  Bogen  s  gemessen.  Aus  (8)  und  (9) 
ergiebt  sich  dann  sofort:  Im  Argumente  u  stellen  sich  die  z-Coordinate 
und  die  Bogenlänge  s  der  geodätischen  Linie  durch  die  folgenden 
Gleichungen  dar: 


\s  =t{u)  +  e^u 


Vi  —  Y^^^ 


Um  diese  Formeln  numerischen  Berechnungen  zugänglicher  zu 
machen,  rechnen  wir  sie  auf  die  Jacobi'schen  Functionen  um.  Wir 
berechnen  aus  (7)  nach  den  Formeln  (7)  pg.  235  zugehörige  positive 
echte  Brüche  Je  und  h'  und  setzen  übrigens: 


tv  =  u'Ye,  -e,  =  (ti—  1)  Ye,  -  e, ,     w,  =  (ii^  ~  ^)  /^ 
Aus  pg.  251  entwickelten  Formeln  entnehmen  wir  noch: 

<p{u)  -  .3  =  {e,  -  ^3) ^1=J  =  {e,  -  .3)  cn  w^, 
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während    aus    der  ebendort  unter  (5)   angegebenen  Relation  zwischen 
g(w)  und  dem  Legendre'schen  Integral  zweiter  Gattung: 


10 

E{fp,Tc)  ^  f(l  —  ¥  smv') 


dw 


sich  ohne  Mühe  die  Gleichung  folgern  lässt: 

Da  Wq  auf  der  imaginären  w-k^Q  zwischen  0  und  iK'  liegt,  so  ist 
cnwo  reell  und  positiv  (cf.  Formel  (15)  pg.  239).  Indem  wir  demnach 
für  m;  =  0  die  Coordinate  s  positiv  wählen,  ergeben  sich  als  Ausdrücke 
von  3  und  s  durch  die  Legendre-JacoM sehen  Functionen: 

,    cn  iO  &    -n  /         7  \ 

(12)  ^  =  ^^^'      s^-j.E(g^,Jc).- 

Um  jetzt  auch  x  und  y  zu  berechnen,    entwickeln  wir  zunächst 
aus  (7)  und  (10)  die  Darstellungen  von  a^  und  c^: 

nq^  n^  —  P—  n(u  ^       c^  —  (^i-^^^o))("^-^"^^^»^) . 

(^13)  a  —e.^  —  <p(UQ),       c  —  e^-io{u,) 

Erweitert  man  in  der  zweiten  Formel  rechts  mit  {<<p{u^  —  e^  und 
multipliciert  mit  —  4,  so  folgt: 

/«  ■  N2  _  4  ijp  (M^,)  —  Ci)  (p  (Mq)  —  e^)  {p  (%)  —  e^)  ^  /     P'i%)     y 
^^^^>'  ~  {<p(u,)  -  e,)'  \p{tCo)  -  es) 

Das  Vorzeichen  von  e  wird  zufolge  Formel  (4)  davon  abhängen,  ob 
die  Masszahl  s  des  Bogens  vom  gewählten  Anfangspunkte  w  =  0  nach 
der  einen  oder  anderen  Seite  positiv  gerechnet  wird.  Wir  wählen 
c  >  0,  indem  wir: 

(14)  2ic  = 


p'  K) 

setzen;  denn  ^^'(^o)  i^t  negativ  imaginär  und  p{Uq)  reell  und  <e^. 
Nun  folgt  aus  (8)  und  (10): 

(15)  x'  +  y'  =  ^,{h^'-^')==-^^.iP(^)-p(%))- 

Die  linke  Seite  schreiben  wir  als  Product  der  beiden  Grössen 
X  =  x  -{-  iy,  Y=  X  —  iy  und  finden  unter  Benutzung  einer  pg.  223 
aufgestellten  Relation : 

(16)  '-^"^  =  ?(Ä0  =  ^("  +  «")  +  «••  -  "»)  -  '^«- 
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Andrerseits  hat  man: 

^  lotr  (^\  —   YdX—XdY  _  2i(xdy  -  ydx)         2icds 
"  '°S  \  YJ  XY -XY =  -XY  • 

Den  Zähler  2icds  wandele  man  jetzt  vermöge  (14)  und  (9)  um 
während  man  für  den  Nenner  die  Gleichungen  (15)  sowie  (13)  und  (10) 
benutze;  es  folgt: 

—  los  (~)  =      ^'^^«^  ^W  -  e, 

du     ö  \ r;        e,-p (u,)    p (u)  -  p (u,) ' 

Deuten  wir  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  für  beliebige  complexe 
Variabele  u,  so  stellt  dieselbe  eine  zweiwertige  doppeltperiodische 
Function  dar.  Letztere  wollen  wir  nach  der  pg.  197  entwickelten 
Regel   durch   das   Integral   zweiter   Gattung  ^  ausdrücken,   indem   wir 

den  (übrigens  elementaren)  Grenzfall  u^  =  ^  einstweilen  ausschliessen. 

Unsere  Function  Avird  an  allen  mit  u^^  und  —  u^  äquivalenten  Stellen 
einfach  unendlich;  sie  gestattet  also  nach  der  genannten  Regel  die 
Darstellung: 

Atiu  —  Wo)  —  Ä^(u  +  Uq)  +  B, 

wo  Ä  und  B  von  u  unabhängig  sind.  Die  Differenz  p(u)  —  ^(^o) 
ist    in    nächster    Nähe    von    u^    gleich   p' (uq)  {u  —  Uq)-,    demnach   ist 

Ä  =  —  1.  Zur  Bestimmung  von  B  setzen  wir  ^t  =  — ,  wo  unsere 
darzustellende  doppeltperiodische  Function  verschwindet;  es  folgt: 

B=-2t{u,-fj-ri,. 

Man  hat  also  folgende  Gestalt  der  fraglichen  Function: 

^  log  (I)  =  t(u  +  u,)  -  Uu  -  %)  -  2t[u,  -  f)  -  rj,. 

Die  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (16)  ergiebt: 


^=e(«-».)-5W  +  s(«„-^)  + 


2  ' 

Hl 

2 


Die  Integration  nach  u  kann  hier  unmittelbar  geschehen  und  führt 
vermöge  (4)  pg.  186  auf: 

log  X  =  log  S {u  +  u,)  -  log  6  (u)  -  u[t{u,  -^  ^?)  +  f  ]  4-  C,, 

log  Y=\og6(u  —  u,)  -  log  6  (u)  +  u[t{u,  _  ^)  +  I]  4-  (7„ 

unter    C^  und  Cg   zwei   von   u  unabhängige   Grössen   verstanden.     Die 
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für  X  und   Y  selbst   sich   ergebenden   Ausdrücke   kleiden   wir   in    die 
Gestalt:  ^ 


(17) 


^i6(«)G(t*o)^ 


_      6(^-t^o)  ^4- (""""?) +1] 


^2S(m)  5K)^ 


wo  Ci,  Cg  zwei  neue  von  ii  unabhängige  Grössen  sind. 

Diese  Constanten  q,  Cg  müssen  so  bestinamt  werden,  dass  für  die 
Torschriftsmässigen  Werte  von  u  reelle,  der  Gleichung  (15)  genügende 
Werte  x,  y  aus  (17)  entspringen.     Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn: 

ist,  und  wenn  ausserdem  X  und  Y  complexe  Zahlen  gleicher  absoluter 
Beträge  sind;  denn  zufolge  der  ersteren  Bedingung  ist  XY  reell  und 
positiv,  so  dass  in  der  That  reelle  x,  ij  sich  ergeben  werden.  Mit 
Rücksicht  auf  (11)  pg.  202  liefert  die. letzte  Gleichung: 


a^  —  b' 


(18)  c,c^  =  — 

während   sich  andrerseits   die  Forderung  der  Gleichheit  der  absoluten 
Beträge  von  X  und  Y  in  Gestalt  der  Bedingung  darstellt: 

5(^-^o)     .L'"[^("»"?)+t]|. 

S(M  +  Mo)         I  1 

Um  zunächst  diese  letzte  Gleichung  zu  discutieren,  so  setze  man  wieder 
M  =  w'  +  Y  und  entnehme  aus  (12)  pg.  189: 

6  (h'  +  ^^  —  Wo)  =  —  e^^^'''-^o)6{u'  -  Y  —  «o)  • 

Da  u'  reell  ist,  jedoch  co^  und  u^  rein  imaginäre  Werte  haben,  so  sind 
zufolge  (12)  pg.  193  die  Werte  von  S  (m'  —  'l  —  %)  ^^^  ^  ("'  +  "2^  +  ^'0) 
conjugiert  complex  und  also  von  gleichen  Beträgen.  Da  ausserdem  t]^ 
gegenwärtig  rein  imaginär  ist,  so  können  wir  aus  der  zuletzt  an- 
gegebenen Gleichung  unter  Rückkehr  zur  Bezeichnung  ti  den  Schluss 
ziehen : 

iS(tt  — Wo) 


I  6  (?*  -f  Uo) 


—  ß—  ni  "0. 


Weiter  bemerke  man,  dass  ^(w«  —  y)  +  f  ®^°®"  ^^^''  imaginären  Wert 
hat.     Ist   nämlich   für   den  Augenblick   «0   ^^^in   imaginär   variabel,   so 
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haben  wir  eine  Function  mit  reellem  Differentialquotienten—^,?(ttj,  —  "^V 
Für  Uq  =  0  aber  verschwindet  jene  Function,  wie  man  aus  der  Gleichung 
t{u  —  Og)  -f.  £;(_  it)  +  7^2  =  0  leicht  folgert.  Da  endlich  die  für  uns 
in  Betracht  kommenden  Werte  2u  den  imaginären  Bestandteil  co^  be- 
sitzen, so  folgt: 


=  e 


—  J/l  Mo  +  f» 


■'W--f)+l] 


Diese  Gleichung  im  Verein  mit  der  Bedingung  (18)  liefert: 

vi    _  ^L!f2 1  ^ r^-  /»  "'A  j-  '^^1 


Co   = 


^  „¥"-?['■("-?) +f] 


Va^ 


wo  y  ein  willkürlich  wählbarer  reeller  Winkel  ist. 

Durch  Eintragung  dieser  Werte  c^,  c^  in  (17)  kommen  wir  end- 
lich zum  gewünschten  Resultat:  Die  Coordinaten  x,  y  der  Punkte 
unserer  geodätischen  Linien  sind  als  Functionen  von  u  durch  die 
Gleichungen  gegeben: 


(19) 


x-{-iij  = 


=  ^e^^iu-^u,)    -^^-  («-¥)  W-?)  +f] 


■j/a2_&2  5(M)S(Mj 


X  —  *i/  =  — 


_  ae-r'    6(„-„„)  _^+  (.-"-)  [c(..-?)  +f] 


l/a2_ö2  6(^t)6(Wo) 

Diese  Gleichungen  im  Verein  mit  der  in  (12)  gegebenen  Dar- 
stellung von  0  liefern  das  endgültige  Ergebnis  der  Integration  der 
unter  I  entwickelten  Differentialgleichungen  der  geodätischen  Linien; 
es  haben  sich  dabei  die  beiden  Integrationsconstanten  Uq  und  y  oder, 
was  auf  dasselbe  hinausläuft,  c  und  y  eingefunden. 

III.  Verlauf  der  geodätischen  Linien. 

Von  den  beiden  Integrationsconstanten  c  und  y  ist  die  letztere 
als  unwesentlich  anzusehen.  Zwei  Curven  mit  gleichen  c,  aber  ver- 
schiedenen y  sind  congruent  und  können  durch  Drehung  um  die  ^-Axe 
in  einander  übergeführt  werden.  Wählen  wir  zur  näheren  Discussion 
etwa  y  =  —  : 

X  -{-  llj  = )     "I     »(  .  e         2  \  2/L-\°       2/^2j 


(20) 


ztj  = 


ai 


5(l^i^./f°+(-?)['(--?)+f] 


j/a«  — &«G(m)SK 
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SO   kommt   dies,  wie  man  leicht  näher  nachweist,  darauf  hinaus,   dass 

die  geodätische  Linie,  dem   Weiie  m  =  y  entsprecJiend ,  in  der  xz- Ebene 

einen  ersten  höchsten  Punkt  hekommt.  Die  Entfernung  dieses  Punktes 
von  der  Rotationsaxe  ist  durch  c  gegeben.  Wir  werden  gleich  sehen, 
dass  die  geodätische  Linie  weitere  höchste  Punkte  mit  dem  gleichen  2 
und  also  derselben  Entfernung  c  von  der  ^-Axe  bekommt.  Vorgreifend 
können  wir  also  sagen:  Die  geodätische  Linie  ist  durch  die  Lage  eines 
ihrer  höchsten  Punkte  bereits  vollständig  bestimmt. 

Zum   Zwecke   weiterer   Angaben   machen    wir   Gebrauch    von    der 
Formel  (cf.  (2)  pg.  224): 


1/,M 


(21) 


mit  deren  Hülfe  sich  die  Gleichungen  (20)  so  darstellen: 

(^  4-  iw  _      «^     gi(^'  +  ^0  .  ,-"'^1"»-?)  +'i] 

unter   u'   wie   bisher   die   reelle    Variabele   (u — —)  verstanden.     Nun 

ist  61  (m)  eine  gerade  Function  von  u.  Bei  Zeichenwechsel  von  u' 
tauschen  sich  demnach  {x  +  iy)  und  (x  —  iy)  aus,  während  z  un- 
verändert bleibt.  Die  in  Discussion  gezogene  geodätische  Linie  zeigt  einen 
bezüglich  der  xz- Ebene  symmetrischen  Verlauf. 

Lassen  wir  u  oder  u'  um  (o^  wachsen,  so  wechselt  z  sein  Zeichen, 
während  {x  +  iy)  und  (x  —  iy)  bez.  in  sich  selbst,  multipliciert  mit 
den  beiden  conjugiert  complexen  Factoren: 

Übergehen.     Es  sind  nämlich,  wie  wir  sahen,  Uq  und  du^  —  yj  -|-  y 

rein  imaginär,  rj^  und  co.^  aber  reell.  Man  kann  sagen,  der  Übergang 
von  u  zu  {u  -\-  G)^)  komme  hinaus  auf  eine  Drehung  des  Punktes  {x,  y,  z) 
um  die  z-Axe  durch  den  reellen  Winkel: 

(22)  t  =  %(—  ^^o)  +  «2«"[^(wo  —  y)  +  f]; 

vereint  mit  der  Spiegelung  des  Punktes  an  der  ä;?/- Ebene.  Bei  dieser 
Transformation  geht  die  geodätische  Linie  in  sich  selbst  über.  Sie 
wird  demnach  abwechselnd  oberhalb  und  unterhalb  der  xy-Ebene  ver- 
laufen und  übrigens,  gerade  wie  die  Sinuslinie,  durch  periodische  Wieder- 
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holung  congruenter  Stücke  entstellen,  deren  einzelnes,  etiva  dem  Intervall 
0^m'^2(ö2  entsprechendes,  aus  vier  teils  symmetrischen,  teils  con- 
gruenten  Vierteln  besteht.  Als  Bogenlänge  eines  einzelnen  Viertels  be- 
rechnet man   aus  (12)  den  Wert  jiE,  unter  E  die  durch  (4)  pg.  271 

dargestellte  Periode   des  Integrals  zweiter  Gattung  verstanden*). 

In  den  beiden  Grenzfällen  c  =  0  und  c  =  a  kommen  wir  zu  ele- 
mentaren   Verhältnissen.      Den     ersten    Fall    treffen    wir,    wenn    wir 

lim.Mo  ==  -^  setzen  und  die  ek  aus  a'^=  e^  —  e^,  y^=  e^  —  e^  berechnen. 
Der  Grenzwert  von  uMq  —  ^~\  wird  in  diesem  Falle  gleich  ^^~,  so 

dass  die  Formel  (22)  vermöge  der  Legendre'schen  Relation  (1)  pg.  199 
für  ^  den  Wert  %  liefert.  Die  rechten  Seiten  der  Formeln  (21)  werden 
zufolge  (5)  pg.  225  einander  genau  entgegengesetzt,  so  dass  notwendig 
ic  ==  0  sein  muss:  Die  geodätische  Linie  ist  im  Grenzfalle  c  ==  0  die 
durch  x  =  0  ausgeschnittene  Meridiancurve  unseres  Belationsellipsoides. 

Im  anderen  Falle  (c  ==  a)  stellt  die  geodätische  Linie  den  Äquator 
des  Ellipsoides  dar,  d.  h.  den  durch  die  ä;^- Ebene  ausgeschnittenen 
Kreis.  Es  ist  wichtig,  dass  wir  den  zugehörigen  Grenzwert  des 
Winkels  ^  berechnen.  Dies  ist  deshalb  etwas  umständlich,  weil  im 
gedachten  Falle  lim.  (e^  —  e^)  =  0  ist  und  also  die  pg.  254  besprochene 
Ausartung  der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  vorliegt. 

Soll  aber  lim.  (e^  —  e^)  =  0  sein,  so  lehrt  die  erste  Formel  (7): 

lim.  e^  =  lim.  63= ^  h^,      lim.  ^2  =  -^  h^. 

Die  Gleichung  (10)  im  Verein  mit  der  letzten  Formel  (4)  pg.  254 
ergiebt  weiter  nach  kurzer  Zwischenrechnung**): 

lim.  fK)  =  T^'-^'  =  -Y  +  H''""  ^V  ' 

*)  Steht  der  Wert  i/;  zu  jr  in  einem  rationalen  Verhältnis,  so  schliesst  sich 
die  geodätische  Linie  und  besteht  aus  endlich  vielen  congruenten  Stücken.  Wir 
bemerken  jedoch  nebenher,  dass  selbst  in  diesem  Falle  die  geodätische  Linie 
keine  algebraische  Cnrve  vorstellt,  vorausgesetzt,  dass  nicht  einer  der  beiden 
im  Texte  sogleich  näher  zu  betrachtenden  Grenzfälle  c  =  0  und  c  =  a  vorliegt. 
**)  Man  bemerke,  dass  sich  die  eben  citierte  Formel  so  schreiben  lässt: 


-<")--ä['-'(»'"3"'] 


Setzt  man  hier  u  =  ~  ein,  so  folgt: 


Vt 


*  CO, 


woraus  die  im  Texte  für  lim.  i^j  (11^)  angegebene  Gleichung  leicht  folgt. 
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Wir  berechnen  hieraus: 

mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  wegen  des  positiv  imaginären 
Wertes  Hq  der  Wert  tg^^  selber  positiv  imaginär  ist.  Nun  liefert 
die  zweite  Gleichung  (4)  pg.  254: 

H»o  -  f)  -  ij  («« ~  i)  =  s;  '*«  l^  "  t)  =  -  s;  's  ^ ' 
^  ^  ,,(- ,:«,)  +  o.,i[g(«„  - 1)  +  f  ]  =  -  «■  tg^  =  I  ^. 

Wir  haben  also  das  Ergebnis:  Für  lim.  c  =  a  nimmt  der  Winkel  t/; 
den  Grenzwert  —%  an. 

Die  Abhängigkeit  des  Winkels  i^  von  c  ist  deshalb  eine  nicht 
ganz  einfache,  weil  bei  veränderlichem  c  nicht  nur  Uq,  sondern  auch 
die  e,,  und  also  die  Perioden  co^,  a^-^  %,  rj.^  variabel  sind.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Angabe,   dass  ip   stetig  von  jr  bis  —tc  abnimmt, 

falls  c  von  0  bis  a  wächst.  Zeichnen  wir  die  den  Gleichungen  (21)  ent- 
sprechenden Linien  für  alle  c  des  Intervalls  0  <  c  <  a  von  ihren 
höchsten,  in  der  x^-Ebene  gelegenen,  Punkten,  bis  sie  zum  ersten  Male 
den  Äquator  erreichen,  so  erscheint  der  durch  x>0,  y>0,  0>O 
charakterisierte  Octant  des  Ellipsoids  schlicht  bedeckt  von  geodätischen 
Linien,  welche  auf  diesem  Octanten  längs  des  durch  y  =  0  dargestellten 
Ellipsenquadranten  beginnen  und  längs  des  Äquators  zwischen  den 
beiden  Punkten  x  =  a  cos^ ,  y  =  a  sin^  und  x  =  0,  y  =  a  endigen. 

Wir  berechnen  endlich  noch  das  Azimut  einer  einzelnen  geodä- 
tischen Linie  in  einem  ihrer  Punkte  P;  hiermit  ist  der  Winkel  a  ge- 
meint, welchen  die  geodätische  Linie  in  Richtung  wachsender  Bogen  s 
gegen  den  nach  dem  Pole  0  =  -\- h  gerichteten  Meridian  von  P  bildet. 
Offenbar  kann  man  siua  auch  als  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der 
geodätischen    Linie    und    dem    Parallelkreis    von    P    auffassen.      Jene 

T    TT  1 L  •       ^^   ^y   ^^ 

besitzt  bezüglich  der  Coordinatenaxen  die  Kichtungscosmus  ^,  -^-,  ^ , 

dieser  hat  als  solche 7^^=-,  -7==>  ö.    Wir  gewinnen  direct: 

sin«  = 


SO    dass   die  Benutzung   der   Gleichung  (4)   auf  den   Satz  führt:    Bas 
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Azimut    einer    zum    Werte  c    gehörenden   geodätischen    Linie   in    ihrem 
einzelnen  Punkte  (x,  y,  z)  bestimmt  sich  aus: 


(23) 


sin«  = 


hc 


x^-{-y^        aYb^—  z^ 


Da  man  hiernach  aus  den  Coordinaten  von  P  und  der  Grösse  von  a 
das  zugehörige  c  berechnen  kann,  so  folgt  noch:  Jede  geodätische  Linie 
ist  aus  einem  einzelnen  ihrer  Bogenelemente  hereits  vollständig  bestimmt. 

Beispiel.  Ihre  wichtigste  Anwendung  finden  die  vorstehenden  Entwick- 
lungen innerhalb  der  Geodäsie  bei  Betrachtung  der  geodätischen  Linien  auf  dem 
Erdsphäroid.     Wir  wollen  die  entwickelten  Formeln  hierauf  anwenden. 

Man  hat  dabei  mit  einem  von  der  Kugel  nur  wenig  abweichenden  Rotations- 
ellipsoid zu  thun,  und  zwar  gilt  nahehin  a  :  &  =  293  :  292.  Etwas  genauer  hat 
man,  wenn  der  Halbmesser  a  des  Äquators  gleich  1  gesetzt  wird,  für  die  halbe 
Erdaxe  b  und  für  das  Quadrat  der  Excentricität  s  eines  einzelnen  Meridians: 


b  =  0,996639 


s«  =  0,006710  ■ 


Die  Orientierung  auf  der  Erdoberfläche  geschieht  durch  die  „Länge"  X  und 
„Breite"  ß  des  einzelnen  Punktes  P.     Jene  können  wir  unter  Beibehaltung  des 

bisherigen  Coordinatensystems  sofort  durch  X  ==  arc  tg  —  definieren.  Unter  ß  aber 
soll  die  sogen,  „reducierte  Breite"  des  Ortes  P  verstanden  sein,  gegeben  durch 
ß  =  arc  cos r,  unter  r  =yx^-\-y^  den  Radius  des  Parallelkreises  von  P  ver- 
standen. Unter  Breite  ß'  im  gewöhnlichen  Sinne  ver- 
steht man  den  Neigungswinkel  einer  in  P  auf  dem 
Sphäroid  errichteten  Normalen  gegen  die  Äquatorebene. 
Figur  83  erläutert  diese  Verhältnisse  in  der  Meridian- 
ebene von  P;  man  findet  leicht,  dass  z  =  b  sinß  und 
ig  ß  =  b  tg  ß'  ist,  so  dass  zwischen  Äquator  und  Pol  ß 
immer  etwas  kleiner  als  ß'  ausfällt. 

Die  einzelne  geodätische  Linie  auf  dem  Erdsphäroid 
geben  wir  jetzt  durch  die  Breite  ß^  eines  ihrer  höchsten 
Punkte ;  von  hieraus  folgt  dann  sogleich  c  =  cos  /J„ . 
Für  die  Constanten  der  einzelnen  geodätischen  Linie  hat 
man  erstlich : 


Fig.  83. 


e,  —  e,  =  f ' 


sin^^o»        €^  —  6^  =  1 


Die  Division  der  zweiten  Gleichung  durch  die  dritte  liefert  den  Integralmodul  k\ 

Für  ßo<~  ist  Ä;«  <  s'-  und  also: 

Ä;«<  0,006710  •  •  •; 

man  hat  sonach  hier  durchgängig  mit  den  Werten  ^-«  und  q  zu  thun,  für  welche 
die  Reihenentwicklungen  der  elliptischen  Functionen  gut  convergieren. 
Ist  /Jq  gegeben,  so  bestimmt  sich  u^  aus: 

P(Mo) 

PK)  =  e,-  s'^  cos*^, ,        w„  =  ^i  +    l-~======JL=====  , 

2        J  ^V{t~e,){t~e,){t~e,) 
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wo  t  eine  Integrationsvariabele  ist  imd  das  Integral  längs  der  reellen  t-Axe  zu 
erstrecken  ist.  Für  Länge,  Breite  und  Azimut  des  einzelneu  Punktes  der  zuge- 
hörigen geodätischen  Linie  hat  man  dann  die  Darstellungen: 

.     -  S,(«')  .  cosjSo 

sm  ß  =  sm  ß,,    -,    '  ,        sm  a  =  '--■  ■ 

'^  '^"  Sj  (w  )  cos  ß 


§  4.    Confocale  Flächen  zweiten  Grades  und  elliptische  Coordinaten. 

Es  seien  a,  h,  c  drei  reelle  positive  Grössen,  welche  die  Bedin- 
gungen a  '>hy-  c  befriedigen,  und  es  bedeute  A  einen  variabelen  reellen 
Parameter.     Deuten  wir  die  Gleichung: 

(^)  a^—l  +  W"^^  ^~  c"*'=^  ^  ^ 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z,  so  gewinnen  wir  ein  sogen. 
„System  confocaler  Flächen  zweiten  Grades".  Des  näheren  gewinnen  wir 
eine  Schar  von  EUipsoiden,  welche  für  sich  genommen  bereits  den 
ganzen  Raum  ausfüllen,  falls  wir  den  Parameter  A  von  —  oo  bis  c^ 
wachsen  lassen.  Für  lim.  ?,  =  c^  wird  das  Ellipsoid  unendlich  flach 
und  geht  in  das  doppelt  überdeckte  Innere  der  „Focalellipse" : 

(")  a^—c''  ~^  b^  —  c^  ^ 

über.  Den  Werten  A  des  Intervalls  c^  <  A  <  6^  entsprechen  einschalige 
Hyperboloide,  deren  Schar  wieder  den  ganzen  Raum  ausfüllt.  An  der 
Grenze  lim.A  =  c^  dieses  Intervalls  kommt  das  doppelt  überdeckte  Äussere 
der  Ellipse  (2)  als  unendlich  flaches  Hyperboloid,  während  wir  an  der 
anderen  Grenze  lim.  A  =  h'^  den  zwischen  den  Zweigen  der  „Foealhyperhel" : 

gelegenen  Teil  der  a:^- Ebene,  doppelt  überdeckt,  als  unendlich  flaches 
einschaliges  Hyperboloid  gewinnen.  Die  beiden  übrigen  Stücke  der 
iC;s;-Ebene  liefern,  wieder  doppelt  bedeckt,  den  Grenzfall  eines  Hyper- 
boloids mit  zwei  Mantelflächen.  Es  reiht  sich  für  6^  <  A  <  «^  eine 
ganze  Schar  solcher  Hyperboloide  an,  welche  gleichfalls  wieder  für 
sich  genommen  den  ganzen  Raum  ohne  Lücke  ausfüllt.  Den  Werten 
k'^  a^  entsprechen  keine  reellen  Flächen  zweiten  Grades. 

Durch  jeden  Punkt  P  des  Raumes  zieht  je  eine  Fläche  der  drei 
genannten  Arten  hindurch.  Das  EUipsoid  durch  P  habe  A^  als  Wert  des 
Parameters,  dem  einschaligen  Hyperboloid  durch  P  komme  A^,  xlem  zwei- 

Frioke,  analyt.-fnnctionenth.  Vorlosungen.  2ü 


SOG  V.    Anwendungen  der  elliptischen  Functionen. 

schaligeu  Hyperboloid  durch  P  der  Wert  A3  zu.  Es  werden  alsdann 
die  Ungleichungen  gelten: 

(4)  ^1  ^  c2  ^  A2  ^  &2  ^  A3  ^  a\ 

Biese  drei  Werte  A^,  Ag,  A3  hemchnet  man  als  die  elliptischen  Coordi- 
naten  des  Punktes  P.  Die  in  Rede  stehenden  drei  Flächen  schneiden 
sich  aber  ausser  in  P  noch  in  weiteren  sieben  Punkten,  welche  aus  P 
durch  fortgesetzte  Spiegelung  an  den  Coordinatenebenen  entstehen. 
Sind  (x,  y,  z)  die  Coordinaten  von  P  im  ursprünglichen  System,  so 
sind  die  Coordinatentripel  aller  dieser  acht  Punkte  offenbar  durch 
(ib^;  +2/?  dl^)  gegeben,  zu  bilden  für  alle  acht  Zeichencombinationen: 
Bas  einzelne  in  Übereinstimmung  mit  (4)  gewählte  System  elliptischer 
Coordinaten  (A^,  X^,  A3)  liefert  immer  acht  Punkte  (+  x,  +  «/;  ib  '^) 
des  Baumes. 

Die   beiderlei   Coordinaten   {x,  y,  z)  und  (A^,  k^,  A3)   von  P  sind 
verbunden  durch  die  drei  Gleichungen: 

/r'\  00^  W^  Z^ 

^^■^  ^^zrx.  +  öi-ZT.  +  ^nri.  =  1;  ('■=1.2,8).. 

t  i  i 

Die  Subtraction  zweier  unter  diesen  Gleichungen  von  einander  liefert: 

W  («.  _  X.)  (a^  -  A,)  ^  (&«  -  X.)  (b'  -  ;i,)  +  ic'^  _  A.)  (c*  -IT)  -  ^ • 

Nun  hat  man  für  die  Richtungswinkel  ai,  ßi,  7,-  der  Normalen  des 
EUipsoides  resp.  einschaligen  oder  zweischaligen  Hyperboloides  in  P 
die  Proportion: 

cos  Ui :  cos  /3,: :  cos  yi  = 


l  l  l 

Nach  (6)  gilt  also  die  Gleichung: 

cos  a,:  cos  Uk  -\-  cos  /3j  cos  ßj,  +  cos  y;  cos  j/^.  =  0, 

d.  h.  die  drei  Normalen  stehen  auf  einander  senkrecht.  Bas  System  der 
confocalen  Flächen  (1)  lesteht  hiernach  am  drei  Scharen  einander  attmt- 
halhen  orthogonal  schneidender  Flächen  zweiten  Grades. 

Giebt  man  x,  y,  z,  so  bestimmen  sich  A^,  Ag,  A3  als  die  drei 
Wurzeln  der  für  A  cubischen  Gleichung  (1).  Die  folgende  Gleichung 
wird  demnach  in  A  identisch  bestehen: 

(.._A)(6^-A)(c^-A)[^^^  +  ^^^  +  ^_l] 

=  (A  _  AJ  (A  -  AJ  (A  -  A3). 

Indem  wir  der  Reihe  nach  A  =  a^,  h",  c-  eintragen,  entspringen  folgende 
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Darstellungen    der    recJitwinJcligen    in    den    elliptischen    Coordinaten    des 

einzelnen  Punktes: 

,        (a«-^,)(a*-i,)(a«-i3) 


(ö*  —  a*)  (c*  —  a^) 

7 

(b^ 

-l,){b'-J.,)ib'- 

-^,) 

(««  — ö*)(c«  — &*) 

7 

ic' 

-K)(c'-X,){e'- 

■h) 

(7)  p/  = 

l  ^  (a*  —  c«)  (&*  —  c*) 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  können  nun  in  interessanter  Weise 
mit  den  elliptischen  Functionen  in  Zusammenhang  gebracht  werden. 
Wir  berechnen  erstlich  drei  reelle  Grössen  e^  verschwindender  Summen 
aus: 

(8)  ^3  —  e^  =  a^  —  ¥,     e^  —  e^  =  a^  —  c^,     e.^  —  er,  =  h^  —  c^; 

wir  gewinnen  die  mit  den  Ungleichungen  e^  <  Cg  <  e^  in  Übereinstim- 
mung befindlichen  Werte: 

e,  =  \ia'  +  V-  +  c')-a\ 


e.^^^(a'^r^  +  c') 


Wir  bestimmen  ferner  für  das  einzelne  System  elliptischer  Coordinaten 
^i;  ^2  7  ^3  ^^^^  Functions  werte: 

p(u,)  =  i- («2  +  62  +  c')  _  A,,  {.  =  1, 2, 8). 

woraus  wir  unter  Rücksicht  auf  die  drei  voraufgehenden  Gleichungen 
gewinnen : 

(9)  p(Ui)  —  6^  =  0^  —  A/,    p(ui)  —  e^  =  c^  —  X;,    p{ui)  —  eci  =  h^ — h. 

Hiernach  haben  wir  den  Bedingungen  (4)  entsprechend  die  Un- 
gleichungen : 

(10)  pM^e,>p{u,)^es>p(u^)^e^. 

Solche  Werte  p  werden  wir  z.  B.  dadurch  gewinnen,  dass  wir  für  u^ 
in  der  w- Ebene  die  Verbindungsgerade  der  Funkte  u  =  0  und  u  =  -^ 
als  Intervall  festsetzen,  für  u^   die  Verbindungsgerade   der  Punkte  -* 

und  ~,  endlich  für  u.^  diejenige  der  Punkte  y  ^^^  'i;' 

Für   die   rechtwinkligen  Coordinaten  des  einzelnen  Punktes  erhält 
man  aus  (8)  und  (9)  die  Darstellungen: 

20* 
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(11) 


M5 )  --  ^i)  (^K)  —  ^i)  (^(^a)  —  gl) 
(«1  —  ^i)  (^1  —  es) 

(Pi^i)  —  ej  (PK)  —  Cg)  G-?(m3)  -  63) 


(P(«*i) 


(es  —  ej  (e,  —  e^) 

^2)   (P(«*2)  — Cj)  (^(Ms) 


''.) 


(eg  —  e^)  (e^  —  e,) 

Die  Einführung  der  Jacobi'schen  Functionen  gestattet  die  Dar- 
stellung der  X,  y,  z  selbst.  Den  Argumenten  u^,  u^,  u^  sollen  w^,  w^, 
Wq  entsprechen.  Wir  verstehen  ferner  unter  f^,  s^^  fg  die  Excentrici- 
täten  der  drei  Büschel  confocaler  Kegelschnitte^  welche  die  Coordinaten- 
ebenen  aus  dem  Plächensystem  (1)  ausschneiden: 

(12)  s,  =  -{-  yw^^^ 


+  Va' 


=  +Vo 


Die  Formeln  (11)  pg.  237  ergeben  alsdann  nach  kurzer  Zwischen- 
rechnung folgende  Darstellungen  der  reclikvinldigen  Coordinaten  der 
Funkte  des  Raumes  als  elUptisclie  Functionen  dreier  Argumente  w^,  w^,  w^: 


(13) 


X  = 


Ich'       snWj  snWj  sntt'g  ' 


fj        dn«7j  dnWg  dniPg 

iTcTc'      snWj  snwj  snWg 


Z  = 


kk' 


cnWj  cn«-j  cn?i'g 
snw,  sn^r„  snu\ 


Die  Werte  h  und  h'  sollen  in  diesen  Formeln  positiv  fixiert  sein. 

Während  einem  Wertsystem  u^,  u^,  Mg  immer  acht  Punkte  des 
Raumes  zugeordnet  waren,  ist  es  ein  Vorzug  der  Formeln  (13),  dass 
dem  einzelnen  Wertsystem  w^,  w^,  w^  ein  einziger  Punlä  {x,  y,  z)  ent- 
spricht. Indessen  müssen  wir,  um  die  gesamten  Punkte  des  Raumes 
zu  gewinnen,  die  oben  für  w^,  u^,  Mg  ausgewählten  geradlinigen  Inter- 
valle je  verdoppeln.  Würden  wir  an  der  bisherigen  Beschränkung 
festhalten,  so  würde  aus  der  Werteverteilung  der  Jacobi'schen  Func- 
tionen  .r  ^  0,  y  <,Q,  z  <,0  folgen,  so  dass  wir  nur  erst  einen  Raum- 

.  octanten  beherrschen  würden.  Wir 
wollen  vielmehr  jetzt  die  Intervalle 
der  w^,  u\,  w^  nach  Massgabe  der 
Figur  84  wählen,   d.  h.  es  soll  iv^ 


iK' 

W'j 

^'3 

w^ 

IL\ 

w,. 

•K 


T^^VfC' 


o  K  reell  und  absolut  nicht  grösser  als 

i^ig-  ß4.  K  sein  u.  s.  w.    Mit  w.^  wird  dem- 

nach auch  iv-[  =  —  w^  dem  vor- 
geschriebenen Intervall  angehören,  mit  w'g  auch  w^  =Wc^-\;^2K  für 
das  eine  der  beiden  Zeichen,  mit  w^  endlich  w^  =  —  w^  -j-  2iK'. 
Man   zeigt   dann   aus   den    Grundeigenschaften   der  Jacobi'schen  Func- 
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tionen  leicht:  Der  Ersatz  von  (w^,  w^,  iv^)  durch  (w^^,  tv^,  iv^')  M^^ 
von  {x,  y,  z)  zu  {—x,  y,  z),  derjenige  von  (:ii\,  iv„  w.,)  durch  (w^,  tv,',  w.;) 
führt  von  {x,  y,  z)  zu  {x,  —y,  z),  endlich  folgt  heim  Ersatz  von  (w„  tv„  tv,) 
durch  {iv;,  w^,  W3)  den  Übergang  von  {x,  y,  z)  zu  {x,  y,  —  0). 

Wählt  man  tv^  speciell  und  lässt  ausserdem  nur  noch  iv^'  =  —  iv^ 
zu,  während  w^  und  w^  ihre  IntervaUe  unabhängig  von  einander  durch- 
laufen, so  beschreibt  der  Punkt  (x,  y,  z)  die  Oberfläche  eines  iv^  zu- 
geordneten Ellipsoids  (und  entsprechend  kann  man  natürlich  das 
einzelne  der  Hyperboloide  fixieren).  Auf  jenem  EUipsoide  schneiden 
die  beiden  Systeme  der  Hyperboloide  (1)  zwei '  einander  orthogonal 
kreuzende  Scharen  von  Curven  aus;  die  einzelne  dieser  Curven  wird 
durch  weitere  Fixierung  von  w^  bez.  w^  festgelegt  sein.  Wir  haben 
hier  mit  den  beiden  Scharen  der  sogen.  „Krümmungslinien"  auf  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  zu  thun. 

§  5.    Anwendung  auf  die  Wärmetheorie. 

Die  elliptischen  Coordinaten  werden  in  verschiedenen  Gebieten  der 
mathematischen  Physik  mit  Vorteil  zur  Anwendung  gebracht,  so  z.  B. 
in  der  Potentialtheorie  sowie  in  der  Theorie  der  Wärme.  Einige 
hierauf  bezügliche  Andeutungen  sollen  hier  eingefügt  werden. 

In  den  Gleichungen  (11)  pg.  308  sind  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten X,  y,  z  als  Functionen  der  %,  u„  %  dargestellt.  Man  kann  das 
Sach Verhältnis  auch  umkehren  und  die  einzelne  der  Grössen  ii^,  u^,  W3 
als  Function  der  drei  Argumente  x,  y,  z  betrachten,  wo  alsdann  z.  B. 
durch  eine  Gleichung  u^(x,  y,  z)  =  Const.  bei  geeigneter  Auswahl 
dieser  Constanten  ein  einzelnes  unserer  EUipsoide  dargesteUt  wird. 

Es  ist  nun  eine  fundamentale  Thatsache,  dass  jede  einzelne  dieser 
drei  Functionen  u„  u„  %  ein  Integral  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (cf.  pg.  25): 

(1)  d^'^W'^^^' 

darstellt.     Die   linke   Seite   dieser  Differentialgleichung  bezeichnen  wir 

abgekürzt  durch  Au. 

Um  das  aufgestellte  Theorem  zu  beweisen,  erinnern  wir  daran, 
dass  A.,  A,,  L  die  Werte  der  dreideutigen  Function  A  von  x,  y,  z  sind, 
welche  durch  die  Gleichung: 

definiert  ist.     Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  sei  als  Function  von  X 
kurz  durch   ^(A)  bezeichnet;  unter   ^\l),   ^"(A)   »ollen  die  bei  con- 


310  V.   Anwendungen  der  elliptischen  Functionen. 

stanten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  A  berechneten  partiellen  Ableitungen 
gemeint  sein. 

Bei  partieller  Differentiation  nach  x  finden  wir  nun  aus  (2): 

r ^'       I       y'       ,       ^".Ig^   I     2^        n 

wo  der  in  Klammern  stehende  Ausdruck  —  ^'(A)  ist;  wir  haben: 

(^;      ^  W  a^  -  -^—v    ^  W  ä^  =  W—v    ^  W  al  =  c"^-ri  • 

Durch  Quadrieren  und  Addieren  dieser  drei  Gleichungen  folgt  rechts 
offenbar  —  4^'(A),  so  dass  wir  anmerken  können: 

Differenziert  man  die  erste  Gleichung  (3)  nochmals  partiell  nach  x,  so 
beachte  man,  dass  ^'(A)  nicht  nur  durch  A  implicite  von  x  abhängt, 
sondern  im  ersten  Gliede  x  noch  explicite  enthält: 

Bilden  wir  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen  für  y  und  z  und 
addieren  alle  drei,  so  folgt  unter  Benutzung  von  (4): 

^'aV  AfA^  — i^^^  =  — i^— ^-L— i^_^^  _i_       *^      ^^ 

Ersetzt  man  in  den  drei  ersten  Gliedern  rechter  Hand  die  partiellen 
Ableitungen  von  A  durch  ihre  aus  (3)  hervorgehenden  Ausdrücke,  so 
findet  man  nach  kurzer  Rechnung  als  Summe  dieser  Glieder  —  1^!!^ . 
Die  letzte  Gleichung  zieht  sich  demnach  auf: 

oder  unter  Benutzung  von  (4)  auf: 

(^)  ^^ = -  4  c-b + ^u + 0-.^)  m+  i) + m 

zusammen.  Diese  Relation  gilt  für  jeden  der  drei  Zweige  Aj,  X^,  Ag 
unserer  Function  A. 

Die    erste    Klammer    rechter    Hand    soll   jetzt    in    u    ausgedrückt 
werden.     Durch  logarithmische  Differentiation  von 

p'iuf  =  4(vy(«)  -  e,)  (p (u)  -  e,)  (piu)  —  e,) 
folgt: 
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+ 


+ 


Schreiben    wir    daraufhin    in    der    eben  gewonnenen   Relation   (5)   ins- 
besondere Xi  statt  A,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (9)  pg.  307: 


(6) 


AA,  = 


"K)  r/^^A' .  /^^A' 


[0+0+ (: 


dz 


Indem  wir  jetzt  andererseits: 

li  =  a'  +  e,  —  p(u,^ 
zweimal  partiell  nach  x  differenzieren,  gewinnen  wir: 

Bildet  man   die   entsprechenden   Gleichungen  für  y  und  z  und  addiert 
alle  drei,  so  folgt: 


AA,=  — F"(^0 
Ferner  aber  ist: 

so  dass  sich  die  voraufgehende  Gleichung  umwandelt  in 


du\^ 


+ 


'd  u 
Tz 


'dl 
ex 


0+y +yJ-^'^"'■^^"'■• 


Der  Vergleich   dieses  Resultates    mit  Formel  (6)  liefert  unmittelbar 
das   Bestehen    der   Laplace'schen    Gleichung    Ait/  =  0,    was    bewiesen 

werden  sollte.  —  j-    n       j 

Die  Laplace'sche  Differentialgleichung  ist  nun  nicht  nur  die  Grund- 
lage der  Potentialtheorie,  sondern  tritt  auch  bei  der  Untersuchung  der 
Bewegung  der  Wärme  im  Innern  der  Körper  wieder  auf.  Es  handele 
sich  um  einen  Körper,  der  an  jeder  Stelle  und  in  jeder  Richtung 
gleichmässig  für  Wärme  durchlässig  ist,  und  in  dessen  Innern  keine 
Wärmequelle  sich  findet.  Ist  alsdann  T  die  Temperatur  an  der  Stelle 
X,  y,  z  im  Innern  ,des  Körpers  zur  Zeit  i,  so  genügt  T  als  Function  von 
Ix,  y,  z  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung*): 

dT  .,(d'T    ,d'T    ,d2T\ 

Tt  =^^'\W'^  dy'  "^  dz')' 

unter  k'  eine  positive  Constante  verstanden.     Ist  T  von  t  unabhängig, 

*)  Wegen  des  Beweises  dieser  Differentialgleichung  verweisen  wir  auf 
Riemann's  „Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen",  herausgegeben 
von  Hattendorf,  pg.  122  der  dritten  Auflage. 
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so  sagt  man,  die  Temperatur  sei  im  Gleichgewicht,  oder  es  handele 
sich  um  eine  „stationäre"  Wärmeströmung;  in  diesem  Falle  genügt  T 
der  Laplace'schen  Grleichung: 

d*T        d^T        d^T 

Als  Beispiel  denken  wir  jetzt  einen  nach  allen  Richtungen  un- 
endlich ausgedehnten  Körper  und  wollen  den  Wärmezustand  desselben 
für  den  Fall  beschreiben,  dass  wir  als  Integral  der  Gleichung  (8) 
unsere  Function  T=^u^(x,y,z)  heranziehen.  Dieser  Auswahl  ent- 
spricht die  Annahme,  dass  die  Temperatur  der  in  der  ;r^- Ebene  von 
der  Focalellipse  (2)  pg.  305  eingeschlossenen  elliptischen  Platte  allent- 
halben constant  gleich  —  tOg  erhalten  werde,  während  auf  der  Ober- 
fläche einer  unendlich  grossen  Kugel  um  den  Nullpunkt  die  Temperatur 
allenthalben  constant  gleich  0  ist.  Es  giebt  alsdann  einen  stationären 
Zustand,  hei  dem  die  confocalen  ElUpsoide  (1)  pg.  305  die  sogen,  „iso- 
thermischen" Flächen,  d.  h.  die  Flächen  gleicher   Temperatur  sind;  und 

zwar  findet  sich  eine  heliehige,  dem  Intervall  0  <  u^  <  -~  entnommene 

Temperatur  T  =  «^  auf  der  Oberfläche  desjenigen  Ellipsoides,  welches  zum 
Parameter: 

K  =  {-  («^  +  ^^  +  c')  -  p{u,) 
gehört.  — 

In  ausgedehnter  Weise  hat  Lame  von  den  elliptischen  Coordinaten 
Gebrauch  gemacht  bei  seinen  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht 
der  Wärme  im  Innern  eines  homogenen  Ellipsoides,  falls  die  Tempe- 
ratur auf  der  Oberfläche  des  letzteren  gegeben  ist*).  Wir  können 
hier  nur  eine  ganz  kurze  Einführung  in  Lame's  berühmte  Untersuchung 
skizzieren,  bedienen  ims  dabei  übrigens  zum  Unterschied  gegen  Lame 
der  Weierstrass'schen  Functionen. 

Wir  wollen  zunächst  die  Laplace'sche  Gleichung  (8)  auf  ellip- 
tische Coordinaten  resp.  auf  die  Variabelen  u^,  ti^,  u.^  transformieren. 
Die  Grössen  u^,  u^,  u^  als  Functionen  der  x,  y,  z  genügen  erstlich 
der  Gleichung  (1),  und  überdies  gilt: 

d  11;  cUt        d U;  du,.        die-  du. 
dx   dx     '     dy   dy  ~^  dz    dz 

für  irgend  zwei  verschiedene  Zahlen  i,  li  aus  der  Reihe  1,  2,  3;  denn 
durch  diese  Gleichungen  kommt  zum  Ausdruck,  dass  die  drei  Flächen- 

*)  Siehe  Lame  „Memoire  sur  Veqiiilibrc  des  temperatures  dans  un  elUpsoide 
ä  trois  axes  inegaux",  Journ.  de  Math.,  erste  Serie  Bd.  4,  pg.  126. 
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büschel    u,  =  C„    u,  =  C,,   u,  =  C,    einander    orthogonal    schneiden. 


Wir  haben  nun; 


dx        du^  dx  "i    ^«2  ~dx  """  du^  dx  ' 


dx' 


Bildet  man  entsprechend  die  zweiten  Ableitungen  von  T  nach  y  und  ^ 
und  addiert  alle  drei  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  eben 
genannten  Relationen: 

+ S  m+ 1) + f^)i + 5  [(15/+  (t) + (%)i  • 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (7): 

Schreiben  wir  aber  ^(A)  in  der  Gestalt: 

^W  —  —  (a*_^)(6*_^)(c*-X)' 
so  haben  wir  für  die  partiell  in  Bezug  auf  l  gemeinte  Ableitung  0'{k): 

—  ^  W  =  (a«_i)(&^-X)(c^:ri)  +  i'^  —  '^iJ  dX  L(a«-  X)  (&*  -  X)  (C  -  A)J 
Tragen  wir  hier  speciell  1  =  1^  ein,  so  folgt: 

—  ^  ^^^^  —  (a*-  X,)  (h'  -  X,)  (c*  -  X^) 
Führt  man  rechts  auf  Grund  von  (9)  pg.  307  die  Ui  ein,  so  entspringt: 
_      4     ^ ^'K)' 

Eine  entsprechende  Rechnung  gilt  für  Ag  und  Ag.     Die  Gleichung  (10) 
geht  damit  über  in: 

/"^^Yj-  (^^W  /'^Y= ^^ 

Diese   Werte  für  die  in   (9)   rechts  stehenden  Klammerausdrücke 

trage  man  daselbst  ein  und  findet  so  das  Resultat:   Führt  man  in  die 

f  Laplace'sche  Gleichung  (8)  die  u^,  u^,  i%  an   Stelle  der  x,  y,  z  als  un- 
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alMngige    Variahele  ein,   so  transformiert  sich  diese  Gleichung  auf  die 
Gestalt: 

Auf  die  Gestalt  dieser  Differentialgleichung  gründen  sich  die  von 
Lame  gezogenen  Folgerungen.  Ist  f{u)  eine  sogleich  näher  zu  be- 
zeichnende Function,  so  versuche  man  ein  particuläres  Integral  der 
Gleichung  (11)  in  der  Form  T  =  F(u^)  •  F{u^)  ■  F{u^)  anzusetzen.  Zu 
diesem  Ende  muss  offenbar  folgende  Gleichung  bestehen: 

[FW  -  fK)]  ^  +  [F(-s)  -  F(%)]  '^ 

+  [FW-FW]^f  =  0. 

Dieser  Forderung  wird  aber  in  der  That  genügt,   falls  die  Gleichung: 

,   ^|)  =  ^^,(„)  +  £ 

mit  Constanten  Coefficienten  A,  B  für  alle  Werte  u  identisch  gilt. 
Setzen  wir  Z=F(u),  so  ist  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung (11)  auf  diese  Weise  mrücJcgeführt  auf  die  Integration  der 
sogen.  „Lame'scJien"  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(12)  ^^={Apiu)  +  B)Z. 

Da  die  Differentialgleichung  (11)  in  T  linear  und  homogen  ist, 
so  wird  man  aus  mehreren  particulären  Integralen  der  gekennzeichneten 
Ai't  allgemeinere  Integrale  in  der  Gestalt: 

(13)  T=C,F,{u,)F,{u,)F,{u,)  +  C,F,{u,)F,{u,)F,{u,)  +  •  •  • 

aufbauen.  Des  näheren  gilt  hierbei  folgende  Überlegung.  Man  nimmt 
an,  dass  T  im  Innern  des  zu  Grunde  liegenden  EUipsoides  als  Func- 
tion von  X,  y,  z  in  eine  Mac  Laurin'sche  Reihe  entwickelbar  ist: 

T=T,  +  T,-{-T,  +  T,  +  -.., 

wo  Tn  eine  ganze  homogene  Function  n^^''  Grades  von  x,  y,  z  ist. 
Dann  zeigt  sich  leicht,  dass  Tn  für  sich  genommen  der  Gleichung  (8) 
und  also  auch  (11)  genügt.  Ein  solches  Tn  Avürde  als  Function  von 
u^  nach  (11)  pg.  308  für  u^  =  Q  einen  Pol  n^'''  Ordnung  bekommen, 
so  dass  wir  für  die  diesem  Tn  zugehörige  Function  Z  =  F(u)  die  Ent- 
wicklung ansetzen  müssen: 

F(u)  =  Coli-''  +  Ci2t-«  +  l  +  C2lt-"  +  2  -j . 
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Das  Anfangsglied  der  Potenzentwicklimg  für  die  linke  Seite  von  (12) 
wird  damit  w(w  +  l)qw-"-2,  während  wir  nach  (9)  pg.  193  rechts 
als  Anfangsglied  gewinnen  Äc^u-^-^.  Es  folgt,  dass  Ä  =  n(n+  1) 
sein  muss,  und  also  nimmt  die  Lame' sehe  Differentialgleichung  die  Ge- 
stalt an: 
(14)  ^==[n{n+l)p(u)  +  B]Z, 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Lame  erkannte  in  jedem  Falle  n  für  gewisse  (2«  +  1)  specielle 
Coefficienten  B  die  Existenz  von  Integralen,  welche  abgesehen  von 
etwaigen  Factoreu  y^,?(M)  —  e,-  ganz  und  rational  in  ^,?(w)  aufgebaut 
sind  (Lame'sche  Polynome).  Hermite*)  stellte  bei  beliebigem  B  ein- 
deutige Integrale  von  (14)  aus  S-  resp.  -&- Functionen  durch  Product- 
bildungen  her.  Wegen  der  weiteren  Ausführungen  verweisen  wir  auf 
die  pg.  175  genannten  Werke  von  Halphen  (Bd.  2  pg.  457)  und 
Burkhardt  (pg.  342). 

§  6.    Sphärisches  Pendel. 

Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  1  sei  an  dem  einen  Ende 
eines  gewichtlosen  starren  Stabes  von  der  Länge  l  befestigt,  der  sich 
um  seinen  anderen  Endpunkt  frei  bewegen  kann.  Der  materielle  Punkt 
sei  der  Schwerkraft  unterworfen;  es  soll  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  untersucht  werden. 

Wir  wählen  das  fixierte  Ende  des  Stabes  zum  Nullpunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  ^-Axe  vertical  aufwärts 
gerichtet  sei.  Für  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  materiellen  Punktes  ist 
dann  beständig  die  Gleichung: 

(1)  ^2_|_^2^^2_^2_0 

erfüllt.  Der  Punkt  bewegt  sich  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  des 
Radius  l  um  den  Nullpunkt-,  und  in  diesem  Sinne  bezeichnet  man  die 
gedachte  Vorkehrung  als  ein  „sphärisches  Pendel". 

Möge  nun  zur  Zeit  t  der  materielle  Punkt  auf  den  Stab  die  Span- 
nung B  ausüben,  die  >  0  oder  =  0  oder  <  0  sein  kann.  Die  Richtungs- 
winkel dieser  Spannkraft  gegen  die  Axen  haben  folgende  Cosinus: 
^  1^^  L.  Es  wird  alsdann  unser  materieller  Punkt  ohne  die  durch 
den  Stab  hergestellte  starre  Verbindung  mit  dem  Nullpunkte  offenbar 


*)  Siehe  die  Mitteilungen  ,ßm  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques" 
in  den  Pariser  Comptes  Rendus  von  1877  bis  1882. 
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genau  die  gleiche  Bewegung  ausfuhren,  falls  wir  der  Schwerkraft  eine 
mit  S  gleiche  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  hinzugesellen.  Die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  unseres  Punktes  haben  hiernach 
die  Gestalt: 

^^J  dt'—       '^  l>    d¥ '^T'    W^"  —  ^-J—  9, 

wo  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft  ist. 

Die  Integration  dieses  Systems  bei  Gültigkeit  der  Relation  (1) 
gestaltet  sich  nun  ganz  ähnlich,  wie  die  oben  an  die  Gleichungen  (2) 
und  (3)  pg.  294  angeschlossene  Behandlung  der  geodätischen  Linien 
auf  dem  Sphäroid.     Wir  finden  erstlich  wie  dort  die  Relation: 

(3)  xdy  —  ydx  =  cdt, 

wo  c  eine  Constante  ist.  Setzen  wir  unter  Einführung  von  Polar- 
coordinaten  r,  tp  in  der  xy -Ebene  x  =  rcos(p,  y  =  r  sin  (p,  so  nimmt 
die  Gleichung  (3)  die  Gestalt  an: 

(4)  r^-d(p  =-  cdt- 

sie  bringt  einen   der  „Flächensätze"  zum  Ausdruck.     Man   nehme  an, 
dass  c^O  sei;  es  wird  alsdann  cp  mit  wachsendem  t  nicht  abnehmen. 
Aus  der  Gleichung  (1)  folgt: 

Multiplicieren  wir  demnach  die  Gleichungen  (2)  der  Reihe  nach  mit 
^'^'  ^  J'  ^-^  "^•^  addieren,  so  folgt: 

Links  in  der  Klammer  steht  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v  unseres 
Punktes.     Durch  Integration  folgt  somit: 

(5)  v^  =  h  —  2oz, 

wo  h  eine  Constante  ist;  man  kann  die  letztere  in  der  Gestalt: 

(6)  h  =  vl^  2g  z, 

darstellen,  unter  Vq  und  z^  die  Werte  von  v  und  z  zur  Zeit  t  =  0  ver- 
standen. Die  Gleichung  (5)  enthält  den  „Satz  von  der  lebendigen 
Kraft«. 

Wir  gelangen  nun  sehr  leicht  zu  einer  Differentialgleichung 
zwischen  z  und  t.  Drücken  wir  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds 
erstlich  durch  r,  (p,  z,  sodann  durch  v'^df  aus,  so  ist: 

ds^  =  dr^  -f  rhlcp'  +  dz'  =  vhlf. 
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Hier  multipliciere  man  nochmals  mit  r^  und  berücksichtige,  dass  die 
Gleichungen  gelten: 

r^-^ß^  =  l^,     rdr  +  ^(^0  =  0,     r^dq)^  =  c^df ; 

es  ergiebt  sich: 

^2 ^^2  _|_  ^2,7^2  ^  (^2  _  ^2)  ^^2  _  Q,  _  2g ^)  (l^  -  ^^)dt\ 

(7)  p{^h^'={h-2gz)(l'-.')-c\ 

Verstehen   wir  wie   vorhin  unter  Zq  den  Anfangswert  von  z,    so 
zeigt  sich  zunächst,  dass  die  Constante  c  die  Bedingimg: 

(8)  c'£Qi-2g0,){l'-4) 

hefriedigen  niuss.  Weiter  aber  folgt,  dass  ^  innerhalb  solcher  Grenzen 
variabel  sein  muss,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  beständig 
positiv  oder  null  ist.  Verschwindet  die  rechte  Seite  von  (7),  so  wird  0 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum.     Aber  die  cuhisclie  Gleichung: 

(9)  Qi  —  2g £)  (p  —  z^)-c^  =  (i 

hat  für  c-  >  0  zwei  reelle  Wurzeln  z^ ,  ^2  zwischen  —  l  und  -[-  l  ^nd 
eine  dritte  z^  oberhalb  l;  denn  die  linke  Seite  der  Gleichung  wird  für 
g=-j-l  negativ,  ist  dagegen  positiv  für  Zq  und  -|- <^-  ^"1^1  die 
Wurzeln  z^,  z^  verschieden,  so  sei  z^  die  kleinere;  es  gilt  also  z^^z.^- 
Für  lim.  c^  ==  0  wird  z^==  —  l,  und  entweder  eine  der  beiden  Wurzeln 
z.^,  z^  oder  beide  werden  gleich  +  ^-     Merken  wir  somit  an: 

(10)  —'^^^x^^ti^A-'^^h- 

Der  Wert  von  z  aber  wird  z^  als  Minimum  und  z^  als  Maximum  be- 
sitzen, mithin   auf  das  Intervall  z^^z  -^z^   eingeschränkt  erscheinen. 
Zur  Einführung    der   elliptischen   Functionen   berechnen  wir   drei 
reelle  Grössen  e^,  e^,  %  verschwindender  Summe  aus: 

^(^2  —  ej  =  ^3  —  ^1,       T(e3    —  r?J  =  ^2  —  ^1;       1^(^2  —  ^3)  =  ^3  —  ^2; 

WO  X  ein  gleich  näher  zu  bestimmender  positiver  constanter  Factor  ist. 
Es  ergiebt  sich: 

^  —      _  A 


(11)  xe^  =  Zy  —  -^,     re,  =  z.,  —  -^,     re.,  =  z.,^--, 


so    dass    der  Bedingung  e^^e^^  e^  genügt  wird.     Weiter   definieren 

wir  ^d{u)  durch: 

(12)  rp{u)  =  z-^ 

und  entsprechen  der  Forderung  z^-^z  ^z^  genau  wie  pg.  295  dadurch, 
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dass  wir  {u  —  ^j  als   reell  veränderlich  annehmen.     Wir  können  voi 
schreiben,  dass  (u  —  "^^  mit  t  wachse,  und  wollen  übrigens  als  Wert 
von  2  für  ^  =  0  den  Minimalwert  z^  annehmen,  als  zugehörigen  Wert 
von  u  aber  ^.     Gleichung  (7)  liefert  jetzt: 

Setzen  wir  demnach  den  Proportionalitätsfactor  r  =  — ,  so  folgt 
du^  =  df,  mithin  bei  Berücksichtigung  der  soeben  über  u  getroffenen 
Bestimmungen  u  =  t-\-^-  Die  z-Coordinate  stellt  sich  als  elliptische 
Function  der  Zeit  in  der  Gestalt  dar: 

Wir  merken  auch  noch  die  Darstellung  von  is  durch  Jacobi'sche 
Functionen    an.     Erstlich    finden    wir    aus    (13)    mit    Benutzung    einer 


pg.  251  (dritte  Zeile)  aufgestellten  Formel: 

g  9{t)  —  e^ 


Die  Division  durch  (0^  —  0^)  liefert  weiter: 


60  €1 


z^  -  z^  ^J{t) 


Setzen  wir  w  =  tYe^  —  e^,  so  folgt  unter  Vermittlung  von  (11)  pg.237: 
Die  z-Coordinate  des  materiellen  Punktes  gestattet  als  Function  der  Zeit 
die  Darstellung: 


z  —  z. 


(14)  .7=:t  =  («"^)^ 

tvo  das  Argument  w  und  der  Modul  h^  gegeben  sind  durch: 

(15)  w^tV^^^l,    Z;^  =  !i:=^<i.  _ 

Auch   bei   der  Darstellung  von  x  und  y  schlagen   wir  einen  ähn- 
lichen Weg  ein,  wie  pg.  297  ff.    Nimmt  u  auf  der  imaginären  Axe  von 

~  bis  0  ab,   so  nimmt  (^i){u)  von  e^  bis  —  00  ab  und  also  die  durch 

(12)   als  Function  von  u  zu    definierende   Grösse  z  von  z^  bis  —  00. 
Dabei  passieren   wir  einmal  einen  Wert  u^,   für  welchen  z  =  —  l  ^e- 
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worden  ist.  Entsprechend  giebt  es  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  — ,  ^^  ~^^^  einen  eindeutig  bestimmten  Punkt  ii.^,  für  den 
2  =  -\-  l  wird.     Für  diese  beiden  Argumente  folgt  aus: 

Ih'p'iuf  =  (Ji  —  2g0)  Q'  —  z")  —  c^ 
durch  Eintragung  von  u  =  u^  resp.  u^  und  ^  =  +  ?: 

p'(u,y  =  iy{u,y  =  —  ^,  =  —  ^ . 

Da  nun  p'(«i)  negativ  imaginär,  i^^f'iii^)  positiv  imaginär  ist,  so  ziehen 
wir  die  Folgerungen: 

(16)  F'K)  =  — *'|y3,    F'W  =  *'|y3; 

man  erinnere  sich  nur,  dass  bereits  im  Anschluss  an  Formel  (4)  die 
Annahme  c  ^  0  formuliert  wurde. 

Da  r  sofort  aus  s  bestimmt  werden  kann,   so  haben  wir  zur  Ge- 
winnung von  X  und  y  nur  noch  die  Kenntnis  von  cp  nötig.     Aus  (4) 

aber  folgt: 

,  edt  cdt  c  /    1       ,       1    \  ,, 

Rechts  können  wir  setzen  dt  =  du  und: 

wodurch  wir  gewinnen: 

Die  Anwendung  der  vorausgeschickten  Gleichungen  (16)  liefert: 

da}  =  —  —  r      ^''^^y^ I lli^il—'\(iu 

^  2  i  \jp  (u)  —  p  (Wi)    '    p  (w)  —  iJ  (Wj)J      ' 

d.  i.  nach  einer  pg.  223  aufgestellten  Gleichung: 

d<P  =  ^i  [^(w  +  %)  —  ^(w  —  Wi) 
+  t{u  +  u,)  —  ^{u  —  u,)  —  2tM  —  2^{u^)]du. 

Die  Integration  ist  hier  nach  (4)  pg.  186  sofort  durchführbar  und 
ergiebt: 

Setzt  man  noch  t*  ==  ^  -f-  y,  so  gelangt  man  gerade  wie  pg.  301 
zur  Function  öj^;  es  ist: 
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^ = i-i  '°8[|gi::iir:a + m^^) + 5(%)] + c, 

wo  C  eine  neue  Constante  bedeutet.  Setzen  wir  fest,  dass  zur  Zeit 
t  =  0  der  Winkel  9  =  0  sein  soll,  so  ergiebt  sich  folgende  Barstellung 

des  WinMs  (p  =  arc  tg  (-- j  als  Function  der  Zeit  t: 

Lässt  man  t  um  02  zunehmen,  so  nimmt  ^  seinen  Anfangswert 
wieder  an,  während  cp  um  den  leicht  als  reell  erkennbaren*)  Betrag: 
(19)  qpo  =  G}^i[^(u^)  +  ^(^2)]  —  7}^i(u^  +  u,) 

zunimmt.  Wesentlich  ist,  dass  dieser  Winkel  (Pq  von  t  unabhängig  ist. 
Da  zufolge  (5)  auch  die  Geschwindigkeit  v  nach  Verlauf  der  Zeit  m^ 
wieder  die  gleiche  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  der  m  untersucJiende  Be- 
wegungsvorgang ein  periodischer  ist.  Die  Curve,  welche  der  materielle 
Punkt  auf  der  Kugel  (1)  beschreibt,  setzt  sich  aus  lauter  congruenten 
Stücken  zusammen,  deren  einzelnes  wir  etwa  von  einem  höchsten 
Punkte  bis  zum  nächst  folgenden  rechnen.     Ein  erstes  dieser  Stücke 

wird    also   z.  B.    während    der  Zeit    von    t=  —  ^  bis  ^  =  -f-  -*-  be- 

schrieben.  Da  aber  zufolge  (13)  und  (18)  bei  Zeichenwechsel  von  t 
der  Wert  ^  unverändert  bleibt,  während  —  9p  an  Stelle  von  cp  tritt, 
so  seist  sich  das  einzelne  StücJc  unserer  Curve  aus  zwei  symmetrischen 
Hälften  zusammen. 

Die  Zeitdauer  cjg,  welche  der  Punkt  braucht,  um  von  einem 
höchsten  Punkte  seiner  Bahn  bis  zum  nächsten  zu  gelangen,  heisse  die 
„Schwingungsdauer"  des  sphärischen  Pendels  und  werde  als  solche  auch 
durch  T  bezeichnet.  Wir  merken  für  dieselbe  noch  die  aus  (15)  ent- 
springende Darstellung  an: 


(20)  T=2^]/^ 
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Erster  Specialfall. 

Ist  c  =  0,  so  ist  zufolge  (3)  der  Quotient  --  constant.    Der  Punkt 

bewegt  sich  demnach  in  einer  Verticalebene,  d.  h.  wir  haben  den  Fall 
des  einfachen  Pendels.  Jetzt  ist  z^  =  —  Z;  wir  hatten  aber  weiter 
schon  vorhin  für  diesen  Fall  die  beiden  Möglichkeiten  genannt,  dass 
entweder  %  =  l  oder  z^  =  l  wird,  und  müssen  hier  auch  noch  den 
Übergangsfall  z^  =  z^  =  l  betrachten. 

*}  Siehe  die  analogen  Überlegungen  pg.  299  unten  und  pg.  300  oben. 


Einfaches  Pendel. 
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I.  Es  mögen  erstlich  die  Annalimen  gelten: 
Die  Formeln  (15)  nehmen  die  Gestalt  an: 


w 


Die  Ebene  des  Pendels  ist  hiernehen  in  Figur  85  so  orientiei-t  gedacht, 

dass  es    zur  Zeit  ^  =  0   die  tiefste  Stelle   seiner 

Bahn  in  der  nach  rechts  weisenden  Pfeilrichtung 

durchläuft.    Der  (nach  rechts  positiv  gerechnete) 

Ausschlagswinkel  ^    möge    zur    Zeit   t    erreicht 

sein.     Das  zur  Zeit  —  T  erreichte  Maximum  von 

il)  ist  in  Figur  85  mit  a  bezeichnet;  hier  ist  v  =  0 

geworden,  und  der  Punkt  kehrt  um. 

Man  liest  nun  aus  der  Figur  sofort  ab: 


cosa. 


Fig.  85.; 


z,  l  —^^i  2gl 

Die  Gleichung  (14)  sowie  "die  zweite  Gleichung  (15)  liefern  damit  nach 
kurzer  Zwischenrechnung: 

sm^- =  sin— •  sn«<;,      cos -^  ==  dn  «(?,     A'==sin  — • 
Für  die  Schwingungsdauer  ergiebt  Gleichung  (20): 

oder,  falls  wir  die  Reihenentwicklung  (1)  pg.  269  für  K  eintragen: 

^= "Vib + (ir^i-^i + (Hr^i"*i + (^r^'-""^ +■  •]■ 

IL  Im  zweiten  Falle  gelten  die  Voraussetzungen: 
Die  Formeln  (15)  ergeben: 


F  = 


^gl 


w 


-W- 


h-\-2gV 
Die  Schwingungsdauer  stellt  sich  jetzt  dar  durch: 


y  f    9 

Fl- icke,  analyt -functionenth.  Vorlesungen. 
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Gebraucht  man  den  Winkel  ip  im  bisherigen  Sinne,  so  ergiebt  Formel  (14) 
nach  leichter  Zwischenrechnung  sin  -^  =  snw  und  also : 

ip  =  2  am  w  =  2  &m  —jt  • 

Der  Winkel  ^  wächst  jetzt  mit  t  unaufhörlich,  so  dass  der  materielle 
Punkt,  ohne  die  Richtung  zu  ändern,  fortdauernd  die  Peripherie  eines 
vollen  Kreises  beschreibt;  dabei  wird  derselbe  einen  einmaligen  Umlauf 
während  der  Zeit  T  ausführen. 

III.  Die  beiden  bisher  besprochenen  Möglichkeiten  haben  als  ge- 
meinsamen Grenzfall  denjenigen,  dass  z^=  z^  =  l  zutrifft.  Hier  wird 
h  =  \,  und  es  tritt  eine  Ausartung  der  elliptischen  Functionen  in 
Exponentialfunctionen  resp.  hyperbolische  Functionen  ein  (cf.  pg.  99  ff.). 
Setzen  wir  nämlich  srw  =  s,  so  gilt  nach  (2)  pg.  242  wegen  ä;^  =  1 : 


woraus  wir  berechnen 


=/riv  =  l»o«(S)- 


BWW  = 


4-e-"' 

Andrerseits  folgt  aus  (15),  wie  im  Falle  I,  die  Darstellung  w  =  t\/ -^ 

von  w  in  t.     Der  wieder  im  bisherigen  Sinne  gedachte  Winkel  ^  stellt 
sich  damit  in  der  Gestalt  dar: 


Tp  =  2  aresin 


e  —e 

e  -\-e 


Wir  haben  hier  die  sogen,  „asymptotische"  Bewegung  des  Pendels;  der 
Winkel  xp  wächst  mit  wachsendem  t]  indessen  verlangsamt  die  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes  immer  mehr,  so  dass  erst  für  lim.  t  =  oo 
der  Winkel  ip  die  Grenze  n  erreicht. 

Zweiter  Specialfall. 

Ist  c^  >  0,  so  kann  nur  noch  in  dem  einen  Falle  eine  Ausartung 
der  elliptischen  Functionen  eintreten,  dass  die  beiden  Wurzeln  ^^  und 
0^  der  cubischen  Gleichung  (9)  identisch  ausfallen.  Alsdann  gilt 
lim.  (ßg  —  ^i)  =  0;  so  dass  die  pg.  254  behandelte  Ausartung  vorliegt. 
Der  Bewegungsvorgang  ist  jetzt  ein  elementarer;  man  erkennt  leicht, 
dass  der  materielle  Punkt  mit  constanter  Geschwindigkeit  die  Peripherie 
eines  Horizontalkreises  unserer  Kugeloberfläche  beschreibt. 


Geometrische  Betrachtung  der  Drehungen  eines  Körpers.  323 

§  7.    Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  Punkt. 

Es  sei  ein  starrer  Körper,  d.  i.  ein  System  endlich  oder  unendlich 
vieler  fest  mit  einander  verbundener  materieller  Punkte,  gegeben;  und 
es  sei  einer  dieser  Punkte  oder  auch  ein  sonstiger  starr  mit  dem 
Körper  verbundener  Punkt  im  Räume  fest  gedacht.  Der  Körper  soll 
ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte  um  diesen  Punkt  frei  beweglich  sein. 
Die  Bewegung,  welche  er  ausführen  wird,  soll  untersucht  werden*). 

I.  Rein  geometrische  Betrachtung  der  Drehung  des  starren 
Körpers. 

Das  Centrum  der  Drehung  sei  der  Nullpunkt  eines  Systems  recht- 
winkliger Coordinaten  x^  y,  0.  Neben  diesem  Systeme,  das  seine  Lage 
dauernd  im  Räume  behalten  soll,  führen  wir  ein  zweites  System  recht- 
winkliger Coordinaten  X,  Y,  Z  mit  dem  gleichen  Nullpunkte  ein,  welches 
mit  dem  Körper  fest  verbunden  sein  soll  und  demnach  mit  ihm  die 
hier  zu  untersuchende  Bewegung  ausführt.  Die  positiven  Axenrichtungen 
werden  wir  so  wählen,  dass  das  bewegliche  System  durch  Drehung  in 
das  feste  überführbar  ist. 

Beide  Systeme  hängen  zusammen  vermöge  der  Gleichungen: 
(    x  =  a^X-\-\Y-\-c^Z, 
(1)  y  =  a,X-\-\Y-\-c,Z, 

I    z  =  a,X-\-h,Y+c,Z, 

wo  die  neun  Coefficienten  Functionen  der  Zeit  sind.  Geometrisch  be- 
deuten diese  Coefficienten  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  festen 
und  beweglichen  Axen;  es  gelten  demnach  die  wohlbekannten  Relationen: 


(2) 


a\ 

+ 

%  + 

2 
«3  = 

1, 

hl 

+ 

ll  + 

&I  = 

1, 

c\ 

+ 

cl-\- 

2 
^3  = 

1, 

aj>i+ ag&g-l- «3^3  =  0, 
Vermöge  derselben  berechnet  man  aus  (1) 


*)  Ein  schwerer  geworfener  Körper  würde,  falls  der  Luftwiderstand  ver- 
schwindend klein  wäre,  um  seinen  Schwerpunkt  die  im  Texte  zu  untersuchende 
Bewegung  ausführen,  während  der  Schwerpunkt  selbst  die  parabolische  Wurfbahn 
beschreiben  würde. 
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(3) 


Löst  man  das  System  (1)  ohne  Benutzung  von  (2)  nach  X,  Y,  Z 
auf  und  vergleicht  das  Ergebnis  mit  (3),  so  folgt: 

unter  D  die  Determinante  des  Gleichungssystems  (1)  verstanden.  Wenn 
man  diese  drei  explicite  angegebenen  Gleichungen  quadriert  und  addiert, 
so  folgt  bei  Benutzung  von  (2): 

!>' = m + i) + m + c\) + hi(c\ + 4)  -2i,cf,^c, 

D'  =  dl  +  K  +  K)  -  (Kh  +  h",  +  h^f = 1  ■ 

Es  ergiebt  sich  -D  =  +  1,  wo  indessen  nur  das  obere  Zeichen  brauchbar 
ist;  denn  bei  continuierlicher  Überführung  des  beweglichen  Systems  in 
das  feste  kann  D  keine  unstetige  Abänderung  erfahren  und  hat  doch 
schliesslich  den  Wert  +  1.     Merken  wir  demnach  die  Relationen  an: 

(4)     a^  =  &2C3  —  &3C2,     «2  =  &3C1  —  &1C3,     «3  =  ft^Cg  —  &2C1,  •  •  • , 
welche  später  Verwendung  finden  sollen.  — 

Um  Geschwindigkeiten  einführen  zu  können,  müssen  wir  die  Be- 
trachtung unendlich  Meiner  Drehungen  voraussenden.  Weicht  demnach  das 
System  der  X,  Y,  Z  von  dem  der  x,  y,  z  nur  erst  unendlich  wenig 
ab,  so  sind  a^,  b^,  Cg  die  Cosinus  unendlich  kleiner  Winkel,  während 
die  übrigen  sechs  Coefficienten  in  (1)  die  Sinus  solcher  Winkel  sind. 
Wegen  der  bekannten  Natur  der  trigonometrischen  Functionen  Sinus 
und  Cosinus  entsprechen  wir  diesen  Verhältnissen,  indem  wir: 

setzen,  die  übrigen  sechs  Coefficienten  in  (1)  oder  (3)  aber  mit  un- 
endlich kleinen  Grössen  identificieren.  Die  Relationen  (2)  liefern  dann 
(bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung): 

^1  +  0^2  =  0,       ^1  +  «3  =  0,       Cg  +  &3  =  0. 

Unter  Benutzung  geeigneter  neuer  Bezeichnungen  merken  wir  somit 
den  Satz  an:   JEine  unendlich  Meine  Drehuny  lässt  sich  darstdlen  durch: 
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(5)  {    ^==  +  f*X+     Y—xZ, 

wo  X,  X,  ^  unendlich  kleine  Grössen  sind. 

Bei  dieser  Drehung  bleibt  natürlich  der  Nullpunkt  fest.  Soll 
überdies  ein  weiterer  bestimmter  Punkt  {x,  y,  d)  eine  Verschiebung 
nicht  erfahren,  so  müssen  die  zugehörigen  X,  Y,  Z  bez.  den  x,  y,  z 
gleich  sein.     Dies  ist  stets  und  nur  der  Fall,  wenn 

—  ft«/  +  A0  =  O,     iix  —  xz^O,     —Xx-{-xy  =  0 
ist,  drei  Gleichungen,  die  sich  auch  so  schreiben  lassen*): 

Die  unendlich  Meine  Drehung  stellt  sich  als  eine  solche  um  die  durch  (6) 
gegebene  Axe  dar. 

Zur  Berechnung  des  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  d(p  be- 
merke man,  dass  die  zur  Axe  (6)  normale  Ebene  der  Gleichung: 

(7)  xx-\-  Xy  -\-  [LZ  =  0 

eine  Drehung  in  sich  um  den  Winkel  d(p  erfährt.  Der  dieser  Ebene 
angehörende  Punkt  x  =  k,  y  =  —  x,  z  =  0  hat  nach  der  Drehung 
die    Coordinaten    X=X,    Y==  —  x,    Z=0   und    also    x  =  X -\- x^, 

y  =  X^ X,  z  =  —  X^  —  x^.     Die  beiden  vom  Nullpunkte  nach  den 

Punkten  (A,  —  x,0),  (A  +  x^,  Aj*  —  x,  —x^  —  X^)  ziehenden  Strahlen 
bilden  mit  einander  den  Winkel  dtp.  Berechnet  man  sin  d(p  =  d(p 
nach  einer  bekannten  Grundformel  der  analytischen  Geometrie,  so  er- 
giebt  sich  als  Grösse  des  Drehungswinkels: 

(8)  dtp  =  y^M^iMV- 

Eine  sehr  brauchbare  geometrische  Darstellung  der  fraglichen 
Drehung  gewinnt  man  auf  folgende  Art.  Man  markiere  auf  der 
Drehungsaxe  (6)  den  Punkt  {tx,  xX,  tii),  unter  t  einen  positiven  fest- 
gewählten Proportionalitätsfactor  verstanden-,  man  denkt  denselben 
zweckmässig  derart  unendlich  gross  gewählt,  dass  der  fragliche  Punkt 
{tx,  rX,  tfi)  vom  Nullpunkte  endliche  Entfernung  bekommt.  Die 
Drehung  (5)  ivird  alsdann  durch  einen  Pfeil  dargestellt,  der  vom  Null- 
punkte bis  zum  Punkte  (tx,  rX,  r^)  reicht  und  gegen  letzteren  Punkt 
gerichtet  ist.     Eine    solche    nach  Richtung  und  Länge  fixierte   Strecke 

*)  Vorausgesetzt,  dass  keine  der  Grössen  x,  X,  jn  mit  0  identisch  ist.  In 
diesem  Falle  tritt  eine  leicht  erkennbare  Abänderung  der  Gleichungen  (6)  ein. 
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nennt  man  einen  „Vector"'^  wir  sprechen  demnach  fortan  von  einem  zu 
unserer  Drehung  (5)  gehörenden  „Drehungsvedor". 

Ein  solcher  Vector  ist  in  der  That  zur  Darstellung  der  einzelnen 
Drehung  sehr  geeignet.  Erstlich  nämlich  fixiert  der  Vector  die  Drehungs- 
axe.  Andrerseits  giebt  die  Länge  t  ■  dcp  des  Vectors  die  Grösse  des 
Drehungswinkels.  Um  aber  den  Drehungssinn  in  Erfahrung  zu  bringen, 
ziehen  wir  nochmals  die  Ebene  (7)  heran,  auf  welcher  der  Vector 
normal  steht.  Man  vergegenwärtige  sich  in  dieser  Ebene  die  Lage 
des  Punktes  (tA,  —  tx,  0),  welcher  nach  der  Drehung  die  ^-Coordinate 
—  T  (x^  -f-  A^)  bekommt  und  also  unter  die  xy-^hene  rückt.  Der 
Drehungssinn  der  Ebene  (7)  ist  demnach,  von  Seiten  des  Vectors  aus  ge- 
sehen, entgegen  dem  Drehungssinn  des  TJhrmgers.  Die  Pfeilrichtung  des 
Vectors  legt  solchergestalt  zugleich  den  Richtungssinn  der  Drehung  fest. 

Eine  erste  Benutzung  des  Drehungsvectors  findet  bei  folgender 
Überlegung  statt.  Möge  das  bewegliche  Coordinatensystem  nach  Aus- 
führung der  Drehung  (5)  einer  zweiten,  gleichfalls  unendlich  kleinen 
Drehung  unterworfen  werden.  Auf  die  dadurch  erreichte  Lage  der 
beweglichen  Axen  beziehe  man  die  Coordinaten  X',   Y',  Z'\  dann  gilt: 

r=H-^'X'+    Y'  —  x'Z', 
z=^—  A'z'  +  x'r'+    z', 

wo  x',  A',  ^'  unendlich  klein  sind.  Mit  Berücksichtigung  dieses  Um- 
standes  berechnet  man: 

^  =  +  X'-  (ft  +  iti')  3"  +  (A  +  ^')  ^', 
2/  =  +  (^  +  /^')  X'  +  3"'  -  (^  +  ^')  Z\ 
^  =  —  (A  +  A')  X'  +  (x  +  x')  Y'  +  Z'. 


Die  beiden  hinter  einander  ausgeübten  Drehungen  können  hiernach  durch 
eine  einzige  ersetzt  werden,  von  welcher  man  sagt,  sie  entstehe  durch 
„Composition"  jener  beiden  Drehungen.  Die  Lage  der  drei  Punkte 
(tx,  rA,  T/ü),  (rx',  tA',  t^'),  (tx  -|-  tx',  tX  -\-  tA',  t^  -\-  t^'),  welche 
mit  dem  Nullpunkte  die  Ecken  eines  ebenen  Parallelogramms  bilden, 
liefert  aber  unmittelbar  den  Satz :  Der  Vector  der  componierten 
DreMing  entsteht  nach  dem  „Farallelogrammgesetz"  der  Mechanik  aus  den 
Vectoren  der  componierenden  Drehungen.  Hierin  ist  zugleich  das  weitere 
Theorem  enthalten:  Die  componierte  Drehung  ist  unabhängig  von  der 
Anordnung  der  componierenden  Drehungen.  Diese  Sätze  bleiben  offenbar 
bestehen,  falls  es  sich  um  die  Composition  von  mehr  als  zwei  unend- 
lich kleinen  Drehungen  handelt. 

Man  kann  hiernach  die  Drehung  (5)  zusammengesetzt  denken  aus 
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drei  Drehungen,  deren  Vectoren  durch  Projection  des  Vectors  der 
Drehung  (5)  auf  die  Äxen  der  Coordinaten  x,  y,  2  gewonnen  werden. 
Zufolge  (8)  werden  die  Di'ehungswinkel  d(px,  d(py,  dcp,  dieser  drei 
nach  den  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Componenten''  der  Drehung 
(5)  einfach  durch: 

(9)  dcpx  =  it,     d(py  =  X,     dtp,  =  ^ 

gegeben  sein,  womit  die  x,  A,  fi  eine  unmittelbare  geometrische  Be- 
deutung gewonnen  haben.  Der  positive  Drehungssinn  um  die  einzelne 
Coordinatenaxe  ist  nach  den  bezüglichen  obigen 
Festsetzungen  zu  wählen.  Dem  leichteren  Über- 
blicke dient  Figur  86*)-,  eine  positive  Drehung 
um  die  x-Axe,  d.  i.  eine  solche  mit  positivem 
x  =  d(px,  befolgt  denjenigen  Drehungssinn,  welcher 
durch    die    Pfeilrichtung    des    in    der   y^-Ebene 

gezeichneten  Kreisquadranten  festgelegt  ist  u.  s.  w.     / ^  j^--^^ 

Ein  beliebiger  Punkt  {x,  y,  z)  hat  nach  der  ^.^  ^e 

Drehung  im  bewegten   System   die   Coordinaten 
X  =  x,   Y=y,  Z=z  und  also  im  festen  System  die  durch: 

X  —  y  dcp, -\-  2dq)y,    xd(p,-\-y  —  zd(p:c,    —  xdtpy  +  ydcp.^ -\-  z 
gegebenen.      Man  kann  sagen,  der  PmiJd  (x,  y,  z)  sei  nach  der  Stelle 
(x  +  dx,   y  -{-  dy,   2  -\-  dz)    verschoben,    wobei   dx,    dy,    dz    sich   be- 
stimmen zu: 

Idx  =  —  y  d(p,  +  ^  d^'j} 
dy  =  —  z  dcfx  +  xd(p,, 
dz  =  —  X  d(p,j  +  y  d(px- 
Die  während  endlicher  Zeit  vollführte  Rotation  des  starren  Körpers 
um    den    Nullpunkt    denkt    man    aus    einer    Reihe    unendlich    kleiner 
Drehungen  zusammengesetzt.     Die  Axe  der  einzelnen  dieser  Drehungen 
bezeichnen  wir  als  die  augenblickliche  oder  „instantane  Drehaxe".    Bei 
der  hier   zu  untersuchenden  Bewegung   wird  nun  die  instantane  Dreh- 
axe    ihre    Stellung   mit   der   Zeit   stetig  ändern.     Sie   beschreibt  dabei 
die  Mantelfläche  eines  Kegels  mit  der  Spitze  im  Nullpunkte;   man  be- 
zeichnet   diesen    Kegel    als    den    „HerpolodieJcegel"    der   fraglichen   Be- 
wegung.    Auch   im   starren  Körper  wird  die  Drehungsaxe  ihre   Lage 
stetig    ändern;    man    kann    sagen,   dieselbe  beschreibe   im  beweglichen 
System  der  X,   Y,  Z  gleichfalls  die  Mantelfläche  eines  Kegels  mit  der 
Spitze  im  Nullpunkte,  des  sogen.  „Polodiekegels". 

*)  Dieselbe  ist,  wie  üblich,  so  gedacht,  dass  die  a; 2; -Ebene  mit  der  Papier- 
ebene zusammenfällt,  und  die  positive  2/ -Axe  vom  Beschauer  abgewandt  ist. 
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Beide  Kegel  haben  die  Spitze  gemeinsam  und  berühren  einander 
zu  jeder  Zeit  längs  einer  der  geradlinigen  Erzeugenden.  Indem  diese 
Berübrungsgerade  fortwährend  stetig  wechselt,  andrerseits  aber  als  in- 
stantane  Drehaxe  die  für  den  Augenblick  festbleibenden  Punkte  ver- 
einigt, entspringt  die  Anschauung,  dass  der  hewegliche  Polodiehegel  auf 
dem  festen  Herpolodiekegel  ohne  Gleitung  abrollt*). 

IL    Die  Euler'schen  Differentialgleichungen. 

Die  Bewegung,  welche  der  starre  Körper  während  des  Elementes 
zwischen  den  Zeiten  t  und  (t  -{-  dt)  ausführt,  ist  eine  unendlich  kleine 
Drehung.     Ist  dcp  deren  (absolut  genommener)  Drehungswinkel,  so  ist 

~  =  CO  die  WinJcelgeschwindigheit  zur  Zeit  t.  Entschliessen  wir  uns, 
den  vorhin    unbestimmt    gelassenen  Proportionalitätsfactor  t  =  ~-  zu 

setzen,  so  wird  die  Länge  des  Drehungsvectors  offenbar  r  dcp  =  co, 
d.  i.  er  stellt  vermöge  seiner  Länge  direct  die  Grösse  der  Winkel- 
geschwindigkeit dar.  Die  Richtung  des  Vectors  liefert  Axe  und  Drehungs- 
sinn der  Geschwindigkeit.  Es  erscheint  demnach  gerechtfertigt,  wenn 
wir  den  fraglichen  Vector  fortan  als  den  „Vector  der  GescJnvindigkeit" 
zur  Zeit  t  bezeichnen. 

Es  übertragen  sich  nun  die  Theoreme  über  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  unendlich  kleinen  Drehungen  unmittelbar  auf  die  Ge- 
schwindigkeiten.    Setzen  wir: 

(wobei  offenbar  diese  w^,  Wy,  co,  durchaus  nicht,  wie  co,  auf  positive 
Werte  eingeschränkt  sind),  so  haben  wir  „die  nach  den  Axen  der  x, 
y,  z  genommenen  Componenten''  der  WinkelgeschivindigMt  co.  Man  ge- 
winnt dieselben  direct  durch  Projection  des  Geschwindigkeitsvectors  auf 
die  Axen  und  hat  übrigens: 

(12)  tO  =  +  ]/ß,2-f  «2  +  0)2. 

Von  den  sechs  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren 
Körpers**)  kommen  hier  nur  diejenigen  drei  zur  Geltung,  welche  die 
Drehungsmomente  um  die  Axen  betreffen.  Wir  denken  den  Körper  aus 
materiellen  Punkten  zusammengesetzt  und  nennen  generell  m  die  Masse 

*)  Diese  Vorstellung  wurde  zuerst  von  Poinsot  entwickelt;  siehe  dessen 
„Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps"  (Paris  1834). 

**)  Siehe  hierüber  die  Lehrbücher  der  Dynamik,  z.  B.  E.  J.  liouth,  „Die 
Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper",  übersetzt  von  A.  Schepp  (Leipzig  1898), 
Bd.  1  pg.  58. 
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des  einzelnen  Punktes,  x,  y,  s  aber  dessen  Coordinaten.  Da  es  sich 
um  die  kräftefreie  Bewegung  des  Körpers  handeln  soll,  so  sind  die 
fraglichen  Drehungsmomente  gleich  null,  und  die  Differentialgleichungen 
haben  daraufhin  die  Gestalt: 

(13)  i;"'(-^^--S)=o> 

Nun  folgt  aus  (10)  und  (11): 
^  =  — i/Gj, +  ^«,,       ^  =  xa),~S(o^,        -^  =  —  xc3,-\-y(o,. 

Man  differenziere  nach  t  und  ersetze  die  rechts  auftretenden  Ableitungen 
von  X,  y,  z  nach  t  wieder  durch  — ya^ -\-  zcoy,-  •  -^  man  findet  so 
nach  kurzer  Zwischenrechnung: 

^  S  -  ^  ^'  =  ^y'  +  ^^)  w  -  (^^  -  y'^  «^«^  -  y<^'  -  ^^ 

sowie  zwei  entsprechende  Ausdrücke  für  die  linken  Seiten  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung  (13). 

Setzt  man  daraufhin  die  erste  Gleichung  (18)  an,  so  berück- 
sichtige man,  dass  die  Componenteu  co^,  (Oy,  a,  der  Winkelgeschwindig- 
keit für  alle  Punkte  (x,  y,  z)  des  Körpers  dieselben  sind.  Die  genannte 
Differentialgleichung  nimmt  damit  die  Gestalt  an: 

^  y  w  (^2  -f  z^)  -a>yCo,ym  if  —  f)  —  (4  —  0)1)  y  m yz 
(14)    '^*^  ^^  ^  d<o\ 

Diese  Gleichung  sowie  die  beiden  ihr  coordinierten  liefern  ein  be- 
sonders einfaches  Resultat,  wenn  wir  zum  beweglichen  Coordinaten- 
system  X,  Y,  Z  übergehen.  Letzteres  sollte  mit  dem  Körper  fest  ver- 
bunden sein.  In  dieser  Hinsicht  erscheint  es  jetzt  zweckmässig  zu 
bestimmen,  dass  die  Äxen  der  X,  Y,  Z  mit  den  Hauptträgheitsaxm  des 
Körpers  in  Bezug  auf  den  NuUpimld  zusammenfallen.  Es  werden  dann 
die  sechs  Gleichungen  gelten: 
....   i  2m{Y'  +  Z')  =  Ä,     J'm(Z^  +  XO=B,    ^>;KX'+^')  =  ^. 
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wo   Ä,  B,  G   die    Hauptträgheitsmomente   sind.      Die  Anordnung  der 
Axen  sei  eine  solche,  dass: 

(16)  ä^b:>c 

zutrifft*). 

Um  diese  Gleichungen  verwerten  zu  können,  wollen  wir  die  Winkel- 
geschwindigkeit cj  jetzt  auch  nach  den  zur  Zeit  t  vorliegenden  Axen 
X,  Y,  Z  zerlegen;  die  so  entspringenden  Componenten  seien  cjj,  Wg,  Wg 
genannt.  Die  Zeit  t  soll  dabei  diejenige  sein,  auf  welche  sich  die 
Formeln  (13)  ff.  beziehen,  die  aber  übrigens  beliebig  gewählt  werden 
konnte.  Wir  machen  sodann  die  Annahme,  dass  gerade  zu  dieser 
Zeit  t  das  bewegliche  System  der  X,  F,  Z  mit  dem  festen  der  x,  y,  s 
coincidiert.  In  diesem  Augenblick  werden  demnach  die  x,  y,  z  bez. 
den  X,  F,  Z  gleich  sein,  und  ebenso  sind  die  Componenten  cj^^,  «y,  ta^ 
im  fraglichen  Augenblicke  mit  den  co^,  cog,  ojg  gleich.  Die  Gleichung  (14) 
gewinnt  daraufhin  bei  Berücksichtigung  von  (15)  die  Gestalt: 

da 
(17)  ^_^_(i?_C')«2«3  =  0. 

Hier  gilt  nun  der  höchst  wichtige  Satz,  dass  auch  noch  die  wäh- 
rend des  nächst  folgenden  Zeitelementes  dt  eintretenden  Differentiale 
dfo^  und  da,,  gleich  sind.  Im  Augenblick  {t  -f-  dP)  sind  nämlich  die 
Geschwindigkeitscomponenten  in  Bezug  auf  das  feste  System  a^  -f-  dai^, 
aiy  +  <^co^,  (o^-\-dc32.  Das  bewegliche  System  der  X,  Y,  Z  coincidirt 
nicht  mehr  mit  dem  der  x,  y,  z,  vielmehr  folgt  aus  (5)  und  (9): 

X  = -\- X        -\- ydcpi  —  2d(py, 

Y=  --  xd(p,  -\-  y        +  i2d(px, 

Z  = -\- xd(py  —  ydq)x-\-        z. 

Setzt  man  hier  die  Coordinaten  vom  Endpunkt  des  Geschwindigkeits- 
vectors  zur  Zeit  {t  +  di)  im  festen  System,  nämlich  x  =  c3x-\-  da^,-  ■  • 
ein,  so  sind  die  zugehörigen  X,  Y,  Z  die  Geschwindigkeitscomponenten 
tOj  -f-  f?cö^,  Gjg  -\-  dm^,  tög  -{-  doj.^  zur  Zeit  t  -}-  dt  im  beweglichen  System; 
man  berechnet  hieraus  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen 
höherer  Ordnung  und  mit  Rücksicht  auf  cja.  =  «i,  •  •  • 
dcjj  =  dcjx  +  cjy  d(pi  —  oj^  d(py, 

dtO^  =  d(Oy  -f-  «i  d(pa:  —   (Ox  dcp;:, 

d(o.^  =  d(Oi  -f-  (Ox  d(py  - —  (Oy  d(px. 

Aber  es  ist  dq^x  =  co^dt,  d(py  =  coy  dt,  d(p,  =  a^dt,  so  dass  sieh  die 
vorstehenden  Gleichungen  in  der  That  auf  dco^  =  daix,  ■  •  •  kürzen. 

*)  Siehe  E.  J.  Routh  a.  a.  0.,  Bd.  1,  pg.  1  ff. 
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Ersetzen  wir  demnach  dcoa;  in  (17)  durch  dcj^  und  bilden  die 
beiden  coordinirten  Gleichungen,  so  entspringt  der  Satz:  Sind  die  in 
Bemg  auf  das  hewegliche  System  genommenen  Componenten  der  Ge- 
sclnvindigheit  unseres  Iräftefreien  starren  Körpers  a^,  co^,  03,  so  gelten 
mi  jeder  Zeit  t  die  drei  Differentialgleichungen: 


(18) 


wo  A,  B,  C  die  HauptträgJieitsmomente  des  Körpers  sind.  Dies  sind  die 
nach  Eni  er*)  benannten  Differentialgleichungen  für  die  Rotation  eines 
starren  Körpers  um  einen  Punkt. 

IIT.    Integration  der  Euler'schen  Gleichungen**). 

Die  Integration  der  drei  Gleichungen  (18)  führt  zunächst  zur 
Kenntnis  des  Polodiekegels.  Man  kann  erstlich  zwei  rationale  Integral- 
gleichungen von  (1,8)  sofort  angeben.  Addiert  man  nämlich  die  Euler- 
schen  Gleichungen,  nachdem  man  sie  mit  C3^,  (o^,  a^  multipliciert  hat, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Ableitung  von  (Äco^  +  jßcjg  -{-  Cco^)  nach  der 
Zeit  t  verschwindet,  d.  h.  dass  dieser  Ausdruck  constant  ist.  Ebenso 
überzeugt  man  sich  von  der  Constanz  der  Summe  (Ä  g}^-\-  B^  (o^-{-  C  co^). 
Wir  schreiben  unter  geschickter  Bezeichnung  der  beiden  hiermit  ein- 
tretenden Constanten: 

[      Äa)l  -f  Bai  -f  O03  =  Dti\ 

(    Ä  oo^-\-  BTg},^  -\-  C  co.^  =  D  pi  y 

wobei  D  und  ^  als  reelle  positive  Constanten  anzusehen  sind. 

Der  Punkt  X=a^,  Y  =  co^,  Z  =  a^  liefert  den  Endpunkt  des 
Geschwindigkeitsvectors.  Es  ergiebt  sich:  Ber  EndpimU  des  Ge- 
scJmindigkeitsvectors  heschreiht  im  heweglicJien  Coordinatensystem,  d.  i.  im 
Körper,  die  durch: 

(^^)  I     ^2X2_^52r2_|_(02^2_X>2^2 


*)  Vergl.  dessen  Abhandlung  „Mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour 
d'un  point  fixe"  in  den  Abhandlungen  der  Berlin.  Akad.  von  1758. 

**)  Wegen  der  systematischen  Theorie  der  Integration  von  simultanen  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  siehe  Kax^itel  VII,  §  3  ff . 
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dargestellte  Baumcurve  vierter  Ordnung;  dieselbe  heisst  die  „Polodie- 
mrve".     Die  Combination  der  Gleichungen  (20)  giebt: 

(21)  Ä(Ä  —  D)X'-\-  B{B  —  D)Y^+  C(C  -  D)  Z' =  0. 

Hier  haben  tvir  die  Gleichung  des  FolodieJcegels  vor  uns,  der  damit  als 
Kegel  zweiten  Grades  erkannt  ist.  Man  bemerke,  dass  die  Polodiecurve 
diesen  Kegel  nicht  nur  vollständig  ersetzt,  sondern  auch  noch  die 
Grösse  der  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblick  zum  Ausdruck  bringt. 
Damit  ein  reeller  Kegel  (21)  vorliegt,  haben  wir  mit  Rücksicht  auf 
(16)  für  die  Constante  D  die  Ungleichung  zu  constatieren: 

(22)  Ä^D^C. 

Die  durch  die  erste  Gleichung  (20)  gegebene  Fläche  kann  man 
als  „Trägheitsellipsoid"  des  Körpers  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  an- 
sehen. Die  Polodiecurve  ist  hiernach  die  Schnittcurve  des  Trägheits- 
ellipsoids  mit  dem  Polodiekegel. 

Aus  (19)  folgt  weiter: 


(23) 


Ä(Ä  —qcol  =  D{B  —  Oll'  —  B{B  —  C)  cö 
C(Ä  -  C)  (ol  =  D{A  -B)ii'  —  B(Ä  -  B)  CO 


Hiernach  liefert  die  zweite  Euler'sche  Gleichung  (18)  folgende  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  zwischen  co^  und  t: 

An  dieser  Stelle  greifen  die  elliptischen  Functionen  ein*).  Offenbar 
wird  t  in  Abhängigkeit  von  co^  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung 
vorstellen;  und  umgekehrt  wird  sich  (was  wir  sogleich  weiter  aus- 
führen) «2  als  Function  von  t  durch  die  Jacobi'sche  Function  sn  dar- 
stellen. Die  Folge  ist,  dass  a^  bei  wachsendem  t  um  den  Wert  0  hin 
und  her  schwankt.  Wir  benutzen  diesen  Umstand,  um  als  Anfangs- 
punJd  t  =  0  der  Zeit  einen  Augenblick  zu  wählen,  in  dem  a^  als  wachsende 
Grösse  durch  0  hindurchgeht. 

Des  weiteren  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
die  Constante  D  grösser  oder  kleiner  als  B  ist.     Beide  Fälle  gestatten 

*)  Da  wir  weiterhin  nur  die  Jacobi'schen  Functionen  benutzen,  so  ist  eine 
Verwechselung  der  im  Texte  untersuchten  Geschwindigkeitscomponenten  o}^,w^,  w, 
mit  den  ebenso  bezeichneten  Perioden  der  Weierstrass'schen  Functionen  nicht  zu 
befürchten. 


Integration  der  Euler'schen  Differentialgleichungen.  333 

parallel   gehende  Behandlungen;  wir  verfolgen  demnacli  etwa  nur  den 
Fall  B>  D^  C.     Setzen  wir  aber  unter  dieser  Voraussetzung: 

^^^^     {A-D){B-C)~'^'     ^*D(i>— C)  ^2  —  ^  '  ABC  ~^' 

so    gilt    die    Ungleichung  O^Z^^^l,   und  es  nimmt   die  Differential- 
gleichung zwischen  a^  und  t  die  Gestalt  an: 

(1_s«)(i_ä;V)  =  '^  «^  • 

Wir  integrieren  diese  Differentialgleichung  mit  Rücksicht  auf  die 
vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  durch  s  =  sn  (A^),  wo  Z  positiv 
gewählt  werden  soll.  Ist  co^  berechnet,  so  stellen  sich  auf  Grund  von 
(23)  die  to^,  cog  vermöge  der  Functionen  cn  und  dn  dar.  Es  entspringt 
das  Theorem:  Die  nach  den  heiveglicJien  Axen  genommenen  Geschwindig- 
lieitscomponenten  stellen  sich  als  elliptische  Functionen  de}-  Zeit  t  tvie 
folgt  dar: 


(25) 


«1  =  +  ^^YaIa-C)  ^^  ^^^^' 
»2  =  +  ^  y  b[b-c)  ^^^  "^^^^^ 
«3  =  —  f.«  y-^i^A-c)  ^^  ^^^^ ' 


hier  sollen  die   Wurzeln  rechter  Hand  positiv  gewühlt  sein,  der  Multi- 
plicator  A  und  der  Modul  h^  sind  gegeben  durch: 


{^b)  A  —  -f-^[/  ^^^  ,     '^   —  {A  —  D)(B-C)> 

und  £  bedeutet  entweder  -j-1  oder  — 1.  Die  Vorzeichen  sind  hierbei 
der  Forderung  gemäss  bestimmt,  dass  oj^cog  für  ^  =  0  negativ  wird; 
dies  ist  eine  Folge  der  zweiten  Gleichung  (18)  und  der  Voraussetzung, 
dass  «2  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  mit  t  wachsen  sollte.  Die  Werte 
von  «1,  cjg  zur  Zeit  ^  =  0  sind  als  gegeben  anzusehen;  sie  bestimmen 
vermöge  (19)  die  Constanten  D  und  ji^,  während  man  s  etwa  aus  der 
ersten  Gleichung  (25)  für  ^  =  0  unter  der  Voraussetzung  bestimmt, 
dass  /i  als  positive  Quadratwurzel  aus  ^^  gewählt  wird. 

Die  Formeln  (25)  belehren  uns  darüber,  dass  die  instantane  DrcJi- 
axe  im  starren  Körper  eine  periodische  Bahn  beschreibt.  Zu  einem  ein- 
maligen vollen  Umlauf  auf  dem  Mantel  des  Polodiekegels  braucht  sie 
die  Zeit: 


(^')  -=^=y^i73a^[^+(4^^"+(^r^'+-] 


i^  y'D{A  —  D){B~C) 
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IV.    Die  Poinsot-Bewegung. 

Der  Verlauf  des  Herpolodiekegels  ist  nicht  so  übersichtlich,  wie 
der  des  Polodiekegels.  Po  ins  ot  hat  dementsprechend  die  kräftefreie  Be- 
wegung des  starren  Körpers  unter  Vermeidung  des  Herpolodiekegels 
auf  eine  Weise  beschrieben,  die  wir  hier  noch  kurz  darstellen  wollen. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

4^-'4i'(-'y)'  ^m-^'l-d''^)'  ^^--fr:=fe-) 

Diese  Ausdrücke  {y,  £),  {z,  x),  {x,  y)  zeigen  bei  einer  Transformation  des 
Coordinatensystems  ein  sehr  einfaches  Verhalten.  Haben  wir  ein  zweites 
rechtwinkliges  System  der  Coordinaten  X,  Y,  Z,  die  mit  den  x,  y,  z 
durch  die  Gleichungen  (1)  zusammenhängen,  so  berechnet  man  unter 
Benutzung  der  Relationen  (4): 

{y,i)  =  «1  (r,  Z)  +  \  {Z,  X)  +  c,  {X,Y), 
{z,x)  =  a,  {Y,  Z)  +  h,  (Z,  X)  +  c,  (X,  Y), 
(x,  y)  =  «3  (F,  ^  +  63  (Z,  X)  +  C3  (X,Y). 

Wir  denken  diese  Gleichungen  für  jeden  einzelnen  Punkt  unseres  starren 
Körpers  gebildet,  multiplicieren  mit  der  Masse  des  Punktes  und  sum- 
mieren über  alle  Punkte  des  Körpers;  es  folgt: 

2'm  (y,z)  =  a, ^^>^  (Y,Z)  +  h,  ^m  {Z,X)  +  c,  ^m  (X,  Y), 

Die  Ableitungen  der  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  nach  t  ver- 
schwinden zufolge  (13);  diese  linken  Seiten  sind  also  drei  Constanten 
gleich,  die  wir  p^,  p^,  p^  nennen: 

2'm{y,z)=p^,     2m{z,x)=2h,     2'^{^,y)=P^- 
Lassen  wir  andrerseits  wie  vorhin  die  Axen  der  X,  Y,  Z  mit  der 
zur  Zeit   t  erreichten  Lage   der  Hauptaxen   des   Körpers  in  Bezug  auf 
das  Drehungscentrum  coincidieren,  so  gelten  für  dieses  System  wie  oben 
die  Gleichungen: 

^-^=-Yo^,  +  Zco„     ^=-Z«,  +  X«,3,      ^  =  -X«,+  I^«r 
Hieraus  aber  folgt: 
^m  {Y,Z)  =  co.^m  (Y'  +  Z')  -  co,  ^m  XF—  «3  ^m  XZ, 

eine  Gleichung,   deren  rechte  Seite  sich  vermöge  (15)  sofort  auf  Aa^ 
zusammenzieht.     Entsprechend  findet  man  überhaupt: 

2m{Y,Z)  =  AGi„    2ni{Z,X)  =  B(o,     ^m (X,  F)  =  Cög, 
und  es  bestehen  demgemäss  die  folgenden  drei  Gleichungen: 


* 
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(28)  {    a2Ä(Oi-\-h2B(x}.2-]- c^C(o^=P2f 

Es  hat  nun  der  Endpunkt  des  Geschwindigkeitsvectors  im  festen 
System  die  Coordinateu  cj^,  coy,  03,,  im  beweglichen  aber  cj^,  Wg,  a^, 
so  dass  man  die  Gleichungen  hat: 

«1  «1  +  ^1^)2  +  ^1  ^3  =  ^^} 
a^CO^  +  &2«2  +  ^2'^3  =  ^yi 

a^co^  +  ^'s  0^2  +  ^z^z  =  ^^• 
Multipliciert  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  den  drei  voraufgehendeu 
und  addiert  die  Producte,  so  folgt  unter  Benutzung  der  Relationen  (2): 

A(x)l-\-  Beul  +  Ccol  =][)icix  -\r  P^^y  -\- P-i^Jz- 

Aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  hat  nach  (19)  den  von  t  unab- 
hängigen Wert  Djw.^  Es  entspringt  der  Satz:  Der  Endpunkt  {G}x,ciy,o^) 
des  Geschwindigkeitsvectors  bewegt  sich  beständig  in  der  „festen  Ebene": 

(29)  Pioc+p^y  -\-Pä^  =  ^;^'; 
die  „Herpolodieeurve''  ist  also  eine  ebene  Curve. 

Die  Ebene  (29)  hat  im  System  der  X,   Y,  Z  die  Gleichung: 
,   p,{a,X  -\-b,Y+  c,Z)  +  p,{a,X  +•••)+  lh(<^zX  +  •••)=  ^/^'; 
welche  man  mit  Hilfe  von  (28)  sofort  umrechnet  auf: 

(30)  ^«iX  +  ^«2  r+  C(o^Z  =  Dftl 

Diese  Gleichung  aber  liefert  die  Tangentialebene  an  das  durch  die  erste 
Gleichung  (20)  dargestellte  Trägheitsellipsoid  im  Endpunkte  {a^,  co^,  «3) 
des  zur  Zeit  t  vorliegenden  Geschwindigkeitsvectars.  Wir  gelangen  zu 
der  Erkenntnis,  dass  bei  der  kräftefreien  Bewegung  des  starren  Körpers 
dessen  Trägheitsellipsoid  (20)  während  seiner  Drehung  um  den  Mittel- 
punkt beständig  mit  der  festen  Ebene  (29)  in  Berührung  bleibt  und  also 
auf  dieser  abrollt;  die  Vectoren  nach  den  jeweiligen  Berührungspunkten  hin 
liefern  den  Herpolodiekegel  und  ergeben  vermöge  ihrer  Länge  in  jedem 
Augenblick  die  Grösse  der  Geschwindigkeit.  Dies  ist  das  von  Poinsot 
entwickelte  Bild  der  in  Rede  stehenden  Bewegung,  die  man  dieserhalb 
kurz  als  „Poinsot-Bewegung"  bezeichnet. 

V.    Specialfälle. 

Indem  wir  an  der  unter  III  gemachten  Voraussetzung  B^D^C 
festhalten,  wollen  wir  noch  auf  den  Charakter  der  beiden  Grenzfälle 
hinweisen,  die  hierbei  eintreten  können.  Ist  B  =  B,  so  besteht  die 
Poinsot-Bewegung   darin,   dass   das  Trägheitsellipsoid  gleichförmig  um 
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seine  mittlere  Axe  rotiert,  und  für  D  =  C  rotiert  es  entsprechend 
um  seine  kleine  Axe.  Man  bezeichnet  beide  Axen  (und  ebenso 
natürlich  die  grosse  Axe)  in  diesem  Sinne  als  „permanente  Drelmngs- 
axen".  Aber  beide  Bewegungen  haben  einen  gänzlich  verschiedenen 
Charakter,  demzufolge  die  für  D  =  0  als  eine  „stabile",  die  bei  B  =  D 
als  eine  „instabile"  bezeichnet  wird. 

Um  diesen  Unterschied  näher  darzulegen,  betrachten  wir  zunächst 
den  Fall,  dass  JD — 0=^^  unendlich  klein  wird.  Wir  gewinnen  einen 
unendlich  kleinen  Wert  des  Moduls  ¥,  so  dass  nach  pg.  254  die 
Jacobi'schen  Functionen  cn,  sn  angenähert  durch  trigonometrische  Func- 
tionen dargestellt  werden  können,  während  dn  nahehin  gleich  1  ist. 
Man  findet: 


Wg    =   —   S^L. 

Hier  sind  ca^,  ca^  dauernd  unendlich  klein.  Haben  wir  aber  zu  irgend 
einer  Zeit  unendlich  kleine  oj^,  «g,  so  ist  zufolge  (19)  die  Differenz 
(D  —  C)  unendlich  klein,  d.  h.  der  eben  betrachtete  Fall  liegt  dann 
thatsächlich  vor.  Der  Charakter  der  Stabilität  besteht  hiernach  kurz 
ausgedrückt  darin,  dass,  falls  m  irgend  einer  Zeit  die  instantane  Breh- 
axe  in  unmittelbarer  Nähe  der  Meinen  Hauptaxe  gelegen  ist,  sie  sich  zu 
lieiner  Zeit  von  dieser  Hauptaxe  iveit  zu  entfernen  vermag. 

Während  der  grossen  Hauptaxe  der  gleiche  Charakter  der  Sta- 
bilität zukommt,  treffen  wir  bei  der  Axe  des  mittleren  Trägheits- 
momentes auf  gänzlich  andere  Verhältnisse.  Ist  D  =  B,  so  wird  Jc^  =  1, 
und  also  degenerieren  die  elliptischen  Functionen  (cf.  pg.  322)  in  reelle 
Exponentialfunctionen  (hyperbolische  Functionen).  Im  einzelnen  folgern 
wir  aus  (25)  im  gegenwärtigen  Falle: 


I 


h = ^^  y 


B  [B  —  C)  2 


^^  =  ^  e^^  +  e-'^^ 


Oc 


-\/B{A  —  B) 


wo  A  den  folgenden  Wert  hat: 


=  ^l/' 


{A-B){B-C) 


AC 
Die  in  (27)  dargestellte  Zeitdauer  T  ist  oo  geworden. 
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Die  Polodiecurve  (20)  zerfällt  gegenwärtig  in  zwei  Ellipsen,  welche 
auf  dem  Trägheitsellipsoid  durch  das  Ebenenpaar  der  Gleichungen: 

(31)  xyÄ{A  —  B)  ±  ZyCiB -  C)  =0 

ausgeschnitten  werden.  Beide  Ellipsen  überkreuzen  sich  in  den  beiden 
Scheitelpunkten,  welche  die  T-Axe  auf  dem  Ellipsoid  ausschneidet. 
Befindet  sich  der  Endpunkt  der  Drehungsaxe  m  irgend  einer  Zeit  auf 
einer  der  vier  so  entspringenden  Ellipsenhalften,  so  ivird  er  sich  auf  dieser 
Hälfte  gegen  die  Y-Axe  hin  heivegen,  der  er  jedoch  erst  für  lim.  t=  oo 
unendlich  nahe  kotnmt.  Man  liest  dies  unmittelbar  aus  den  soeben  für 
«1,  a»2,  «3  mitgeteilten  Formeln  ab. 

Hiermit  vergleiche  man  nun  den  Fall  einer  äusserst  kleineu,  aber 
nicht  mit  0  identischen  Differenz  (B  —  D).     In  Figur  87  sind  die  eben 


Fig.  87. 


betrachtete  zerfallende  Polodiecurve  und  eine  in  der  Nähe  der  letzteren 
verlaufende  nicht-zerfallende  Polodiecurve  auf  dem  Trägheitsellipsoid  ge- 
zeichnet. Wir  finden:  Liegt  die  Brehungsaxe  in  irgend  einem  Augen- 
hlicke  der  Axe  des  mittleren  Trägheitsmomentes  wenn  auch  noch  so  nahe, 
ohne  jedoch  einer  der  Ebenen  (31)  anzugehören,  so  entfernt  sie  sich  nach 
hinreichend  langer,  aber  jedenfalls  endlicher  Zeit  von  der  Y-Axe  und 
kommt  sogar  gelegentlich  senkrecht  m  letzterer  zu  stehen.  Hierin  ist  der 
Charakter  der  Instabilität  der   F-Axe  begründet*). 

*)  Wegen  Weiterführung  der  im  Texte  behandelten  Probleme  sei  auf  die 
Lehrbücher  der  Dynamik  verwiesen.  Speciell  vergl.  man  das  pg.  328  bereits  ge- 
nannte Werk  von  E.  J.  Routh,  Bd.  2,  Kap.  4,  sowie  vor  allem  das  gegenwärtig 
im  Erscheinen  begriffene  Werk  von  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld  „Über  die 
Theorie  des  Kreisels",  Heft  I  und  II  (Leipzig,  1897  und  1898). 
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Sechstes  Kapitel. 
Lineare  Differentialgleichungen  mit  zwei  Veränderlichen. 

Das  Problem  der  Integration  vorgelegter  Differentialgleichungen 
zwischen  zwei  oder  mehreren  Variabelen  ist  seit  der  Entdeckung  der 
Differentialrechnung  oft  wiederholt  der  Anlass  zur  Gewinnung  der  ver- 

schiedenai-tigsten   und   werthvoUsten   mathematischen  Erkenntnisse   se- 

o 

worden,  und  es  kleiden  sich  in  die  Gestalt  dieses  Problems  zahllose 
Aufgaben  der  theoretischen  Naturbetrachtung.  Aus  dem  dieser  Sach- 
lage entsprechend  höchst  ausgedehnten  Gebiete  der  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen sollen  hier  einige  eng  umgrenzte  Kapitel  behandelt 
werden. 

Wir  wenden  uns  zuvörderst  zu  den  linearen  Differentialgleichungen 
zwischen  zwei  Variabelen  z,  Z,  von  denen  die  erste  als  unabhängig 
gelten  soll,  während  Z  als  Function  von  z  zu  denken  ist.  Die  Theorie 
dieser  Gleichungen,  deren  Gestalt  sogleich  näher  angegeben  werden 
soll  (§  1),  steht  der  im  dritten  Kapitel  (pg.  75  ff.)  entworfenen  Lehre 
von  den  Functionen  einer  complexen  Variabelen  besonders  nahe.  Man 
kann  sie  neben  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  als  eine  der 
einfachsten  und  interessantesten  Anwendungen  der  allgemeinen  Lehre 
von  den  complexen  Functionen  ansehen. 

Die  ersten  grundlegenden  Sätze  über  die  Existenz  von  Integralen 
linearer  Differentialgleichungen  unserer  Art  verdankt  man  Cauchy*). 
Den  namentlich  von  ihm  vertretenen  Anschauungen  entspricht  es,  die 
Eigenschaften  dieser  Integrale  als  Functionen  der  unbegrenzten  complexen 
Variabelen  z  in  Untersuchung  zu  ziehen.  Speciell  ist  es  das  Verhalten 
der  Integrale  bei  gewissen  „geschlossenen  Umläufen"  der  Variabelen  z, 
welche   das  Interesse   der  Untersuchung  fesselte.      In  dieser  Richtung 

*)  Man  vergl.  z.  B.  den  ersten  Band  von  Cauchy 's  „Exercices  d'analyse  et 
de  physique  mathematique"  (Paris,  1840)  oder  die  von  Moigno  neu  bearbeiteten 
„Legons  sur  le  calcul  differentiel"  Bd.  11  (Paris  1844);  siehe  auch  die  Nachweise 
betreffend  den  „calcul  des  limites"  in  der  Einleitung  zum  nächsten  Kapitel, 
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liegen  die  wertvollen  Ansätze  Riemann's*),  welcher  von  seiner  Theorie 
der  hypergeometrischen  Reihe  an  die  linearen  Differentialgleichungen 
herangeführt  wurde**).  Im  Laufe  der  letzten  Jahrzehnte  sind  es  vor 
allem  die  ausgedehnten  und  tiefgehenden  Untersuchungen  vonL.  Fuchs***) 
und  seinen  Schülern  gewesen,  welche  die  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen im  Sinne  der  Gesamtlehre  von  den  complexen  Func- 
tionen aufs  wesentlichste  gefördert  haben. 

Dem  Einflüsse  Fuchs'  danken  wir  auch  den  Besitz  eines  ausführ- 
lichen Handbuchs  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungeuf). 

Zu  den  interessantesten  und  am  meisten  behandelten  Beispielen 
gehört  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  mit 
welcher  die  vorhin  citierten  Untersuchungen  Riemann's  in  unmittel- 
barem Zusammenhange  stehen.  Indem  wir  diesen  Gegenstand  unten  kurz 
behandeln,  finden  wir  zugleich  Gelegenheit,  auf  die  durch  Schwarzff), 
Kleinftt)  u.  A.  entwickelte  ausgedehnte  Weiterführung  der  in  Rede 
stehenden  Riemann'schen  Ansätze  hinzuweisen. 

Schwierigere  neuere  Untersuchungen  von  Thome,  Poincare, 
Hill  u.  A.  über  die  analytische  Darstellung  der  Integrale  in  der  Um- 
o-ebuno-  gewisser  irreomlärer  Stellen  können  wir  nur  ganz  kurz  an- 
deuten *t).  Das  Interesse,  welches  diesen  Entwicklungen  anhaftet, 
besteht  darin,  dass  dieselben  namentlich  in  der  Störungstheorie  der 
Astronomie  unmittelbar  zur  Geltung  kommen  und  zum  Teil  auf  An- 
regung der  letzteren  ausgebildet  wurden *ff). 

*)  „Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen  mit  algebraischen 
Coefficienten"  (Februar  1857),  Riemann's  gesammelte  Werke,  pg.  357. 

**)  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss' sehe  Beihe  F{cc,ß,y;  x)  darstell- 
baren Functionen",  Göttinger  Abhandlungen  von  1857  oder  Riemann's  gesammelte 
Werke,  pg.  62. 

***)  Beginnend  mit  den  beiden  Abhandlungen  „Zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen", im  Journ.  f.  Math.  Bd.  66  (1866)  und  Bd.  68  (1868). 

t)  Verfasst  von  L.  Schlesinger  in  zwei  Bänden  (Leipzig  1895— 1898).  Eine 
„Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  %mab- 
hängigen  Variahelen"  gab  L.  Heffter  heraus  (Leipzig  1894). 

tt)  „Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauss' sehe  hypergeometrische  Beihe 
eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Argumentes  darstellt",  Journ.  f.  Math. 
Bd.  75  (1872). 

ttt)  Siehe  die  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  (Leipzig  1884),  wo  man  die 
weitere  bezügliche  Litteratur  mit  grosser  Vollständigkeit  genannt  findet. 

*t)  Siehe  die  zusammenfassende  Darstellung  bei  Schlesinger,  1.  c.  Bd.  1 
pg.  272,  wo  auch  die  litterarischen  Nachweise  zu  finden  sind. 

*tt)  Man  vergl.  den  inhaltreichen  Aufsatz  von  Burkhardt  „Über  einige 
mathematische  Besultate  neuerer  astronomischer  Untersuchungen,  insbesondere  über 
irreguläre  Integrale  linearer  Differentialgleichungen",  Mathem.  papers  read  at  the 
mathem.  congress,  held  at  Chicago  1893  (New  York  1896). 
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Es  ist  unerlässlich,  in  den  Kapiteln  VI  und  VII  beim  Leser  die  Kenntnis 
der  Elemente  der  Determinantentheorie  voraussetzen  zu  dürfen.  Zur 
Einführung  in  diese  Theorie  benutzt  man  zweckmässig  R.  Baltzer's 
„Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten'''^)  oder  auch  P.  Gordan's 
„  Vorlesungen  über  Invariantentheorie''  **). 

§  1.    Ansatz  der  linearen  Differentialgleichungen. 
Es    soll  s  ^=  X  -\-  iy    eine    unabhängige    complexe    Variabele    und 
Z  =  X-\-  iY  eine  Function   von  2  bedeuten.     Die  Abhängigkeit  des 
Z  von   z   soll   festgelegt   sein    durch   die  Differentialgleichung  der  n*'" 
Ordnung: 

(1)  p„(.) £f+ p,(.)^r^+...+P.,_,(,)g+P„(,)z_P,^,(,)^ 

in  welcher  die  gesuchte  Function  Z  und  ihre  Ableitungen  bis  zur 
^teu  Ordnung  linear  enthalten  sind.  Die  „Coefficienten"  dieser  linearen 
Differentialgleichung  P^(z),  F^{z),  ■  ■  ■ ,  P^^^{z)  sollen  analytische  Func- 
tionen von  z  sein,  von  denen  die  erste  Pq{s)  jedenfalls  nicht  mit  0 
identisch  sein  darf. 

Eine  erste  Vereinfachung  besteht  nun  darin,  dass  wir  das  „Ab- 
solutglied" Pn+i(z)  der  Gleichung  (1)  durch  0  ersetzen.  Wir  gehen 
dergestalt  zur  linearen  homogenen  Differentialgleichung: 

(2)  p„(.)  0  +  p,  (,)  |:I|  + . . .  +  p_,  (,)  ii  +  p,(,)  z=o. 

Kennt  man  nämlich  das  „allgemeine  Integral"  der  Gleichung  (2),  deren 
linke  Seite  mit  derjenigen  der  Gleichung  (1)  übereinstimmt,  so  kann 
man  nach  Lagrange 's  „Methode  der  Variation  der  Constanten"  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  durch  n  Quadraturen  gewinnen***). 
Die  weiteren  Betrachtungen  knüpfen  demnach  ausschliesslich  an  die 
homogene  Gleichung  (2)  an. 

Da  Pq{z)  nicht  identisch  verschwindet,  so  können  wir  die  Glei- 
chung (2)  durch  Pq(z)  teilen;  wir  können  auch  sogleich  Pq(z)  mit  1 
oder,  was  noch  zweckmässiger  ist,  mit  —  1  identisch  nehmen.  Auf 
diese  Weise  entspringt  die  Gleichungsfonn: 

*)  4.  Aufl.,  Leipzig  1875. 
**)  Bd.  1,  herausgegeben  von  Kerschensteiner  (Leipzig  1885). 
***)  Cf.  Lagrange  „Solution  de  differentes  prohlanes  de  caleul  integral",  Ab- 
handl.  der  Berlin.  Akad.  von  1775.    Siehe  auch  die  Darstellungen  bei  Schlesinger, 
1.  c.  Bd.  1  pg.  76.     Übrigens   findet  sich   der  fragliche   Gegenstand  auch  in   den 
meisten  einführenden  Büchern  über  Integralrechnung  behandelt. 
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(*)  £f =^.«S^  +  ^^(^)9^  +  -  +  ^-wf  +  ^.(^)^. 

welche  wir  je  nach  Umständen  der  Gestalt  (2)  vorziehen  werden. 

Möge  ^0  eine  im  Endlichen  gelegene  Stelle  sein,  in  deren  Um- 
gebung die  n  Coefficienten  P,(^)  der  Gleichung  (3)  sämtlich  regulär 
sind.     Wir  haben  dann  n  ebenda  convergente  Entwicklungen: 

(4)    P,(.)  =  K'^  +  Vf{^  -  ^o)  +  i>r  (^  "  ^of  +  I^(^  -  ^o)'  +  •  •  • 

nach  ansteigenden  Potenzen  von  (z  —  ^o)-  Alle  von  hier  durch  ana- 
lytische Fortsetzung  erreichbaren  endlichen  Stellen  z,  für  welche  die 
sämtlichen  P,(^)  der  Gleichung  (3)  regulär  bleiben,  setzen  den  „llegu- 
lantätsbereicli  der  Coefficienten''  unserer  Differentialgleichung  (3)  zu- 
sammen. Nach  den  Theoremen  von  pg.  128  ff  über  die  Convergenz- 
kreise  der  Potenzreihen  werden  die  n  Entwicklungen  (4)  sämtlich  inner- 
halb eines  Kreises  um  z^  convergent  sein,  der  bis  an  den  nächsten 
Randpunkt  des  Regularitätsbereiches  gerade  heranreicht-,  ausserhalb 
dieses  Kreises  ist  aber  mindestens  eine  dieser  Reihen  divergent.  Der 
gedachte  Kreis  heisse  der  zur  Stelle  8^  gehörige  „Convergenzkreis  der 

Coefficienten"  Pkid). 

Der  Regularitätsbereich  darf  sich  natürlich  mehrfach  über  sich 
selbst  hinüberziehen;  wir  werden  gleich  auf  den  Fall  aufmerksam 
machen,  dass  dieser  Bereich  eine  mehrblättrige  Riemann'sche  Fläche 
darstellt.  Die  Randpunkte  des  Bereiches  können  sich  zu  geschlossenen 
Linien  zusammensetzen,  die  dann  überall  dicht  von  wesentlich  singu- 
lären  Punkten  der  P.(^)  besetzt  sein  würden.  Aber  wir  werden  im 
folgenden  ausschliesslich  mit  isoliert  liegenden  Eandpunlcten  zu  thun 
haben*).  Hierher  gehören  zunächst  die  Stellen  oo  in  allen  Blättern 
des  Bereiches,  sodann  die  VerzweigungspunUe,  in  denen  diese  Blätter 
zusammenhängen,  die  Pole  der  Functionen  P,{z),  sowie  endlich  etwaige 
isoliert  liegende  wesentlich  singidäre  Stellen  der  letzteren.  Einige  von 
diesen  irregulären  Stellen  werden  sich  leicht  durch  Einführung  ge- 
eigneter neuer  unabhängiger  Variabelen  auf  reguläre  Stellen  reducieren 

Zu  einer  einfachsten  Classe  von  Differentialgleichungen  unserer 
Art  gelangen  wir,  falls  wir  alle  n  Coefficienten  der  Gleichung  (3)  als 
rationale  Functionen  wählen.  In  diesem  Falle  wird  der  Regularitäts- 
bereich von  der  ganzen  ^-Ebene,  jedoch  abgesehen  von  den  Polen  der 

*)  Die  Benennung  „Randpunkt"  ist  in  diesem  Falle  natürlich  so  zu  verstehen, 
dass  die  gesamte  Umgebung  des  fraglichen  Punktes,  abgesehen  von  diesem  selbst, 
dem  Bereiche  angehört. 
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Coefficienten  und  der  Stelle  oo,  gebildet.  Als  nächst  höheren  Fall 
wird  man  den  einordnen,  dass  die  Coefficienten  algebraische  Functionen 
einer  gewissen  endlich-hläUrigen  Biemann' sehen  Fläche  sind.  Nach  den 
Angaben  von  pg.  ITOfi.  werden  sich  in  diesem  Falle  die  P^(^)  als  ratio- 
nale Functionen  Ilk{w,z)  von  2  und  einer  geeignet  gewählten  Function 
w  jener  Riemann'schen  Fläche  darstellen  lassen,  wobei  dann  w  und 
z  durch  eine  algebraische  Relation  verknüpft  sind.  Der  Regularitäts- 
bereich  wird  jetzt  von  der  Riemann'schen  Fläche  geliefert,  wenn  wir 
absehen  von  den  Polen  der  Pä(^),  den  unendlich  fernen  Stellen  der 
einzelnen  Blätter  und  den  Verzweigungspunkten. 

Das  Problem,  das  wir  in  jedem  Falle  an  die  Angabe  einer  homo- 
genen Differentialgleichung  unserer  Art  knüpfen,  soll  aber  dies  sein, 
dass  wir  die  Existenz,  Mannigfaltigkeit  und  Eigenart  aller  der  einzelnen 
Gleichung  genügenden,  d.  i.  dieselbe  in  s  identisch  befriedigenden  Func- 
tionen Z  erforschen  sollen. 

§  2.    Existenztheorem  der  Integrale  Z. 

Wir  verstehen  jetzt  unter  Zq  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern 
des  Regularitätsbereichs  der  Coefficienten  Pj,{z)  einer  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung : 

Giebt  es  alsdann  überhaupt  ein  in  der  Umgebung  von  Zq  reguläres 
Integral  Z  der  Gleichung  (1),  so  wird  sich  dieses  in  eine  daselbst 
convergente  Potenzreihe: 

(2)         ^  =  «0  +  «i(^  —  ^0)  +  «aC^  —  ^0)'  +  a,{z  —  z^f  +  ■  ■  ■ 

entwickeln  lassen.  Trägt  man  diesen  Ausdruck  für  Z  in  (1)  ein,  so 
muss  eine  in  z  identisch  bestehende  Gleichung  entspringen.  Wenn 
man  also  unter  Benutzung  der  Ansätze  (4)  pg.  341  jede  der  beiden 
Seiten  der  Gleichung  (1)  nach  Potenzen  von  {z  —  z^)  anordnet,  so 
müssen  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  beider  Entwicklungen 
übereinstimmen.  Andrerseits  wird  auch  jede  in  der  Umgebung  von  z 
convergente  Entwicklung  (2),  für  welche  die  eben  genannte  Überein- 
stimmung der  Entwicklungscoefficienten  rechts  und  links  in  (1)  zu- 
trifft, ein  Integral  Z  unserer  Differentialgleichung  (1)  liefern. 

Bei  dieser  Sachlage  wird  sich  unsere  Überlegung  in  zwei  Ab- 
schnitte gliedern.  Wir  fragen  erstlich,  wie  sich  die  Coefficienten  «„, 
Oy  a^,--  ■  in  der  allgemeinsten  Weise  derart  bestimmen  lassen,  dass 
die  Potenzreihe  (2)  die  Differentialgleichung  (1)  „formal  befriedigt",  d.  h. 
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dass  bei  Anordnung  beider  Seiten  von  (1)  nach  Potenzen  von  {z  —  z^ 
entsprechende  Coefficienten  übereinstimmen.  Wir  werden  uns  zweitens 
mit  der  Frage  nach  der  Convergenz  solcher  formal  befriedigender 
Reihen  beschäftigen  müssen;  denn  nur  eine  „convergente"  Reihe  dieser 
Art  liefert  uns  ein  gesuchtes  Integral  Z. 

I.    Bestimmung  der  Coefficienten  üq,  %,  •••. 

Zum  Zwecke  der  Abkürzung  setzen  wir  bei  den  folgenden  Rech- 
nungen z  —  ^Q  =  t  In  der  Umgebung  von  z^  haben  wir  alsdann 
folgende  Reihen: 

dz''  ü.  . 

in  —  k  r^ 

Man  entwickele  daraufhin  PM  — — -r  durch  Multiplication  der  beiden 

zugehörigen  Reihen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  ^  und  wird  den 
Coefficienten  von  g"'  als  {m  +  l)-gliedrige  Summe  mit  Hilfe  der  Bino- 
mialcoefficienten  (^)  leicht  darstellen.  Durch  Summation  nach  Je  von 
1  bis  n  entspringt  von  hieraus  der  Coefficient  von  g»*  in  der  Entwick- 
lung der  rechten  Seite  von  (1). 

Dieser  Coefficient  muss  aber  nach  dem,  was  voraufgesandt  wurde, 

gleich  dem  Coefficienten  ^^^^~f^  dn+m  von  ^"^  in  der  Entwicklung  von 

—   sein      Die  für  Z  in  Ansatz  gebrachte   Reihe  wird  demnach  die 

dz"" 

Differentialgleichung  formal  befriedigen,  falls  für  die  sämtlichen  Zahlen 

^w  =  0,  1,  2,  3,  •  •  •  die  Relation  gilt: 

(3)  ».+ „.  =  srfsi  2  (» - ^y-  h-^»  +rl^')  «.-^+.e. 


k=i 


Durch  diese  Gleichung  ist  «„+,«  linear  und  homogen  in  den  vorauf- 
gehenden Coefficienten  ao,a^r'->  ^n+m-i  dargestellt.  Wir  haben 
damit  eine  Recursionsformel  gewonnen,  welche  uns  gestattet,  die  Coeffi- 
cienten a„,  an+i,  dn+i,  ■  •  •  nach  und  nach  aus  %,  a^,--,  «n-i  zn  be- 
rechnen, während  diese  n  ersten  Coefficienten  unbestimmt  bleiben:  In 
der  allgemeinsten  unsere  Differentialgleichung  formal  befriedigenden  Beihe 

*)  In  üblicher  Weise  setzen  wir  hierbei  11  =  1,  falls  Z  ==  0  ist. 
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(2)  hleihen  die  n  ersten  Coefficienkn  als  complexe  Grössen  tvinhärlich 
wählbar,  während  alle  iveiteren  Coefficienten  in  jenen  vermöge  der  pf^ 
eindeutig  darstellbar  sind. 

Die  Coefficienten  der  a  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  sind  ganze 
rationale  Verbindungen  der  i>f  >  mit  lauter  positwen  rationalen  Brüchen 
als  Coefficienten.  Man  kann  nun  rechts  für  den  höchsten  Coefficienten 
an+,n-i  seinen  Ausdruck  in  «„,  •  •  -,  a,+  ,„_2  eintragen,  sodann  a^+rn-, 
überall  durch  «„,  •  •  .,  a^+m-i  ausdrücken  und  in  gleicher  Weise  fort- 
fahren, bis  rechts  nur  noch  a„  a„  •  ■  ■  «„_,  auftreten.  Wir  kommen 
solchergestalt  zu  einer  Formel: 

(4)         «„+,„  =  %G:'(j>)  +  a^G[%,)  +  .  .  .  +  a^^_^G^-!_^(p), 

deren  rechte  Seite  linear  imd  homogen  in  a„  «„...,  «_,  aufgebaut 
ist.  Von  besonderer  Wichtigkeit  aber  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
cienten  Gf\p).  Nach  den  soeben  vorausgeschicUen  Bemerkungen  werden 
die  G(p)  ganze  rationale  Functionen  (m  +  1)'^»  Grades  der  (m  +  1)  w 
Anfängscocfflcienten  pf ,  pf ,  •  .  .,  ^>w  darstellen;  und  es  ivird  die  einzelne 
dieser  Functionen  ausschliesslich  posiUve  Glieder  aufweisen  mit  nume- 
rischen, d.  i.  von  den  besonderen  Werten  der  p  unabhängigen,  positiven 
Coefficienten. 

II.    Convergenzbeweis. 

Setzt  man  eine  unter  den  n  Grössen  a„  «„...,  «„_,,  etwa  a,-, 
gleich  1,  die  übrigen  gleich  0,  so  entspringt  die  Reihe: 

(5)  r  +  <^fr  +  (?f^r+'  +  Gf^f^^  + . . .. 

Nehmen  wir  hier  nach  einander  i  =  0,  1,  2,  •  •  .,  n  -  1,  so  gewinnen 
wir^  „particuläre  Reihen",  aus  denen  umgekehrt  die  allgemeinste 
Reihe  unserer  Art  durch  lineare  Combination  wieder  erhalten  werden 
kann.  Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  jede  dieser  Reihen  convergent  sein 
wird,  falls  die  n  particulären  Reihen  (5)  convergieren. 

Man  wähle  nun  z  im  Innern  des  zur  Stelle  z,  gehörenden  Con- 
vergenzkreises  der  P,(,),  welcher  den  Radius  E  habe.  Man  kann  als- 
dann eine  positive  Zahl  r  in  Übereinstimmung  mit: 

l^l  =  i^  — ^ol<^'<-R 

bestimmen.     Auf  der  Peripherie   eines  Kreises  vom  Radius   .  um   .„ 
sind    alle    n  Functionen   P,(.)   endlich.     Man   kann  hiernach   eine  be-    • 
stimmte  endliche  Zahl  M  fixieren,  so  dass  die  absoluten  Beträge  !  P,  | 
unserer  n  Functionen  auf  jener  Peripherie  überall  <  M  sind: 

(^)  \P,i^)\<M    für     |^_^J_.  (.=M..,,„). 
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Ausserdem  soll: 

(7)  ^>T 

gelten,  was  nötigenfalls  durch  eine  weitere  Vergrösserung  von  M  erreich- 
bar ist.  Aus  (6)  folgt  für  die  Entwicklungscoefficienten  pf  nach  dem 
Cauchy'schen  Satze  (pg.  119)  durch  eine  pg.  127  ausgeführten  Rechnung: 

(8)  IpfK^- 

Nach  dem  oben  erkannten  Bildungsgesetze  der  G.  ,  G.  ,-•  ■  wird 
der  absolute  Betrag  der  einzelnen  dieser  Grössen  nicht  verkleinert,  falls 
wir  die  p^^  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzen;  und  es  findet  eine 
Vergrösserung  der  absoluten  Beträge  der  G  statt,  falls  demnächst 
I  pf^  I  durch  —  ersetzt  wird. 

Dieser  soeben  bezeichnete  Ersatz  aller  Coefficienten  p  läuft  nun 
einfach  darauf  hinaus,  dass  wir  an  Stelle  der  n  Functionen  Pk(/)  eine 

und  dieselbe  Function  m(i  —  yj      treten  lassen. 

Das  gewonnene  Ergebnis  können  wir  demnach  dahin  fassen, 
dass  die  Reihen  (5)  für  den  in  Rede  stehenden  Wert  z  sicJwr  convergent 
sind,  falls  ebenda  die  n  particulärm  Reihen  der  besonderen  Bifferential- 
gleicfmng: 

convergieren. 

Möge  nun  eine  einzelne  dieser  Reihen  die  Coefficienten  &„,  hj^, 
K,'-  haben,  wobei  also  unter  den  n  ersten  Coefficienten  nur  einer 
von  0  verschieden  und  gleich  1  ist.     Alsdann  folgt  aus  (3): 

,        (m  +  n) !  &„+,«  =  ni\  M^  (n  -  Jc)\  [-^ -j- [       /     )-^ 

k  =  l 
+  (  2  )-7r=^+---   +   l  m  )bn-k  +  ,n] 

Man  setze  die  entsprechende  Relation  für  bn+m-i  an  und  gewinnt  durch 
Combination  beider  ohne  Mühe: 

(m  +  n)\  rbn+vi  —  {n  -\-  m  —  1)!  mbn+m-i 

(9)  ^ 

=  Mr  y  (n  +  ni  —  k)\  hn+m-k  • 
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Für  m  =  0  ergiebt  sich  insbesondere: 

n 


k=i 


wo  die  rechts  stehende  Summe  nur  ein  einziges  von  0  verschiedenes 
und  zwar  positives  Glied  enthält;  es  ist  somit  &„  reell  und  >  0.  Die 
Gleichung  (9)  kann  man  nunmehr  auch  so  schreiben: 

Da  unter  den  Zahlen  \,h^,---)^n  keine  negative  und  zwei  von  0 
verschiedene  sind,  so  ergiebt  sich  aus  (10)  durch  den  Schluss  der  voll- 
ständigen Induction,  dass  sämtliche  Coefficienten  !)„,  hn+i,  hn+2,  •  •  • 
reell  und  >  0  sind.  Dieserhalb  aber  liefert  die  Gleichung  (10)  mit 
Rücksicht  auf  (7)  die  weitere  Ungleichung  &„+„,  r  >  hn+m-i-  Da  die- 
selbe für  alle  Zahlen  w  =  1,  2,  3,  •  •  •  gelten  wird,  so  schliessen  wir  auf: 

7  ^^^     n-\-m—l   .^^  "n  +  m  —  2    ^^  .       ^n+7n  —  v 

^«+w  ^       ~       ^       :p      >  •  •  •  >  — 

(11)  r^>!:^+fi=L^     für     v£m 

n-\-m 

Unter  der  Voraussetzung  m'^n  ist  &„-|_„,_i>0.     Dividiert  man 
somit  Gleichung  (10)  durch  In-^-m-i,  so  folgt: 

^n  +  m  m-\-Mr       1      I      71*-  1 


< 


_|_  Jlf \ Rw-f-TO  — 2 

~        {m  +  n)  {m  +  w  —  1)  L &„4-m_  i 


&„+,«_!  m-\-n        r^        (»»^  +  w)  (w  +  w  — 1)  L&„+^_i 

1        _  J ^n  +  m-3     ,  _j __1 ^,a 

und  also  mit  Rücksicht  auf  (11): 


-\-  M 


+  •••  + 


_(w  -f  w)  (w  +  w  —  1)    '         ■  "r  (wt  +  m)  (»»  -|-  w  —  1)  •  •  •  (m  4- 1)_ 
Für  lim.  m  =  oo  ist  die  Grenze  der  rechten  Seite  — 


r 

lim.    — ^^ — T  l<i; 


die  vorgelegte  Reihe  ist  sonach  für  den  ausgewählten  Wert  z  mit 
\  ^  —  ^q\  <*'  absolut  convergent,  und  damit  ist  auch  die  Convergenz 
unserer  n  particulären  Reihen  (5)  an  der  gleichen  Stelle  bewiesen. 
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Nach  den  Sätzen  über  Darstellung  analytischer  Functionen  durch 
convergente  Potenzreihen  ist  aber  damit  folgendes  grundlegende  Theorem 
gewonnen:  Bie  Differentialgleichung  (1)  hesiM  in  der  Umgehung  jeder 
Stelle  Zq  innerhalb  des  Begtdaritätshereiches  der  Fk{z)  n  ebenda  reguläre 
particidäre  Integrale,  dargestellt  durch  n  Potemreihm,  die  convergent  sitid 
innerhalb  eines  um  Zq  zu  legenden  und  an  den  nächsten  Bandpimld  des 
Begidaritätsbereiches  gerade  heranreichetiden  Kreises.  Jede  lineare  homo- 
gene Combination  dieser  n  Integrale  mit  beliebigen  constanten  Coefficienten 
ist  wieder  ein  Integral  von  (1),  und  in  dieser  Gestalt  ist  jedes  in  der 
Umgebung  von  Zq  existierende  und  ebenda  reguläre  Integral  unserer  Diffe- 
rentialgleichung darstellbar. 

§  3.    Begriff  des  Fundamentalsystems. 

Man  verstehe  wie  soeben  unter  Zq  irgend  eine  Stelle  im  Innern  des 
Regiüaritätsbereiches  der  Pk(z)  und  nenne  die  n  particulären  Integrale, 
welche  durch  die  Reihen  (5)  pg.  344  für  die  Umgebung  von  Zq  geliefert 
werden,  kurz  Z^,  Z,,  •  -  •,  Z„,  so  dass  die  Darstellungen  gelten: 

z,  =  {z-  z,f-^  +  a^:!_,  (z  -  z,Y  +  G^,  (z  -  z,y+^ 

In  der  Umgebung  von  Zq  ist  alsdann  das  „allgemeine  Integral"  unserer 
Differentialgleichung  nach  dem  eben  bewiesenen  Theoreme  dargestellt 
durch : 

(2)  Z  =  C,Z,  -\-  C,Z,  -] h  CnZn, 

wo  Ci,  Ca", '  '  -jCn  willkürliche  Constante  sind.  Insofern  es  möglich  ist, 
jedes  in  der  Umgebung  von  Zq  reguläre  Integral  der  Differential- 
gleichung in  der  Gestalt  (2)  linear- homogen  durch  die  Z^,  Z^,-  -  ■,  Zn 
darzustellen,  wollen  wir  sagen:  Die  Z^,  Z^,  •  '  -,  Zn  bilden  ein  „Funda- 
mentalsijstem"  von  Integralen  für  die  Stelle  Zq*).  Wir  bezeichnen  dieses 
Fundamentalsystem  symbolisch  kurz  durch  (Z^,  Zg,  •  •  •,  Zn). 

Es  giebt  nun  für  ein  und  dieselbe  Stelle  Zq  unendlich  viele  der- 
artige Fundamentalsysteme.  Ist  (Z/,  Z/,  •  •  •,  Zn)  irgend  ein  zweites, 
so  können  wir  erstlich  jedes  Zk  linear-homogen  in  (Z^,  Z^,-  -  -,  Zn) 
darstellen,  d.  h.  wir  haben  n  Gleichungen: 

Z/   =  Cii^i  +  ^2-^2  H 1"  (^i-nZn, 

Z^  =  Cgi^i   4-  ^22-^2  'H (-  ^2nZ«  , 

^^  , 

Zn    =  Cn\Zx  -\-  CntZ^  '\'   '  '  '   ^  CnnZn  • 

*)  Vergl.  die  pg.  339  genannte  Abhandlung  von  L.  Fuchs  im  Journ.  f.  Math., 
Bd.  66. 
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Da  aber  umgekehrt  auch  jedes  Zu  im  System  (Z/,  Z/,  •  •  •,  Z'^)  dar- 
stellbar ist,  so  muss  die  Determinante  des  Gleichungssystems  (3)  von 
0  verschieden  sein:  ^i  ^11^22  •  •  •  Cnn  +  0.  Ist  umgekehrt  letztere  Be- 
dingung erfüllt,  so  lässt  sich  das  einzelne  Z^  und  damit  jedes  Integral 
in  der  Umgebung  von  z^  in  den  Z^,  Z^,  •  ■  ■,  Z^  darstellen,  d/  h.  also 
{.^1}  ^2'j  •  •  •  j  Zn)  ist  ein  Fundamentalsystem.  Es  giebt  für  die  Stelle 
Zq  hiernach  unendlich  viele  Fundamentalsysteme;  ein  beliebiges  unter  ihnen 
i^i'}  ^2}  •  •  •;  ^n)  gewinnt  man  aus  einem  speäellen  (Z^,  Z^,  •  •  ■,  Zn) 
vermöge  der  Gleichungen  (3),  wenn  man  in  letzteren  die  Coefficienten  c^ 
als  beliebige  complexe  Constante  nicht-verschwindender  Determinante  aus- 
wählt. Das  durch  die  Gleichungen  (1)  gelieferte  besondere  System 
möge  das  „canonische  Fundamentalsystem"  der  Stelle  Zq  heissen. 

Als  „Determinante  zl  {Z^,  Z^,  ■  ■  ■ ,  Zn)  eines  Fundamentalsystems 
(^17  ^27''-}  ^n)"  bezeichnet  man  die  folgende  Determinante  mit  n^ 
Elementen: 


(4) 


z/{Z,,Z„...,Z„)  = 


dz" 


dz""- 


2    7 


d'^-^Z,     d^-^Z. 


dz 


n  —  l    7 


dz 


.n  —  2    > 


dz 


«— 1  7 


d^-'z 

n 

dz^-'' 


,  Zji 


Für  jedes  specielle  Fundamentalsystem  stellt  die  Determinante  eine  inner- 
halb des  um  z^  zu  legenden  Convergenzkreises  der  Pk(z)  reguläre  und 
deshalb  auch  stetige  analytische  Function  von  z  dar.  Die  Determinante 
des  canonischen  Systems  (Z^,  Z^,  ■  •  • ,  Z„)  nimmt,  wie  man  aus  (1) 
leicht  ausrechnet,  für  z  =  Zq  den  Wert  an: 

«jn  — 1) 

(-1) 


2«  — 2  .  3«  — 3  .  4«  — 4 


(n 


2y  (n  —  l). 

Gehen  wir  vom  canonischen  System  vermöge  der  Formeln  (3)  zu  einem 
beliebigen  Fundamentalsystem  der  Stelle  z^,  so  berechnet  man  als  Wert 
der  Determinante  des  letzteren  für  z  =  Zq-. 

(5)  2-2 .  3-3  ...(n-  2y  (n  -  1)  -^  ±  c,,e,,  •  •  •  c.„ . 

Da  dieser  Wert  von  0  verschieden  ist,  so  entspringt  das  Theorem: 
Die  Determinante  jedes  zur  Stelle  Zq  gehörenden  Fundamentalsystems  stellt 
ebenda  eine  reguläre  Function  dar,  welche  für  z^  tmd  deshalb  wegen  der 
Stetigkeit  auch  in  der  nächsten  Umgebung  von  Zq  nicht  verschwindet. 
Definiert  man  nach  (4)  die  Determinante  eines  beliebigen  Systems  von 
n  Integralen,  so  ist  auch  iimgelehrt  das  Nichtverscliwinden  dieser  Deter- 
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minante  für  2  =  0q  ein  ausreichendes  Kennmchen  dafür,  dass  jene  n 
Integrale  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Wenn  man  nämlich  die  frag- 
liclieu  n  Integrale  im  canonischen  Fundamentalsystem  darstellt,  so 
werden  die  n^  hierbei  zur  Geltung  kommenden  Coefficienten  in  der  That 
eine  nicht  -  verschwindende  Determinante  besitzen  müssen-,  denn  nur 
unter  dieser  Bedingung  würde  die  eben  durchgeführte  Rechnung  that- 
sächlich  einen  von  null  verschiedenen  Wert  für  die  Determinante  des 
vorgelegten  Integralsystems  bei  Zq  liefern. 

Sind  zunächst  wieder  Z^,  Z^,  •  •  ■ ,  Zn  A\q  Integrale  des  canonischen 
Systems,  so  kann  die  Gleichung: 

(6)  G,Z,  +  C,Z,  +  C3Z3  +  •  •  •  +  GnZn  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  C^,  C.^,---,  Cn  nur  dann  in  z  identisch 
bestehen,  wenn  die  sämtlichen  C  verschwinden.  Wäre  nämlich  wenigstens 
ein  Coefficient  C  von  0  verschieden,  so  würde  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (6)  in  der  Umgebung  von  Zq  durch  eine  convergente  Reihe 
darstellbar  sein,  von  deren  n  ersten  Gliedern  wenigstens  eines  nicht 
ausfällt,  d.  h.  nicht- verschwindenden  Coefficienten  hat;  die  Reihe  kann 
also  nicht  eine  mit  0  identische  Function  darstellen.  Insofern  hier- 
nach zwischen  den  Z^,  Z^,  ■  -  • ,  Zn  keine  Relation  (6)  mit  nicht  durch- 
gängig verschwindenden  Coefficienten  besteht,  sollen  die  Z^,  Z.^,-  •  • ,  Z„ 
als  von  einander  „linear-unabhängig"  bezeichnet  werden. 

Wir  können  jetzt  sogleich  allgemein  das  folgende  Theorem  zeigen: 
Bie  Integrale  irgend  eines  Fundamentalsystems  stellen  immer  n  linear- 
unabhängige Functionen  dar.  Ist  nämlich  (Z^',  Z^f  •  ■  • ,  Z„')  irgend  ein 
neues  Fundamentalsystem  und  bedeutet  (Z^,  Z^,  •  •  -,  Zn)  das  canonische 
Fundamentalsystem,  so  gilt  zufolge  (3)  identisch: 

(7)  C^ Z^  -\-  C,^ Z^    +  •  •  •  +  Cn  Zn   ==  C^Z^  -f-  C^Z.^  "f"  ■  ■  ■  ~h  CnZ„, 

falls  die  2n  Constanten  C  verbunden  sind  durch: 

^1  =  ^n Ci   -{-  C.21C2   -\-  •  •  ■  -^  C„iCn , 


Soll  nun  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  mit  0  identisch  sein,  so 
verschwinden  alle  Coefficienten  C^.  Die  Auflösung  des  letzten  Gleichungs- 
systems ergiebt  demnach  wegen  ^4:  CnCgg  •  •  •  c««  =j=  0  das  Verschwinden 
sämtlicher  Ck. 

Auch  der  umgekehrte  Satz  ist  gültig:  Hat  man  irgend  ein  System 
von  n  linear-unabhängigen  Integralen  Z/,  Z^',  •  •  ■ ,  Zn  für  die  Umgebung 
von  Zq  gefunden,  so   bilden  diese  ein  Fundamentalsystem.      Stellen   wir 
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nämlich  die  Zk  etwa  im  canonischen  System  in  der  Gestalt  der  Formeln 
(3),  dar,  so  ist  die  zugehörige  Determinante  ^+  Cj^Cga  •  •  •  c„n  4=  0. 
Wäre  nämlich  diese  Determinante  gleich  0,  so  Hessen  sich  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Determinantentheorie  n  nicht  durcho-äno-io'  ver- 
schwindende  Grössen  0^,  C^,  •  -  •  ■)  Cn  finden,  so  dass: 

für  alle  k  =  1,2,-  ■  -,  n  gelten  würde.  Dann  aber  wären  die  Z/, 
Z^,  ■  ■  • ,  Zn    linear  abhängig,  insofern  die  Gleichung: 

c^z;^G^z;-\-...^Cnz:  =  ^ 

identisch  bestehen  würde. 

Als  Folgerung  aus  den   bisherigen  Ergebnissen   merken  wir  noch 

an:     Ztvischen  je  {n  +  1)   Integralen  Z^,  Z^, ,  Z„+i  besteht  immer 

identisch  eine  Relation: 

(8)  C,Z,  +  C,Z,  +  . . .  +  Cn+,Z,+,  =  0, 

deren  Coefficienten  nicht  sämtlich  verschwinden.  Wenn  nämlich  eine 
solche  Relation  zwischen  Z^,  Z^,-  ■  -,  Zn  noch  nicht  besteht,  so  bilden 
diese  Integrale  ein  Fundamentalsystem.  Dann  aber  lässt  sich  Z„^i 
linear-homogen  in  Zj^,  Z^,  -  ■  • ,  Zn  darstellen,  womit  die  Existenz  einer 
Relation  (8)  festgestellt  ist. 

§  4.    Darstellung  der  Pa(^)  durch  die  Integrale.     Analytische 

Fortsetzung. 

Wir  verstehen  wie  bisher  unter  2q  eine  Stelle  innerhalb  des  Regu- 
laritätsbereichs  der  Pk(2)  und  unter  (Z^,Z.2,---,  Zn)  ein  für  die  Um- 
gebung von  Sq  berechnetes  Fundamentalsystem.  Dann  gelten  ebenda 
die  n  Gleichungen: 


für  Ä  =  1,  2,  •  •  •,  w  in  z  identisch.  Fassen  wir  diese  Gleichungen  als 
solche  für  die  n  linear  vorkommenden  Unbekannten  Pi(^),  Po(;2;),---, 
P„(^)  auf,  so  berechnen  sich  dieselben  eindeutig  aus  den  Zi,  und  deren 
Ableitungen;  denn  die  Determinante  ^{Z^,Z^,---,  Zn)  des  Gleichungs- 
systems (1)  ist  in  der  Umgebung  von  Sq  von  0  verschieden.  Verstehen 
wir  unter  ^k{Z^,  Z^,  •  •  •,  Zri)  diejenige  Determinante,  welche  aus  der 
in  (4)  §  3  explicit  gegebenen  Determinante  z/  hervorgeht,  falls  man  die 

Elemente  der  Ä;*"*"  Verticalreihe  durch  — ~  ,  — ^  ,  •  •  •  ersetzt,  so  ent- 

dz""  '   dz^  '  ' 
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springt  als  eine  in  der  Umgehung  von  0q  gültige  Darstellung  der  PkQ:) 
in  den  Integralen  des  lundamentalsystems  {Z^,  Z.^,  ■  ■  • ,  Z,): 


(2) 


P^^)  = 


j{Z^,z,,...,z;) 


Hieran  schliesst  sich  die  folgende  Betrachtung.  Ist  in  der  Um- 
gebung von  Zq  ein  beliebiges  Integral  Z  vorgelegt,  so  gilt  eine  Dar- 
stellung desselben  durch  das  Fundameutalsystem  {Z^,  Z^,  •  •  • ,  Z„): 

identisch  in  z.     Durch  Differentiation  stellen  wir  die  (w  -|-  1)  identischen 
Gleichungen : 


+  a 


d^ 


für  Ä;  =  0,  1,  2, 


(3) 


,  n  her.     Durch  Elimination  der  C  folgt: 
(TZ      d^'-^Z  dZ 

d"Z,     d"-^Zj  dZ, 


dz""  '   dz"-^  ' 


dz 


z 

,21 


d^'z.    d"-^z 


d^"  '   dz" 


•  1  > 


dz 


■)   Zn 


=  0 


Entwickelt  man  die  hier  links  stehende  Determinante  nach  den  Elementen 
der  ersten  Horizontalreihe,  so  entspringt  (cf.  Formel  (2))  unsere  Differential- 
gleichung wieder.  Von  hieraus  ist  direct  ersichtlich,  dass  letztere  durch 
jede  lineare  homogene  Combination  der  Z^,  Z^,-  •  -,  Z»  befriedigt  vrird. 
Da  wir  von  einem  beliebigen  Fundamentalsystem  (Z^,  Z^,-  •  ■ ,  Zu) 
ausgingen,  so  hleihen  die  in  (2)  rechts  stehenden  Quotienten  der  Deter- 
minanten z/,  z/i,  z/2,  •  •  •,  ^„  unverändert,  falls  man  die  Z^,  Z.^,  ■  ■  ■,  Z„ 
durch  die  Integrale  irgend  eines  anderen  Fundamentalsystems  {Z^,  Z.^,  •  •  • , 
Zu)  ersetzt,  welche  mit  den  Zu  vermöge  der  Gleichungen  (3)  pg.  347 
zusammenhängen  mögen.  Die  einzelne  Determinante  zlk  bleibt  bei 
diesem  Ersatz  nicht  unverändert;  man  folgert  vielmehr  aus  dem  Multi- 
plicationstheorem  der  Determinanten  leicht,  dass  A^  heim  Übergang  zu 
den  ZI,  ■  -,  Zn   die  Determinante  der  Cn,  als  Eactor  annimmt: 

(4)      z/.(Z/,  ■'•,z:)  =  Mz„  ■'•,Zn)-yi± 


^11  ^22 


Cn'i 


Hiermit  im   Zusammenhang  steht    noch    folgende  wichtige   Über- 
legung.     Aus    der  Differentiationsregel  der  Determinanten  folgt,   dass 
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die  nach  2  genommene  Ableitung  von  z/  nichts  anderes  als  die  Deter- 
minante z/j  darstellt.     Mit  Benutzung  von  (2)  folgt  hieraus: 

4l  =  ^.  =  ^p»     i^^P,(.). 

Durch  Integration  gewinnen  ivir  folgende  Darstellung  von  A: 

(5)  ^(Z„^„...,Z„)  =  0.e/^^^^^'^% 

wo  C  eine  Constante  ist.  — 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  mit  Hilfe  des  Princips  der  analytisehen 
Fortsetzung  eine  weit  allgemeinere  Auffassung  unserer  bisherigen  Er- 
gebnisse zu  gewinnen.  Die  Z^^,  Z^,  •  ■  ■ ,  Zn  sind  bisher  nur  erst  inner- 
halb des  um  Zq  zu  legenden  Convergenzkreises  der  Pki/)  definiert.  Da 
sie  für  jeden  Punkt  z^  innerhalb  dieses  Kreises  Integrale  der  Differential- 
gleichung darstellen,  so  werden  sie  sich  nach  dem  Grundtheorem  von 
pg.  347  nach  Potenzen  von  (z  —  z^  in  Reihen  entwickeln  lassen,  die 
jedenfalls  innerhalb  des  zu  z^  gehörigen  Convergenzkreises  der  Pk{z) 
convergent  sind.  Zugleich  befriedigen  sie  innerhalb  dieses  Kreises 
überall  die  Differentialgleichung.  Durch  Fortsetzung  der  Überlegung 
entspringt  das  Theorem:  Die  Z^,  Z^,  ■  •  ■ ,  Zn  gestatten  innerhalb  des 
Regularitätshereiches  der  Pk(^)  unbeschränkte  analytische  Fortsetzung,  zeigen 
daselbst  überall  reguläres  Verhalten  und  befriedigen  beständig  die  Diffe- 
rentialgleichung. 

Hieraus  folgt,  dass  auch  A{Z^,  Z^,  •  -  • ,  Zn)  im  ganzen  Regularitäts- 
bereich  der  Pk(^)  eine  reguläre  Function  darstellt;  und  da  dieselbe  in 
der  Umgebung  von  Zq  mit  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (5) 
stehenden  Function  identisch  ist,  so  gilt  diese  „Identität"  (5)  im  ganzen 
Regularitätsbereich.  Damit  aber  erkennen  wir,  dass  z/  innerhalb  dieses 
Bereiches  überall  von  0  verschieden  ist;  die  pg.  349  ausgesprochenen 
Sätze  ergeben  also  das  Resultat:  Die  Integrale  Z^,  Z,^,  •■■,  Zn  be- 
ivahren  bei  beliebiger  Fortsetzung  innerhalb  des  Regularitätsbereiches  der 
Pk{^)  ihre  Eigenschaft,  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
darzustellen. 

Merken  wir  endlich  noch  an,  dass  offenbar  auch  die  Gleichungen 
(2)  bei  allen  innerhalb  des  Begularitätsbereiches  der  Pk{^)  zu  vollziehenden 
analytischen  Fortsetzungen  erhalten  bleiben  werden.  — 

Von  den  Randstellen  des  oft  genannten  Regularitätsbereiches  bieten 
zunächst  die  Punkte  00  und  die  endlichblättrigen  Verzweigungspunkte 
keine  besondere  Schwierigkeit. 

Ist  die  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  einer  Stelle  z  =  (X) 
zu  untersuchen,  so  führen  wir  an  Stelle  von  z  nach  einer  schon  häufig 
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befolgten    Methode    die    unabhängige    Variabele    ^ '  =  y    ein.       Wir 
schreiben: 


und  finden  durch  Differentiation: 


,       dZ  _  ,^dZ' 

d'Z  '^d'Z'         ^    ,,d^ 

dF  =  ^      dT^"^"^^     dz" 


Die  Differentialgleichung  transformiert  sich  hierbei  auf  die  Gestalt: 

wir  haben  also  wiederum  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 
n*'"  Ordnung,  welche  letztere  in  der  Umgebung  des  Punktes  z'  =  0  zu 
untersuchen  sein  würde. 

Besitzt  andererseits  der  Regularitätsbereich  bei  Zq  einen  Ver- 
zweigungspunkt mit  einer  endlichen  Anzahl  von  v  zusammenhängenden 
Blättern,  so  schreiben  wir  (cf.  pg.  139): 

^Z  —  Zq=  z',        z  =  Zo-{-  z'^ 

und  bilden  solcherweise  die  i^-fach  gewundene  Umgebung  dieses 
Punktes  Zq  auf  die  einfach  bedeckte  Umgebung  des  Nullpunktes  der 
2^'- Ebene  ab.     Dabei  setzen  wir: 

Z{z)  =  Z{z,  +  z'^)  =  Z'(z') 
und  finden  durch  Differentiation  ohne  Mühe: 

^_    yr  dZ ^1__      d^ 

^  — ^'       dz  ~  ^2'--^'  dz'' 

d'Z  _  1  d^Z'  _    v  —  1    dZ' 

'd^  ~~  v^z'-"-^  dz'^         vz'"-^  d^'  ' 


Man  erkennt,  dass  die  transformierte  Differentialgleichung  auch  jetzt 
wieder  eine  lineare  homogene  sein  wird.  Die  der  Discussion  zu  unter- 
werfende Stelle  hat  aber  ihren  Charakter  als  Verzweigungspunkt 
verloren. 

Wir    besprechen   demnächst    die    Pole    der    Fk(z).      Hierbei    gilt 
folgendes  Theorem:  In  solchen  isoliert  liegenden  RandpunUen  des  Regu- 

i'ricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  2j 
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laritätsbereiches  der  Pa(^),  in  welchen  diese  Functionen  teilweise  oder 
sämtlich  Pole  besitzen,  Mnnen  die  Integrale  sowohl  sämtlich  regulär  sein 
oder  teilweise,  ja  durchgängig  irreguläres  Verhalten  darbieten.  Was  hier 
im  Einzelfalle  zutrifft,  muss  durch  besondere  Untersuchung  festgestellt 
werden.  Doch  lässt  sich  allgemein  noch  unmittelbar  aussagen,  dass 
im  Falle  des  regulären  Verhaltens  sämtlicher  Integrale  die  Determinante 
des  einzelnen  Fundamentalsystems  an  der  fragliclien  Stelle  verschwinden 
muss. 

Wesentlich  singulare  Stellen  der  Pki^),  ^u  denen  wir  auch  die  Ver- 
zweigungspunkte mit  unendlicher  Blätter  zahl  zu  rechnen  haben  (cf.  pg.  140), 
Mnnen  niemals  reguläre  Stellen  sämtlicher  Integrale  sein.  Die  Gleichungen 
(2)  lehren  nämlich,  dass  an  einer  Stelle,  in  deren  Umgebung  sich 
sämtliche  Integrale  regulär  verhalten,  die  Pk{ß)  sich  entweder  selbst 
regulär  verhalten  oder  doch  nur  polar  unstetig  sein  können. 

Indem  wir  zusammenfassen  und  in  sofort  verständlichem  Sinne 
von  einem  „Regularitätsbereiche  der  Integrale"  sprechen,  können  wir  dem 
Satze  Ausdruck  verleihen:  Der  Regularitätsbereich  der  Integrale  unserer 
Differentialgleichung  ist  im  wesentlichen  mit  demjenigen  der  Coefficienten 
Pk(ß)  identisch,  insofern  er  nur  um  einzelne  isoliert  liegende  Punkte 
reicher  sein  kann,  in  denen  einige  oder  alle  Pk(ß)  polar  unstetig  sind. 


§  5.    Geschlossene  Umläufe  und  Fundamentalgleichungen. 

Von  irgend  einer  Stelle  z  im  Innern  des  Regularitätsbereiches  soll 
ein  innerhalb  dieses  Bereiches  geschlossener  Umlauf  beschrieben  werden, 
der  natürlich,  sofern  der  Bereich  mehrblättrig  ist,  an  der  Stelle  z  des 
Ausgangsblattes  endigen  muss.  Über  diese  geschlossene  Curve,  die 
wir  C  nennen,  mögen  die  Integrale  irgend  eines  Fundamentalsystems 
(.Zj,  Z^,  '  •  •,  Zn)  analytisch  fortgesetzt  werden.  Die  einzelne  Function  Z^ 
möge  am  Schlüsse  des  Umlaufs  in  Zk  übergegangen  sein,  wo  alsdann 
Zk  entweder  mit  Zk  identisch  ist  oder  einen  neuen  Zweig  dieser  Func- 
tion darstellt.  Nach  einem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  werden  die 
n  Functionen  Z^\  Z.^',  Z.^',  •  •  •,  Z^  wieder  ein  Fundamentalsystem  der 
Differentialgleichung  liefern.  Indem  wir  dieses  System  nach  pg.  347 
in  (Z^,  Z^,  •  •  -,  Zn)  darstellen,  gelangen  wir  zu  dem  höchst  wichtigen 
und  folgenreichen  Satze:  Die  Integrale  Z^,  Z^,---,Zn  irgend  eines 
Fundamentalsystems  gehen  bei  analytischer  Fortsetzung  längs  einer  inner- 
halb des  Regularitätsbereiches  geschlossenen  Curve  C  in  Zweige  Z^,  Z^,  '••fZn 
über,  welche  mit  Z^,  Z^,-  •  -,  Zn  vermöge  einer  linearen  homogenen  Sub- 
stitution: 


(1) 
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^2'=  «21-^1  +  «22^2  H 1-  ^•2nZn, 


Z,[  =  CCnlZ^  +  a„2^2  H \-  ^nnZn 

mit  Constanten  Coefßämten  aa  einer  nicM-verscJmindenden  Determinante: 

(2)  ^i  aii«22  •  •  •  «nn  =H  0 

zusammenhängen. 

Kann  man  die  Curve  C  auf  einen  regulären  Punkt  zusammenziehen, 
ohne  sie  über  andere  irreguläre  Punkte  der  Z^^,  Z.>,  ■■-,  Zn  als  Pole  hm- 
wegzuschieben,  so  wird  Z^'=Z„---,  Z;  =  Zn  sein.  In  diesem  Falle 
sind  die  Coefficienten  a^^,  a^^,---,ann  alle  =  1,  die  übrigen  =  0;  man 
sagt  alsdann,  es  liege  in  (1)  die  „identische  Substitution"  vor. 

Über  die  Determinanten  der  Substitutionen  (1)  merken  wir  den 
Satz  an:  7s/  die  Function  T^{z)  mit  0  identisch,  so  ist  für  jede  ge- 
schlossene Curve  C  die  Determinante  (2)  gleich  1.  In  diesem  Falle  ist 
nämlich  zufolge  (5)  pg.  352  die  Determinante  z/  des  Systems 
(Zi,  Z^,-  •  -,  Zn)  mit  einer  Constanten  identisch,  so  dass  man  hat: 

^(Z/,   Z,',  •  •  •,  Z:)  =  Z/(Z„    Z,,  ■  ■  ;  Zn), 

da  die  Constante  bei  der  analytischen  Fortsetzung  ihren  Wert  bewahrt. 
Für  die  Substitution  (1)  folgt  aber  aus  der  letzten  Gleichung  mit 
Rücksicht  auf  (4)  pg.  351  in  der  That: 

(3)  ^  +  «11^^22  •••««"  =  1- 

Dieses  Ergebnis  ist  um  so  bemerkenswerter,  als  wir  jede  Differential- 
gleichung (1)  pg.  350  durch  Einführung  von: 

(4)  Z'=Ze    «-^ 

an  Stelle  von  Z  in  eine  Gestalt  überführen  können,  in  welcher  das 
Glied  mit  der  (n  —  1)*«"  Ableitung  von  Z'  ausfällt.  — 

Das  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  zum  Ausdruck  kommende 
Theorem  findet  eine  erste  wichtige  Verwendung  bei  Beantwortung  der 
Frage  nach  der  Existenz  solcher  Integrale,  welche  hei  Fortsetzung  über 
die  geschlossene  Curve  C  in  sich  selbst,  multipliäert  mit  einem  constanten 
Factor  ^,  übergehen.  Es  möge  Z  ein  derartiges  Integral  sein,  welches 
bei  der  fraglichen  Fortsetzung  übergeht  in  Z'=fiZ.  Diese  Formel 
nimmt,  wenn  man  Z  nach  (2)  pg.  347  im  Fundamentalsystem 
(Zi,  Z,,  •  •  •,  Zn)  darstellt,  die  Gestalt  an: 

•23* 
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qZ;+  C^Z/H f-  c„Z:=flC,Z,  +  (IC,Z,  -\ [-  ^C„Zn. 

Hier  trage  man  für  die  Zk   ihre  Ausdrücke  (1)  ein  und  findet  so: 

[Cl(«U   —   ^)  +  C^OC^l  H h  CnCCnl]Z^ 

+  [^1^12  +  C,(CC^,  —  ^)  H h  C„CCn2]Z., 


+ 


+  [ciccm  +  C2«2«  H h  c„(cc„„  —  ^)]  Z„  =  0. 

Da  aber  die  Z^,  Z^,  •■■,  Zn  linear  unabhängig  sind,  so  entspringen  die 
n  Gleichungen: 


(5) 


.Ci«!«  +  Csag«  +  Caccs,,  -] +  c„(a„„  —  ^)  =  0. 

Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  dieselben 
durch  ein  System  nicht  durchgängig  verschwindender  Grössen  Ci,---,c„ 
befriedigt  werden  können,  ist  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


(6) 


«1.> 


7    ^22  ^7    ^^32?  ■  ■  ')  ^«2 


Kln 


«3«, 


=  0. 


Hieraus  entspringt  durch  Entwicklung  eine  Gleichung  w^"  Grades 
für  ft: 

(7)  i^n  ^  J^^^n-1  _|.  J^^^n-2  _) \-Ä,  =  0, 

welche  nach  Fuchs  als  die  zum  geschlossenen  Wege  C  gehörende  „Funda- 
mentalgleichung" bezeichnet  wird.  Für  das  Absolutglied  dieser  Glei- 
chung gilt: 


^n  =  (—l)"^±  «11^22 


^nn  } 


dasselbe  ist  also  stets  von  0  verschieden.  Nennen  wir  die  hier  in 
Frage  kommenden  ^  kurz  „die  zum  geschlossenen  Wege  C  gehörenden  Jj 
Multiplicatoren",  und  berücksichtigen  wir  andererseits,  dass  für  jedes  1| 
die  Gleichung  (6)  befriedigende  ft  ein  System  nicht  durchgängig  ver-  " 
schwindender  c  aus  (5)  berechnet  werden  kann,  welches  in: 

c^Z^  +  c^Z^-^ \-CnZn 

ein  zum  Multiplicator  ^  gehöriges  Integral  liefert,  so  haben   wir  den 
wichtigen  Satz  gewonnen:  Für  jeden  innerhalb  des  Regidaritätsbereiches 


A 
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geschlossenen  Umlauf  gieU  es  sicher  von  0  verschiedene  Multiplicatoren  ft; 
und  für  jeden  Midtiplicator  existiert  wenigstens  ein  mgehöriges  Integral*). 
Zum  Zwecke  der  weiteren  Verwertung  der  Fundamentalgleicliung 
müssen  wir  jetzt  zunächst  eine  wichtige  Zwischenentwicklung  ein- 
schalten. 

§  6.     Reduction  der  Differentialgleicliung  bei  Kenntnis  eines 

Integrals. 

Es  möge  ein  einzelnes  particuläres  Integral  Z^  unserer  Differential- 
gleichung bekannt  sein,  das  wir  etwa  als  erstes  Integral  eines  Funda- 
mentalsystems (Z„  Z„---,Zn)  gewählt  denken.  Man  setze  sodann, 
unter  Z  irgend  ein  Integral  der  Differentialgleichung  verstanden: 

Die  so  definierte  Function  Z  genügt  einer  linearen  homogenen  Diffential- 
gleichimg  (n  —  1)*""  Ordnung,  deren  Coefficienten  sich  rational  aus  den 
Fk{z),  Z^  und  den  ÄUeitungoi  von  Z^  aufbauen. 

In  der  That  folgern  wir  aus  (1)  durch  wiederholte  Differentiation: 

Z=Z^fYd2, 

dz  dz  J  117 

d-'Z        d^Z,    r^j      ,    ,.dZ,-^.r^dY 

^^  ä^  f-zd. + (;r^^+  •  •  •  +  ^.  'iß- 

dz"  dz^'J  ^1^   dz""    ^  dz 

Multipliciert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  P„(^),  P„_i(^), 

p     Js)  •  •  •     1   und  addiert,    so  verschwindet  die  linke   Seite  der 

entspringenden  Gleichung  und  rechter  Hand  heben  sich  die  mit  J  Z dz 
multiplicierten  Glieder  fort,  da  Z^  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung 
ist.  Die  übrigen  Glieder  liefern,  zweckmässig  angeordnet,  die  folgende 
Gleichung: 

(2)     ^/£=^=[p.«^.-(..-.)S95  +  --  + 


*)  Cf.  Fuchs,  a.  a.  0.  Journ.  f.  Math.  Bd.  66. 
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welche  wir  nach  Division  mit  Z^  in  die  Gestalt  setzen: 

Dies  ist  die  Differentialgleichung,  deren  Existenz  oben  behauptet  wurde. 
Setzen  wir  in  (1)  für  Z  der  Reihe  nach  die  Integrale  Z^,  Z3,  •  •  -, 
Zn  des  Fundamentalsystems  {Z^,  Z^,--  -,  Zn)  ein,  so  möge  Z^:      ' 

liefern.  Es  werden  alsdann  ^,  ^,  •  •  -,  ^_i  particuläre  Integrale  der 
Differentialgleichung  (3)  sein,  die  sich  als  von  einander  linear  un- 
abhängig erweisen.     Bestände  nämlich  eine  Relation: 

identisch,  so  würde  nach  Eintragung  der  Ausdrücke  (4)  für  die  'Zl 
und  Integration  eine  Identität: 

Co^i  +  C^Z^  +  C,Z,-\ f-  Cn-iZ,  =  0 

entspringen,  welche  c^  =  c^  =  •  •  •  =  c„_i  =  0  zur  Folge  haben  würde, 
^n^rkenntjomit,  dass  die  durch  (4)  gegebenen  particulären  Integrale 
Zy  Z^,-'-,Zn-t  ein  Fundamentalsijstem  der  Differentialgleichung  (3) 
liefern,  und  dass  umgekehrt  von  diesen  Integralen  aus  in: 

(^)  ^1^     Z,jY,dz,     Z,Jz,dz,-..,Z,jY,_,dz 

ein  Fundamentalsystem  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ge- 
wonnen ivird.  Wir  merken  endlich  noch  den  unmittelbar  evidenten 
Satz  an,  dass  der  Regularitätsbereich  der  Integrale  von  (3)  mit  dem- 
jenigen der  Integrale  der  ursprünglichen  Gleichung  identisch  ist,  falls 
man  nur  von  vereinzelten  Punkten  absieht,  die  zu  den  NuUpunkten 
und  Polen  von  Z^  gehören.  — 

Die  vorstehenden  Ansätze  gestalten  wir  gleich  noch  dadurch  etwas 
weiter  aus,  dass  wir  wieder  auf  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
trachteten geschlossenen  Umlauf  C  zurückgehen  und  unter  Z^  ein 
Integral  verstehen,  das  bei  Fortsetzung  über  C  in  Z^  =  ^i^Z^  übergeht. 

Die  Substitution  (1)  pg.  355  nimmt  unter  diesen  Umständen  die 
nachfolgende  Gestalt  an: 


W 


Z^=  «21^1  +  «22^2   H f-  0C2nZn, 


\Zn  =  CCnlZ^  -f  «„2^2  H f"  OCnnZn 


Reduction  der  Differentialgleichung  bei  Kenntnis  eines  Integrals.        359 
und  die  zugehörige  Fundamentalgleichung  wird  daraufhin: 


i**!  ^}    ^21  ;    ^317  ■  ■  ■>    ^il 

^        }    ^22  (^}    ^32  7  '  '  ' )     ^«2 

0         ;    «2n  ,    C)Csn,-"f    ^nn 1* 


=  0 


oder  in  entwickelter  Gestalt: 

(7)  iii  -  ^,)  (^-1  +  Ä.'ii--^  +  ■■•  +  A'-i)  =  0. 

Teilt  man  jetzt  mit  der  ersten  Gleichung  (6)  in  die  (n  —  1) 
übrigen  und  differenziert  die  so  entspringenden  Gleichungen  je  einmal 
nach  ;s,  so  ergiebt  sich: 


(8) 


Damit  haben  wir  die  dem  geschlossenen  Umlaufe  C  correspondierende 
Substitution  des  Fundamentalsystems  (Z^,  Z^,  •  •  ■,  Zn—i)  der  Diffe- 
rentialgleichung (3)  gewonnen.  Die  zugehörigen  Multiplicatoren  /t 
sind  die  Lösungen  der  Fundamentalgleichung: 


4'  = 

f*!                          Hl 

,      «2^  ^ 

Zn-,  = 

ft,        1     '       f/i        2     1 

(9) 


«22 

/*; 

«23 

«2n 

«32 

«33_ 

^;- 

«3« 

««2 

«»3 

=  0. 


Wir  merken  den  Satz  an,  dass  die  Lösungen  ]i  dieser  Fundamental- 
gleichung die  durch  ft^  geteilten  Lösungen  derjenigen  Gleichung  (n  —  1)'*" 
Grades  sind,  tvelche  aus  der  Fundamentalgleichung  (7)  nach  Fortlassung 
des  Linearfactors  {^  —  ft^)  hervorgeht. 

§  7.    Canonisohe  Fundamentalsysteme  für  geschlossene  Umläufe. 
Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  Entwicklungen  des  vorletzten  Para- 
graphen mit  Erfolg  weiterzuführen.    Es  wird  dabei  einen  wesentlichen 
Unterschied  ausmachen,   ob   die  Fundamentalgleichung  n  verschiedene 
Wurzeln  hat  oder  nicht. 
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I.  Fall  lauter  einfacher  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichung. 

Unter  den  n  Wurzeln  ^,,  f,^,  .  .  .^  „„  der  Fundamentalgleichung 
von  denen  keine  einzige  verschwindet  (cf.  pg.  356),  sollen  zunächst 
keine  zwei  identisch  sein.  Nach  dem  am  Schlüsse  von  §  5  (pg  357) 
ausgesprochenen  Theoreme  gehört  zu  jeder  Wurzel  ^„  wenigstens  ein 
Integral  Z,.  Die  n  Wurzeln  ^,,  ^,,  .  .  .,  ^„  liefern  uns  solchergestalt 
em  System  von  n  Integralen  Z„  Z„...,Z^.  Dieselben  werden  hei 
nurcMaufimg  der  m  Grunde  liegenden  geschlossenen  Curve  C  übergehen  in: 

(1)  ^i'=/*i^i,  ^2=^,z„..-,  z:=fi,z,. 

Wir  prüfen,  ob  für  diese  Zk  eine  Relation: 

c^Z, -]- c,Z, -\ }-c„Z„  =  0 

mit  nicht  durchgängig  verschwindenden  c  besteht.  Indem  wir  den 
Umlauf  C  mehrfach  wiederholt  beschreiben,  gelangen  wir  zu  den 
identischen  Gleichungen: 

c,Z,-j-      c,Z,       -I f-      c„Z„      =0, 

(itC,Z, -j- ^a,c,Z,       -I h.«nC„Z„      =0, 

K^l^l+/*2^2^2  +---+^'nCnZ„         =0, 


(2) 


Da  denselben  durch  die  n  nicht  durchgängig  verschwindenden  Grössen 
CiZ*  genügt  wird,  so  müsste  die  Determinante: 

1,         1,        •••,1 


9 


=  0 


sein.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall;  denn  diese  Determinante  ist  nach 
einem  bekannten  Satze  der  Determinantentheorie  mit  dem  Differenzen- 
product  n((ii—  ^0  der  ^i  identisch,  welches  nach  Voraussetzung  nicht 
verschwindet.  Die  Z„  Z„  ■  ■  .,  Z^  sind  hiernach  limar-mmbhängig  und 
bilden  sonnt  em  Fimdamentalsystem  unserer  Differentialgleichung. 

Sei  Z  irgend  ein  (nicht  identisch  verschwindendes)  Integral  das 
bei  Fortsetzung  über  C  in  Z'^^.Z  übergeht.  Die  Darstellung  von 
Z  in  dem  eben  gewonnenen  Fundamentalsysteme  {Z„  Z,,  •  •  -,  Zn)  sei: 
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(3)  Z  ==  »1^1   +  «2^2   +  •  •  •  +  dnZn, 

WO  wenigstens  ein  a  nicht  =  0  ist.     Es  ist  dann: 

Z'  =  a^H^Zj^   +  a2^2^2  H +  f^nllnZn 

mit  fiZ,  d.  h.  mit: 

ttj^flZj^  -f  ögflZa  +  •  •  •  +  On^Zn 

identisch,  so  dass: 

identisch  besteht.  Dieserhalb  müssen  sämtliche  Coefficienten  der 
letzten  Gleichung  verschwinden.  Somit  wird  fi  mit  einer  der  Grössen 
(*i;  /"'S;  ■  ■  'j  /^nj  etwa  mit  ^k,  gleich  sein,  und  die  a  müssen  bis  auf  ai 
verschwinden.  Die  Formel  (3)  reduciert  sich  so  auf  Z  =  UkZk-  Für 
den  geschlossenen  Umlauf  C  l'ommen  Jceine  anderen  Multiplicatoren  als 
(^1)  i^2)  '  '  ')  ^n  vor;  das  allgemeinste  zum  MuUiplicator  ^k  gehörende 
Integral  stellt  sich  durch  das  oben  gewählte  Integral  Zk  in  der  Gestalt 
ttkZk  dar,  wo  ak  eine  willkürliche  Constante  ist.  Die  Unabhängigkeit 
der  Fundamentalgleichung  (7)  pg.  356  von  dem  besonderen  zu  ihrer 
Herstellung  benutzten  Fundamentalsystem  kann  im  Falle  lauter  ver- 
schiedener /i^■  auch  sehr  leicht  direct  eingesehen  werden. 

Wir  wollen  fortan  das  hier  benutzte  mit  den  Formeln  (1)  in 
Übereinstimmung  gewählte  System  (Z^,  Z^,  ■  •  •,  Z^)  als  ein  zum  Um- 
lauf C  gehörendes  canonisches  Fundamentalsystem  bezeichnen.  Dasselbe 
ist  nach  den  vorausgesandten  Entwicklungen  insoweit  unbestimmt,  dass 
wir  das  einzelne  Integral  noch  mit  einem  beliebigen  constanten  Factor 
versehen  können.  Das  pg.  347  durch  die  Reihen  (1)  gelieferte  System 
bezeichnen  wir  zum  Unterschied  des  genaueren  als  „das  zum  regulären 
Punkt  Zq  gehörende  canonische  Fundamentalsystem".  — 

II.    Fall   mehrfacher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung. 

Es  habe  jetzt  die  Fundamentalgleichung  die  m  Wurzeln  ^u^,  ^^,-  •  •,  fim, 
und  zwar  möge  es  sich  bei  ^k  um  eine  4 -fache  Wurzel  handeln,  wobei 
also  ?i  +  ^2  H~  ■  ■  ■  +  ^m  =  **  ist.  Eine  einzelne  unter  den  Wurzeln 
nennen  wir  zunächst  kurz  fi,  und  l  sei  der  Grad  ihrer  Vielfachheit. 
Bei  der  Untersuchung  der  zu  ^  gehörigen  Integrale  kommen  die  Ent- 
wicklungen von  §  6  ausführlich  zur  Anwendung. 

Auf  Grund  des  Theorems  am  Schlüsse  von  §  5  pg.  357  folgern 
wir  zunächst  die  Existenz  eines  Integrals  Z^,  welches  nach  Fortsetzung 
über  C  in  Z^' =  fiZ^  übergegangen  ist.  Man  reduciere  jetzt  nach  §  6 
pg.  357  die  Differentialgleichung  auf  eine  solche  der  (n  —  1)*^"  Ordnung 
und  gewinnt  aus  einem  Fundamentalsystem  Z^,  •  •  •,  Z,i—i  der  letzteren 
nach   dem   Schema  (5)  pg.  358   ein   solches   der  ursprünglichen  Diffe- 
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rentialgleichung.  Die  zum  Umlauf  C  gehörende  Fundamentalgleichung 
der  reducierten  Differentialgleichung  hat  die  (l  —  1) -fache  Wurzel  1 
(cf.  pg.  359).  Es  giebt  also,  l  >  1  vorausgesetzt,  ein  Integral  Z,  welches 
bei  Durchlaufung  von  C  unverändert  bleibt.  Wir  nennen  dies  Integral 
im  besonderen  Z^^^  und  haben  in: 


(4)  Z„    Z,  =  zJ\ 


Z^)dz 

zwei  Integrale  unseres  zu  bildenden  Fundamentalsystems.  Nehmen  wir 
Z^'>  mit  dem  ersten  Integral  des  Fundamentalsystems  {Z^,  ■  ■  •,  Zn-i) 
identisch,  so  wird  in  der  zugehörigen  Substitution  (8)  pg.  359  die 
erste  Gleichung  Zj'=  Z^  lauten,  d.  h.  man  hat  a^^  =  ^i,  (^is  =  0,-  ■  -, 
«2n  =  0,  und  also  lauten  die  beiden  ersten  Gleichungen  der  Sub- 
stitution (6)  pg  358: 

(5)  Z/=}lZj^,       ^2'=  «21^1   +  i»^2- 

Ist  ?  >  2,  so  wenden  wir  dies  für  die  ursprüngliche  Differential- 
gleichung abgeleitete  Resultat  auf  die  reducierte  Gleichung  an,  deren 
Fundamentalgleichung  die  mehrfache  Wurzel  1  hat.  Nach  Vorschrift 
von  (4)  haben  wir  somit  in: 


Z^  =  Z^\    z,  =  z^^  f 


Z'^Hz 


zwei  Integrale  eines  zugehörigen  Fundamentalsystems,  und  zufolge  (5) 
nehmen  die  beiden  ersten  Gleichungen  der  correspondierenden  Sub- 
stitution (8)  pg.  859  die  Form  an: 

Z^    =  -^1,       Z^   =  «32^1  -\-   Z^  . 

Dabei  ist  Z^^  ein  zum  Multiplicator  1  gehöriges  Integral  einer  re- 
ducierten Differentialgleichung  (n  —  2)*«''  Ordnung.  Durch  Vergleich 
der  beiden  letzten  Gleichungen  mit  dem  Schema  (8)  pg.  359  folgt 
weiter  «33  =  ^,  «g^  =  0,  •  •  •,  a^n  =  0.     Wählt  man: 

Z„    Z^  =  Z.Jz'^dz,     Z,  =  Z,J  (^Z^^  I  Z'^H^ds 

als  die  drei  ersten  Integrale  eines  Fundamentalsystems  für  unsere 
ursprüngliche  Differentialgleichung,  so  lauten  die  ersten  drei  Gleichungen 
der  Substitution  (6)  pg.  358: 

Z^  =  «21^1  +  ^Zg, 

^■ä   =  «31-^1  +  «;J2'^2  -\-  i^^Z- 


Canonische  Fundamentalsysteme. 
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Ist  l>  d,  so  kann  man  dieses  Ergebnis  auf  die  reducierte  Diffe- 
rentialgleichung (n  —  1)*'''  Ordnung  anwenden  und  eine  der  vorauf- 
gehenden genau  analoge  Überlegung  durchführen.  Man  gelangt  so 
schliesslich  zu  dem  folgenden  Satze:  Ist  ^  eine  l -fache  Wurzel  d£r 
Fundamentalgleichung,  so  existieren  als  zu  ^  gehörig  l  linear -unabhängige 
Integrale: 

(6)  Z^,    Z,  =  Z,fz^'Wz,     Z^  =  Z^J{z^)Jz^)d^dz,---, 

Z,  =  Z,  f(z'^  f(z'^  ■  ■  ■  r(z^'-2)  fz'-^)dz^dz  ■  ■  ^dz^dz, 

welche  hei  Fortsetzung  über  den  geschlossenen  Umlauf  C  übergehen  in: 
(Z^'=  (iZj^, 

Z^=  a^^Z^  +  ftZg, 

(7)  \  Z^  =  «31  ^1  +  «32  ^2   4-  .«  ^3 . 


Z{  =  CCllZ-^  -f-  «J2-^2  +  ■  •  •   +  «;,  <_1^J-1  +  itZi. 

Man  bilde  jetzt  für  jede  der  unterschiedenen  m  Warzeln  ^k  ein 
solches  System  von  4  Integralen;  die  zu  ^k  gehörenden  Integrale 
mögen  des  genaueren  Zki,  Zk^,  ■  •  ■  Z^^ij.  heissen,  wobei  die  dem  Schema 
(7)  zu  Grunde  liegende  Anordnung  der  Integrale  bewahrt  bleiben  soll. 
Wir  sprechen  kurz  von  einem  „Teilsystem"  der  zu  ^k  gehörenden  Inte- 
grale; dabei  betonen  wir  nochmals,  dass  die  Integrale  des  einzelnen 
Teilsystems  sicher  linear-unabhängig  von  einander  sind. 

Es  tritt  nun  die  Frage  ein,  ob  die  n  Integrale  aller  m  Teilsysteme 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  w**""  Ordnung  liefern 
oder  nicht.  Nehmen  wir  somit  zunächst  an,  es  bestände  eine  iden- 
tische Relation: 

^11  ^11   +  •  •  •  +  Ci,i^Zi,i^  +  (^21^21   +  •  •  • 
+  C2,  J2^2,i2  -\-  ■  •  •  -^  (^mlZml  -\-  •  •  •  -\-  Cm,  l„Z,n,  /,„  =  0 

mit  nicht  durchgängig  ausfallenden  Gliedern.  Da  die  Integrale  des 
einzelnen  Theilsystems  linear-unabhängig  sind,  so  sind  in  (8)  wenigstens 
zwei  Teilsysteme  wirklich  vertreten.  Es  finde  sich  etwa  das  i^^  und 
das  Ä;'°  Teilsystem,  und  zwar  möge  Zi,i.  als  Integral  mit  höchstem 
zweiten  Index  aus  dem  i'^"  System  auftreten  und  aus  dem  Ä;*""  System 
entsprechend  Zk,i^-     Schreiben  wir  demnach  die  Relation  (8): 

h  Ci, i.Zi, i.-\ h  Ck,  Xk^k, Xk-{ , 

so  sind  die  beiden  hier  angegebenen  Coefficienten  c  von  0  verschieden 


iß) 
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Führen  wir  jetzt  den  Umlauf  über  C  aus,  so  gelangen  wir  zu 
einer  neuen  identischen  Relation,  in  welcher  zufolge  (7)  keine  neuen 
als  die  bisher  vertretenen  Teilsysteme  auftreten.  Auch  kann  sich  von 
keinem  Teilsystem  ein  Integral  mit  höherem  zweiten  Index  einstellen; 
endlich  bekommt  das  Glied,  welches  das  Integral  mit  höchstem  zweiten 
Index  aus  dem  einzelnen  Teilsystem  enthält,  den  zugehörigen  Multipli- 
cator  |u  als  Factor.     Die  neue  Relation  hat  also  die  Gestalt: 

•  •  •  -f  c-, i-iiiZ,-^ Xi-\ •  +  Cjt, ij^iikZk, ij,  +  •  •  •' 

Ziehen  wir  jetzt  die  mit  fij  multiplicierte  voraufgehende  Gleichung 
von  dieser  letzteren  ab,  so  folgt  als  identische  Relation: 

(9)  h  Ok, Xf^ifik  —  iidZk,  Xf,-{ , 

in  welcher  wegen  /x,  =4=  ^k  nicht  alle  Glieder  ausfallen.  Diese  Relation 
enthält  aus  keinem  Teilsystem  ein  Integral  mit  höherem  zweiten  Index 
als  die  Relation  (8)-,  aber  im  *'®"  Teilsystem  ist  das  bisher  höchste 
Integral  Zi^x^  ausgefallen. 

Durch  Wiederholung  der  gleichen  Reductionsmethode  würden  wir 
schliesslich  zu  einer  Gleichung  mit  nicht  durchgängig  verschwindenden 
Coefficienten  gelangen,  welche  für  die  Integrale  eines  einzelnen  Teil- 
systemes  identisch  bestände.  Da  dies  unmöglich  ist,  so  ist  die  An- 
nahme der  Existenz  einer  Relation  (8)  unzulässig.  Also  gilt  das  Re- 
sultat: Die  ?i  +  ?j>  +  •  •  •  +  ^m  =  n  Integrale  unserer  m  Teilsysteme 
bilden  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  n*"''  Ordnung. 
Wir  wollen  dasselbe  als  ein  „canonisches"  Fundamentalsystem  für  den 
geschlossenen  Umlauf  C  benennen. 

§  8.    Ansatz  zur  Entwicklung  der  Integrale  im  Kreisring. 

Um  zu  analytischen  Darstellungen  der  zuletzt  gewonnenen  cano- 
nischen Fundamentalsysteme  zu  gelangen,  machen  wir  die  beschränkende 
Voraussetzung,  dass  die  geschlossene  Curve  C  die  Gestalt  eines  Kreises 
habe,  der  dem  Rande  des  Regularitätsbereiches  unserer  Differential- 
gleichung nirgends  unendlich  nahe  kommt.  Es  soll  unmöglich  sein, 
diesen  K!reis  ohne  Hinwegschiebung  über  irreguläre  Punkte  auf  einen 
Funkt  zusammenzuziehen.  Diese  Voraussetzung  wird  im  besonderen 
zutreffen,  falls  der  Kreis  einen  einzelnen,  isoliert  liegenden  irregulären 
Punkt  umgiebt;  und  wir  bezeichnen  es  gleich  als  wesentliches  Ziel 
der  folgenden  Entwicklungen,  Darstellungen  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung solcher  irregulärer  Stellen  zu  gewinnen. 

Wir  wollen  jetzt  den  fraglichen  Kreis  durch  zwei  mit  ihm  con- 
centrische  Kreise   einschliessen,   die   wir  einander   so  nahe  gelegen  an- 
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nehmen,  dass  der  durch  sie  eingegrenzte  Kreisring  gänzlich  innerhalb 
des  Regularitätsbereiches  gelegen  ist.  Der  Mittelpunkt  unserer  con- 
centrischen  Kreise  werde  Zq  genannt.  Es  soll  sich  hier  für  die  Inte- 
grale des  zum  Kreise  C  gehörenden  canonischen  Fundamentalsystems 
um  analytische  Darstellungen  handeln,  welche  innerhalb  des  gedachten 
Kreisrings  gültig  sind. 

Falls  das  Integral  Z  bei  einem  für  das  Innere  des  Kreisrings 
positiven  Umlauf  (cf.  pg.  111)  über  den  Kreis  C  hin  in  ^Z  übergeht, 
so  können  wir  in  folgender  Weise  zu  einer  Darstellung  von  Z  gelangen. 
Die  Function  (m  —  Zq)^  nimmt  beim  fraglichen  Umlauf  den  Factor 
e^^^^  an.     Setzen  wir  also: 

(1)  o'"-^-!^,  ^=iir, 

so  ist  Q  hierdurch  nur  erst  bis  auf  eine  beliebige  additive  ganze  Zahl 
bestimmt.  Wir  wählen  einstweilen  irgend  einen  hiernach  zulässigen 
Wert  von  q  und  gewinnen  alsdann  in  {z  —  Zq)~^Z  eine  Function, 
welche  beim  genannten  Umlauf  unverändert  bleibt,  und  welche  demnach 
im  Kreisringe  eindeutig  sowie  daselbst  überall  regulär  ist.  Nach  einem 
pg.  146  ausgesprochenen  Theoreme  gestattet  (^  —  Zq)~^Z  demnach  die 
Darstellung  durch  eine  im  Kreisringe  convergente  Laurent'sche  Reihe: 

(2)  .  •  •  +  -^^,  +  ^^  J^a,-\-a,iz-  z,)  +  «.(^  -  ^oY  +  '  •  • 

Wir  wollen  Reihen  dieser  Art,  welche  im  folgenden  vielfach  zu  nennen 
sind,  durch  L(z  —  Zq)  oder  kurz  L  bezeichnen.  Merken  wir  noch  aus- 
drücklich den  Satz  an:  Ein  Integral  Z,  welches  bei  Fortsetzung  über  den 
Kreis  C  in  ^Z  übergeht,  gestattet  die  Darstellung: 

(3)  Z=={z-z,)9L(z-z,), 

ivo  Q  irgend  eine  der  durch  die  zweite  Gleichung  (1)  bestimmten  Grössen 
ist  und  L(z  —  Zq)  eine  im  Kreisring  convergente  Laurent' sehe  Reihe  bedeutet. 
Hiernach  sind  wir  für  den  Fall  lauter  einfacher  Wurzeln  der 
Fundamentalgleichung  schon  am  Ziele:  Für  das  Multiplicatorensystem 
f*i?  i'^i)  '  j  i^n  bestimmen  wir  in  der  oben  bezeichneten  Weise  ein  System 
zugehöriger  Grössen  Qy,  Q2,  •  '  ■,  Qn  und  haben  dann  für  die  n  Integrale 
des  canonischen  Fundamentalsystems  die  Barstellungen: 

Z,  =  {z-z,TL,{z-z,), 

(4)  Z2  =  {z  —  z^y^  X2  {z  —  0o) , 


Zn  =  {z-  z^y^L„(z-  z^), 
wo  die  Ly,L^,---,L„n  im  Kreisring  convergente  Laurenf sehe  Reihen  sind. 
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Ist  zweitens  fi  eine  ?- fache  Wurzel  der  Fundamentalgleichung, 
so  gehören  zu  diesem  Multiplicator  ^  die  l  in  (6)  pg.  363  dargestellten 
Integrale,  welche  bei  Fortsetzung  über  den  Kreis  C  die  Substitution  (7) 
pg.  363  erfahren.  Nach  dem  Ansätze  (3)  haben  wir  demnach  nur  erst 
für  das  erste  dieser  l  Integrale  Z^  eine  etwa  durch: 

zu  bezeichnende  Darstellung.  Um  eine  entsprechende  Darstellung  für 
das  Integral  Z^  zu  gewinnen,  müssen  wir  an  die  Darstellung  (4)  pg.  362 
dieses  Integrals  anknüpfen.  Das  daselbst  benutzte  Integral  Z^^  ge- 
stattet, insofern  es  zum  Multiplicator  ft  =  1  gehört,  eine  Darstellung 
L{z  —  0q).  Aus  der  unbedingten  und  gleichmässigen  Convergenz  dieser 
Reihe  im  Kreisring  ergiebt  sich  dann,  dass  Z^''  integriert  wird,  indem 
jedes  Glied  der  Reihe  L(z  —  Zq)  einzeln  integriert  wird.  Dabei  liefert 
a—\{z  —  ^o)"^?  sofern  a_i  nicht  verschwindet,  ein  logarithmisches  Glied. 
Indem  wir  sonach  nicht  ausschliessen,  dass  eine  einzelne  Reihe  L{z  —  z^ 
durch  Ausfallen  sämtlicher  Glieder  mit  0  identisch  ist,  bekommen  wir 
zufolge  (4)  pg.  362  für  Z^  die  Darstellung: 

Z^  =  {Z  —  ^o)"[-^Sl(^  —  ^o)  +  ^2  (^  —  ^o)  •  log  (^  —  ^o)]- 

Eine  Darstellung  der  gleichen  Gestalt  haben  wir  nun  mit  ^  ==  1  für 
Z^^JZ^^d0  einzutragen,  um  nach  Vorschrift  von  pg.  362  das  Integral 
Z^  zu  entwickeln.  Man  hat  hier  und  weiterhin  immer  wieder  Inte- 
grale der  folgenden  Gestalt: 


/' 


(log(3  —  ^^)yL{0  —  0Q)d0 

zu    berechnen.      Vermöge    der   partiellen    Integration    kann    man    dies 
Integral  auf  die  Form  reducieren: 


/' 


(log  (^  —  ZQ)fLdz  =  a(log  iz  —  z^y^+^ 

-f  (log(^  -  z^y-V  +f(log{z  -  z,)y-'L"dz, 

wo  a  einen  constanten  Coefficienten  bedeutet  und  L',  L"  wieder 
Laurent'sche  Reihen  sind.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Recur- 
sionsformel  gelangt  man  zu  einer  Darstellung: 

J  (log  {z  —  z^)yLdz  =  a(log  {z  —  z,)Y+^  -f  L,  ■  (log  {z  —  z^)y 
+  L,  •  (log(^  -  z,)y-'  -f  .  .  .  4-  i,  .  log(^  _  ^„)  4-  L,  +  ^ 
des  links  stehenden  Integrals. 
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Hiermit  besitzen  wir  die  Mittel,  um  auch  die  weiter  folgenden  Inte- 
grale Z^,  Z^y-  ,Zi  darzustellen.  Es  entspringt  offenbar  das  folgende 
Theorem:  Im  Falle  beliebig  vielfacher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
gelten  für  die  l  Integrale  des  einzelnen  der  m  Teilsysteme  die  folgenden 
Ansätze: 


(5) 


z^  =  {z  —  z^yi,,, 

Z^  =  (z  —  z^,ym,  +  log  {z  —  ^0)^2]. 

Z^  =  {z  —  Zo)^m,  4-  log(^  -  Zo)h^  4-  (}og(z  —  ^o))'4s], 


[Zi  ={z  —  z^yiLn  +  log  {z  —  z^)Li2-\ h  (log  (^  —  Zo)y-''Lu], 

wo  Q  irgend  eine  mit  dem  zugehörigen  Multiplicator  ^  durch  die  Gleichung 
(1)  verknüpfte  Grösse  ist  und  die  Lik  lauter  Laurent' sehe  Beihen  be- 
deuten, die  im  Kreisring  convergieren,  sowie  voricommendenfalls  auch  mit 
lull  identisch  sein  können. 

§  9.    Irreguläre  Punkte  Zq  ohne  wesentlich  singiilären  Charakter 

der  L(z  —  Zq). 

Wir    gehen    jetzt    von    der   Annahme    aus,    dass   Zq   ein    isoliert 
fliegender  irregulärer  Punkt  ist,  und   dass   im   Innern  des  Kreisringes 
um  Zq  ausser  diesem  Punkte  kein  weiterer  irregulärer  Punkt  vorkommt. 
Man  darf  unter  diesen  Umständen  den   inneren  unseren  Kreisring  be- 
i grenzenden  Kreis    mit  beliebig  kleinem,  jedoch   von  0    verschiedenen 
[Radius  um  Zq  legen,  ohne  dass  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzten 
JLaurent'schen    Reihen    aufhören,    im    Innern    des    Kreisrings    zu    con- 
jvergieren.    Hat  eine  einzelne  dieser  Reihen  unendlich  viele  Glieder  mit 
[negativen  Exponenten  von  (z  —  z^),    so   stellt  dieselbe  eine  Function 
[dar,  welche  im  Punkte  Zq  eine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzt.    Um 
[so   wichtiger  ist  es   die  Vorbedingungen  festzustellen,  unter  denen  bei 
Iden  Darstellungen  (4)  bez.  (5)  §  8    unseres  canonischen   Fundamental- 
lsystems (Z^,  Z^,  ■■  ■,  Zn)   die   sämtlichen    zur    Verwendung   kommenden 
Beihen  L{z  —  Zq)    nur   endlich  viele  Glieder  mit  negativen  Exponenten 
darbieten  und  also  Functiomn  vorstellen,  die  bei  Zq  höchstens  polar  un- 
stetig sind*).     In  dieser  Hinsicht  haben  wir   folgendes  erste  Theorem: 
Soll  keine  der  in  Bede  stehenden  Beihen  L{z  —  ^0)  unendlich  viele  Glieder 
mit  negativen  Exponenten  enthalten,  so  muss  sich  notwendig  die  Diffe- 
rentialgleichung auf  die  Gestalt: 


*)  Es  ist  dies  eine  der  wichtigsten  Fragen,  welche  Fuchs  in  seinen  wieder- 
holt genannten  Arbeiten  in  den  Bdn.  66  und  68  des  Joum.  f.  Math,  behandelt. 
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dz^'  Z-Z,    dz-^-^  "^  iZ-Z,f   dz^-2  i  \-  (^_^^)«^ 

bringen  lassen,  tvo  (p^{z),  (p^i^),  ■  ■  ■ ,  (p„{z)  lauter  in  der  Umgehung  von 
0Q  reguläre  Functionen  sind. 

Dieser  Satz  lässt  sich  folgendermassen  durch  den  Schluss  der  voU- 
■  ständigen  Induction  beweisen. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung: 

hat  der  Annahme  zufolge  ein  erstes  Integral  Z^  =  {b  —  ^o)^L{z z^) 

wo  L  nur  endlich  viele  Glieder  mit  negativen  Exponenten  enthält,  den 
Fall,  dass  solche  Glieder  überhaupt  nicht  vorkommen,  eingeschlossen. 
Wir  benutzen,  dass  q  erst  bis  auf  additive  ganze  Zahlen  bestimmt  war. 
Ist  V  der  niederste  in  L  wirklich  auftretende  Exponent,  so  sondern 
wir  {z  —  ZqY  aus  L  ab ,  setzen  an  Stelle  von  q  fortan  q^  =  q  -\-  v 
und  haben  also  für  Z^  die  Darstellung: 

(3)  Z,  =  {z  —  ^>[a,  -\-a^{z  —  z^  +  a^{z  —  z^^  -\ ], 

wo  «0  =1=  0  ist. 

Vermöge  dieses  Integrales  nehme  man  nun  die  Reduction  der  vor- 
gelegten Gleichung  (2)  in  der  pg.  357  u.  f.  dargelegten  Weise  auf  eine 
Differentialgleichung  {n  —  1)*"  Ordnung: 

vor,  wobei  für  die  Coefficienten  P(^)  die  Formeln  gelten: 

12  2     1  -r  \^^  _  2/  -*  1    d^  \n  -  2/    dz-"  ' 


^  \n—l:)      1    ^/-i  \n-l:) 


d'^ 
Jz^' 


ZV         —  P         Z-L9P         ^-^iioü         '^*-^8     ,  (?"-^Z, 


dz"" 
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Aus  der  zwischen  beiden  Differentialgleichungen  gültigen  Beziehung: 

geht  nun  hervor,  dass  auch  die  bei  der  Differentialgleichung  (4)  ein- 
tretenden Reihen  L{z  —  z^  überall  nicht  unendlich  viele  negative  Ex- 
ponenten darbieten,  falls  alle  bei  den  Integralen  der  ursprünglichen 
Gleichung  (2)  vorkommenden  L{z  —  z^  nur  endlich  viele  negative 
Exponenten  besitzen.  Machen  wir  somit  die  Annahme,  dass  unser 
Theorem  bereits  für  di^  Differentialgleichungen  {n  —  1)*"  Ordnung  be- 
wiesen sei,  so  wird  P^  •  {z  —  z^^  in  der  Umgebung  von  z^  regulär 
sein.     Die  erste  Gleichung  (5)  liefert  dann: 

iz — ^o)  A  =  (^ — ^o)  Ä  +  (^ !.  i)  ^  •  St"  ' 

so  dass  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Regularität  von  {z  —  z^  ■  V^  folgt. 
Weiter  liefert  die  zweite  Gleichung  (5): 

,«-^  /H — 1\    '  NT-»        <IZ,       Z  —  Zf. 

{z-z,yp,  =  (z-  zj'P,  -  (,_2)(^- ^o)A  -^--zr 

-T[n-2)   dz*-   '        Z,       ' 

woraus  die  Regularität  von  (z  —  z^f  P^  folgt.  Indem  wir  die  Gleichungen 
(5)  successive  weiter  heranziehen,  gelangen  wir  bis  zur  Erkenntnis  der 
Regularität  von  (z  —  z^y-' Pn-i-  Um  auch  {z  —  z^Y  Pn  als  regulär 
zu  erkennen,  setzen  wir  Z^  in  die  Differentialgleichung  (2)  ein  und 
gewinnen  als  identische  Gleichung: 

(^-0o)«P„=   —  •-^; {Z-Z,)P,-    ^^_,  r^^ 

dZj^     z  —  Zf, 


-{z-Z,y-^Pn-X 


dz 


Da  jedes  rechts   auftretende  Glied  bei  z^  regulär  ist,  so  gilt  dasselbe 

von  {z  —  ZQyPn. 

Nach  diesem  Ergebnis  wird  unser  Theorem  allgemein  gültig  sein, 
falls  es  für  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gilt.  Soll  aber 
die  Differentialgleichung : 

ein  Integral  von  der  Gestalt  (3)  besitzen,  so  folgt: 

und  also   ist   {z  —  z^)  P^iz)   bei   Zq  regulär.     Unser  Satz   gilt  also  all- 
gemein. 

Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesunften.  24 
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Die  durch  die  Gleichung  (1)  zum  Ausdruck  kommende  Bedingung 
ist  nun  aber  nicht  nur  eine  notwendige^  sondern  auch  eine  hinreichende 
dafür,  dass  alle  zur  Benutzung  kommenden  L{z  —  z^  bei  Zq  frei  von 
wesentlichen  Singularitäten  sind.  Indessen  erfordert  der  Nachweis 
dieser  weiteren  Behauptung  erst  noch  einige  Vorbereitungen. 

§  10.    Determinierende  Gleichung  eines  irregulären  Punktes  Zq. 

In  (2)  pg.  340  war  die  Gestalt  der  Differentialgleichung  so  an- 
genommen: 

^.Wf|  +  J-.W^^f-  +  •  ■  ■  +  P,{^)Z  =  0. 

Der  im  Endlichen  und  isoliert  gelegene  irreguläre  Punkt  Zq  sei  weder 
ein  wesentlich  singulärer  Punkt  der  hier  auftretenden  Coefficienten 
Pq,  P^,    ■  ■,  Pn  noch   ein  Verzweigungspunkt  derselben.     Dann   bleibt 

P  P 

nur  übrig,  dass  die  Quotienten  ^  ,•■■,  ^  teilweise  oder  sämtlich  bei  Zq 

polar  unstetig  werden.  Für  Pki^)  wird  eine  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  z  —  ^0  =  ^  gelten,  welche  jedenfalls  höchstens  endlich  viele  Glieder 
mit  negativen  Exponenten  von  ^  enthält.  Offenbar  aber  kann  man, 
indem  man  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  ^  multipliciert,  alle  negativen  Exponenten  von  ^  überhaupt 
entfernen.  Es  ist  sogar  möglich,  unsere  Differentialgleichung  auf  die 
Normalgestalt  zu  bringen: 

(1)  r5P.(0f~  +  5'-'51S,(öf^  +  ---  +  E5ß.^,a)ff  +  Sß.(OZ=O, 

wobei  die  ^a(S)  sich  sämtlich  in  der  Gestalt: 

(2)  ^,(e)  =  />  +  pf  %  +  ^f  ^2  +  ^W  ^3  +  . . . 

darstellen;  offenbar  darf  man  hierbei  noch  weiter  annehmen,  dass  nicht 
alle  Änfangscoefficienten  p^^^  dieser  Entwicldungen  verschwinden,  da  man 
anderenfalls  die  Gleichung  (1)  ohne  Aufgabe  ihrer  Gestalt  durch  t, 
teilen  könnte. 

Auf  den  besonderen  Fall  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen mit  Functionen  (pk{z),  die  bei  z^  regulär  sind,  kommen  wir 
zurück,  falls  wir  in  der  gegenwärtigen  Normalgleichung  (1)  die  Func- 
tion ^0  (^)  als  mit  1  identisch  annehmen,  wenn  also  p^^^  =  1 ,  pf^  =  0, 
P^  =  0,  •  •  •  zutrifft.  Übrigens  haben  wir  die  Annahme  zu  machen,  dass 
die  Reihen  (2)  sämtlich  innerhalb  eines  Kreises  um  ^  =  0,  d.  h.  um  Zq 
convergent  sind^  welcher  bis  an  den  nächsten  irregulären  Punkt  der 
Differentialgleichung  gerade  heranreicht. 


1 
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Im  Anschluss  an  (3)  pg.  368  versuchen  wir  jetzt,  der  Differential- 
gleichung (1)  zunächst  formal  (cf.  pg.  342)  durch  eine  Reihe: 


(3) 


Z=t;^(a,-^a,l^a,t'  +  ---) 


2 


ZU  o-enügen,  in  welcher  q  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet  und 
a^J^O  ist.     Trägt  man  aber: 

sowie  die  Potenzreihen  (2)  in  die  Gleichung  (1)  ein,  hebt  durch  f  und 
ordnet  nach  Potenzen  von  t  an,  so  folgt: 

kl  {a.Q;,<-'> + hCi  y-« + «o(:>r  *']« + •  •  • 
■  ■  • + [«-ct'>-" + «»-.c+r  >r"+ - 

Hier  wollen  wir  folgende  Abkürzungen  einführen*): 

(4)  ew=y*!(I.)i>'"-"',    G,W  =  2'*'(*)^^*'-      ""•'■■"' 

;t  =  o  i  =  o 

Die  letzte  Gleichung  nimmt  dann  die  folgende  Gestalt  an: 

a^G{Q)  +  K  (^(q  +  1)  +  «o<^i(^)]  S  +  •  •  • 
(5)  h  [amG(Q  +  m)  +  a,«_iG^i(p  +  w  —  1)  H 

•  •  •  +  a,G,n-l(Q  +   1)  +  %Grni9m''  +  '  "  •  =  0. 

Soll  demnach  die  Reihe  (3)   der  Differentialgleichung  formal  genügen, 
so  müssen  wegen  «o  +  ^  folgende  Gleichungen  zutreffen: 

'G{q)  =  0, 

a,G{Q  +  l)  +  aoG,{Q)  =  0, 
a,G(Q  +  2)  +  a,G,(Q  +  1).  +  a^G^ig)  =  0, 


(6) 


cimG{Q  +  m)  +  am-iGi{Q  +  w  —  1)  +  •  • 
h  a,Gm-i(Q  +  1)  +  a,Gm{9)  =  0, 


Die  erste  dieser  Gleichungen  lautet  entwickelt: 


Dabei  gelten  ^!  und  (^\  für  k  =  0  als  mit  1  identisch. 


24* 
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p(^-l)-.-(p-n+l>(o)+(,((,-l)...(^-n  +  2)p(i)  +  ... 
*^^)  [- Qp("-^^ -\- p(»)  =  0. 

Da  die  p^'^^  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  liegt  hier  eine  Bestimmungs- 
gleichung für  den  Exponenten  q  vor,  welcher  als  niederster  in  der  Ent- 
wicklung: 

(8)  Z=aoe^  +  a,g^+^  +  a,e^+'  +  ... 

des  als  existierend  angenommenen  Integrals  eintritt.  Die  Gleichung  (7), 
welche  in  Fuchs'  Untersuchungen  eine  grundlegende  Rolle  spielt,  wird 
nach  ihm  als  die  „determinierende  Gleichung"  des  Punktes  0q  bezeichnet. 
Der  Grad  der  determinierenden  Gleichung  für  q  ist  <  w;  insbesondere 
ist  sie  wegen  p)^^^  =  1  sicher  vom  «*®"  Grade  in  dem  Specialfalle,  dass 
die  L{z  —  z^  sämtlich  ohne  ivesentliche  Singularität  in  0q  sind  (cf.  §  9 
pg.  367  ff.). 

Die  determinierende  Gleichung  (7)  steht  in  naher  Beziehung  zur 
Fundamentalgleichung,  welche  zu  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  0q 
gehört.  Wir  merken  in  dieser  Hinsicht  vorläufig  den  Satz  an:  Giebt 
es  für  die  Lösung  q  der  determinierenden  Gleichung  ein  Integral  (8) 
unserer  Differentialgleichung,  so  ist  ^  =  e^''^^  eine  Lösung  der  zu  einem 
Umlauf  um  Zq  gehörenden  Fundamentalgleichung. 

Um  nun  die  weiteren  Gleichungen  (6)  zu  verwerten,  setzen  wir 
für  Q  eine  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung  ein  und  identificieren 
«0  mit  einer  beliebigen  von  0  verschiedenen  Constanten.  Die  Gleichungen 
(6)  gestatten  dann  jedenfalls  die  Coefficienten  a^,  a^,  a.^,  ■  ■  ■  nach  ein- 
ander eindeutig  und  endlich  zu  berechnen,  falls  keine  der  Grössen 
G{q  -\-  1),  G{q  -{-  2),  •  ■  •  verschwindet.  Wir  merken  sogleich  als  Er- 
gebnis an:  Ist  q  eine  Lösung  der  determinierenden  Gleichung,  welche 
von  keiner  weiteren  Lösung  dieser  Gleichung  um  eine  von  0  verschiedene 
positive  ganze  Zahl  übertroffen  wird,  so  giebt  es  eine  der  Differential- 
gleichung formal  genügende  Beihe: 

in  welcJwr  a^  willkürlich  als  von  0  verschiedene  endliche  Constante  ge- 
wählt werden  darf,  während  -i,  ^^  ^^  .  .  .    als   endliche    Grössen   ein- 

^0         ^0         ^0 

deutig  bestimmt  sind. 

Ehe  wir  die  Convergenzuntersuchuug  der  Reihe  (9)  unternehmen, 
stellen  wir  erst  noch  das  Verhalten  der  determinierenden  Gleichung  bei 
der  pg.  368  in  den  Formeln  (4)  und  (5)  gegebenen  Reduction  unserer 
Differentialgleichung  auf  eine  solche  von  der  (n  —  1)*^''  Ordnung  fest. 
Wir  nehmen  hierbei  den  für  die  Folge  wichtigsten  Fall  an,  dass  näm- 
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lieh  ^o(S)  mit  p(o>  identisch  ist  und  i)(o)4=0  zutrifft.  Übrigens  gehen 
wir  von  der  Existenz  eines  Integrales  Z^  aus,  welches  zu  einer  Wurzel 
Q^  der  determinierenden  Gleichung  gehört.  Unsere  jetzige  Bezeichnungs- 
weise bringen  wir  mit  der  von  pg.  368  in  Einklang,  indem  wir  setzen: 


A(^)  =  -B^r^  A(^)  =  -   ' 


■,Pn(0)  = 


und  entsprechend  für  die  reducierte  Differentialgleichung  (n  —  1)*«' 
Ordnung.  Die  in  letzterer  auftretenden  ^\(e),  •  •  •,  '^n-i(^  mögen  die 
Anfangscoefficienten  ^(«  p^'\  •  ■  •J)^''-'^  haben,  während  ^o(0  mi^  P^""^ 
identisch  ist.  Für  die  Anfangscoefficienten  berechnen  wir  uns  aus  (5) 
pg.  368: 


(10) 


p 


•  •  •  +  C;:^l  i)  9i(9i  -  1)  •  •  •  (P.  -  n  +  /.  +  2)#> 


Mit  Hülfe  dieser  Coefficienten  stellt  sich  die  determinierende  Gleichung 
der  reducierten  Differentialgleichung  so  dar: 

(11)  Q(:Q-l)---(Q-n-{-2ypi')-{-QiQ-\)---{Q-n-i-^W^  +  --' 

Die  determinierende  Gleichung  (7)  hat  wegen  i)(")  4=  0  gegenwärtig 
n  Wurzeln,  die  q„  Q^,  ■  '  ■  C»  Geissen  mögen.  Man  woUe  von  (7)  aus 
die  Gleichung  w*^"  Grades  bilden,  welche  die  n  Wurzeln: 

hat,  und  trage  zu  diesem  Zwecke  ^  =  <?  +  ?i  +  1  in  (7)  em: 

n 

(12)  i)(»)  +^(«?  +  1  +  ?i)  (ö  +  1  +  (>i  —  1) 
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Es  bestellt  nun  für  irgend  zwei  Grössen  x,  y  die  Identität: 

{x  -\-  y)  {x  -\-  y  ~  1)  .  •  .  {x  -^  y  —  h  -^  l)  =  x{x  —  l)  ...  {x  —  l+1) 
+  i^^x(x-l)...{x  —  h-^2)y 

+  (2)  ^(^'  -  1)  •  •  •  (^'  -  /.  +  'd)y{y  -!)  +  ••. 
•••  +  G^i)^y(y-l)---(!/-/^+2)  +  y(v/-l)...(y-/,-fl). 

Für  1=^1  und  2  bestätigt  man  diese  Gleichung  sofort;  ihre  all- 
gemeine Gültigkeit  ergiebt  sich  durch  den  Schluss  der  vollständigen 
Induction. 

Man  nehme  nun  speciell  x  =  6-{-\,  y  =  q^  und  benutze  die 
letzte  Gleichung  zur  Entwicklung  des  Productes  unter  dem  Summen- 
zeichen der  Gleichung  (12).  Diese  Gleichung  (12)  geht  hierbei  anders 
angeordnet  über  in  die  Gestalt: 

[^^"^+?ii^'"-''  +  ?i(?i-l¥"-^^  +  ---  +  (>i(?x-l)-((>i-n  +  l)^(^')] 

•  •  •  +  (^!;i)9i(?i  -  1)  •  •  •  (?x  -  n  +  2)p(0)](^  +  1) 

+  [P'-'^  +  ^9.1^-^  +  (,>,((>,  -  1),.(«-^)  +  .  .  . 

•  •  •  +  (,,^2)  ^1(^1  —  1)  •  •  •  ((>!  —  n  +  3)pW]((y  4_  1)^ 

+ 

+  [P'''  +  OqxP^'']  (^  +  1)  (T(^  -  1)  .  .  .  (^  -  „  +  3) 
+  ^(«>((?  +  1)(?  .  .  .  ((?  _  n  -f  2)  =  0. 

Der  hier  in  der  ersten  grossen  Klammer  stehende  Ausdruck  ver- 
schwindet, da  pi  der  Gleichung  (7)  genügt.  Die  in  den  folgenden 
grossen  Klammern  stehenden  Summen  sind  zufolge  (10)  der  Reihe 
nach  gleich  ^(«-D,  p(«-2)^  . .  .^^w  Nach  Forthebung  des  Factors  {6  +  1) 
geht  somit  unsere  Gleichung  über  in: 

•  •  •  +  Ö^("-2)  -f-^(«-l)  =  0. 

Der  Vergleich  mit  Gleichung  (11)  ergiebt  unmittelbar  das  Theorem: 
Die  zur  reducierten  Differentialgleichung  (n  —  ly^'-  Ordnung  gehörende 
determinierende  Gleichung  (11)  hat  die  (n  —  1)   Wurzeln: 
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(13)  Q2  —  Qi  —  '^^     Q5  —  Qi  —  '^r'->     Qn  —  Qi  —  '^, 

unter   q^,  q^,  ■  ■  '  >  Q^   die   Wurzeln   der  ursprUnglicJwn  determinierenden 

Gleichmu)  (7)  verstanden. 

§  11.    Convergenztheorem  für  die  Umgebung  eines  irregulären 

Punktes  Zq. 

Soll  die  determinierende  Gleichung,  welche  zu  einem  isoliert 
liegenden  irregulären  Punkte  ^o  ge^^ört,  vom  »^*-  Grade  sein,  so  muss 
der  Anfangscoefficient  j^W  yon  %{l)  in  unserer  Differentialgleichung 
(1)  pg.  370  von  0  verschieden  sein.  Trifft  letzteres  zu,  so  können  wir 
die  Differentialgleichung  auch  durch  ^„(^  teilen,  ohne  dass  sie  ihre 
durch   (1)   pg.  370    charakterisierte    Gestalt    einbüsst;    denn  in  diesem 

Falle  sind  die  |^^  in  der  Umgebung  von  ^  =  0,  d.  i.  von  z  =  z, 
sämtlich  regulär."  In  der  so  zu  gewinnenden  Gleichung  ist  alsdann  ^„(0 
mit  1  identisch-,  doch  dürfen  wir  der  bequemern  Schreibweise  halber 
auch  annehmen,  %{l)  sei  mit  der  von  0  verschiedenen  Constanten  p^'^ 
identisch.     Trifft  dies  zu,  so  ist  die   determinierende   Gleichung  auch 

stets  vom  «^^^  Grade. 

Das  im  Anschluss  an  die  Gleichung  (1)  pg.  368  ausgesprochene 
Theorem  des  §  9  können  wir  bei  dieser  Sachlage  auch  dahin  formu- 
lieren, dass,  falls  alle  Functionen  L(z  -  ^o)  in  den  Darstellungen  (4) 
pg.  365  bez.  (5)  pg.  367  unserer  n  Integrale  bei  z  =  z^  frei  von 
wesentlichen  Singularitäten  sein  sollen,  die  determinierende  Gleichung 
notwendig  vom  «*«"  Grade  sein  muss.  Wir  sind  jetzt  im  Stande  auch 
die  Umkehrung  dieses  Lehrsatzes  zu  beweisen. 

Bereits    im   voraufgehenden  Paragraphen    bildeten    wir   unter  (9) 

eine  Reihe: 

(1)  g^^K  +  «i^  +  «2^'  +  ---), 

welche  der  Differentialgleichung  formal  genügte;  dabei  war  unter  q, 
irgend  eine  Lösung  der  determinierenden  Gleichung  verstanden,  welche 
von  keiner  anderen  Wurzel  dieser  Gleichung  um  eine  von  0  ver- 
schiedene positive  ganze  Zahl  übertroffen  werden  soUte.  Wir  werden 
jetzt  die  Convergenz  dieser  Reihe  (1)  vermöge  einer  Entwicklung  zeigen 
können,  welche  sich  im  Gedankengang  sehr  eng  an  die  Convergenz- 
untersuchung  von  pg.  344  ff  anschliesst.  Des  besseren  Überblicks  halber 
gliedern  wir  die  Betrachtung  in  mehrere  Abschnitte. 

L    Reduction  auf  den  Fall  ?i  =  0. 

Um    die    weiterhin    anzustellenden   Rechnungen    zu   vereinfachen, 


376  VI.    Lineare  Differentialgleichungen  mit  zwei  Variabelen. 

setzen  wir  Z  =  l^' •  Z'  und  reclinen   unsere  Differentialgleichung  auf 
eine  solche  für  Z'  um,  welche  letztere  dann  durch: 

formal  befriedigt  wird.     Hierbei  haben  wir: 


für  h  =  0,l,2,-  ■  -^n  zu  bilden,  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  %{t),  V^n-x{t),---,^''-'^,{t),  t"lP^  zu  multiplicieren  und  zu 
addieren.  Es  entspringt  nach  Forthebung  des  gemeinsamen  Factors  ^''^ 
für  Z'  die  Differentialgleichung  w*^'  Ordnung: 

+  [?«  +  Qi^n-x  -\ (-  Pi(()i  ~l)...{Q^  —  n-{-  l)yo)j  z'  =  0. 

Dieselbe  ist  wieder  eine  Gleichung  vom  Typus  (1)  pg.  370,  und 
die  in  ihr  auftretenden  Potenzreihen  ^/  haben  genau  die  schon  in  (10) 
pg.  373  berechneten  Anfangscoefficienten  p^^),  pW^  .  .  . ,  ^(^'-i)^  während 
^(«)  =  0  zutrifft..     Die  zugehörige  determinierende  Gleichung  ist: 

4- j^(i)^'(p'_l)  .  .  .  (^o'  —  w  +  2)  4 ^  Q'pi—^)  =  0. 

Nach  dem  Schlusstheorem  des  vorigen  Paragraphen  hat  dieselbe  die 
Lösungen  0,  ^g  —  ?i,  Ps  —  «>i.  •  ■  • ,  (>«  —  ^i,  von  denen  zufolge  der  vor- 
hin über  Q^  gemachten  Annahme  keine  mit  einer  ganzen  Zahl  >  0 
identisch  ist. 

Wir  können  nun  unsere  Convergenzbetrachtung  auch  an  die  Diffe- 
rentialgleichung für  Z'  und  die  Reihe  (2)  knüpfen,  die  ja  von  der 
Reihe  (1)  nur  um  einen  Factor  abweicht.  Unter  diesen  Umständen 
können  wir  offenbar  auch  annehmen,  dass  die  ursprüngliche  deter- 
minierende Gleichung  q,  =  0  zur  Wurzel  und  also  verschwindenden 
Coefficienten  p(^)  habe,  während  sie  durch  irgend  eine  ganze  Zahl  >  0 
nicht  befriedigt  sein  darf.  Es  ist  nach  den  gegebenen  Darlegungen 
ausreichend,  für  diesen  Fall  die  Convergenz  der  formal  befriedigenden 
Reihe  (2)  darzuthun. 

II.  Angaben  über  die  Coefficienten  a,,,  a,,  ■  ■  •  und  die 
Differentialgleichung. 

Von  den  Coefficienten  o,,,  a„  ■  ■  ■  ist  der  erste  a^  als  eine  beliebige 
von    0   verschiedene    endliche    Grösse   wählbar;   nach  Auswahl  von  «„ 
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sind  aber  die  a^,  a.^,  - '  '  »Is  endliche  Grössen  eindeutig  bestimmt  durch 
die  Recursionsformel: 

(3)  a„,  G{m)  -^  am-i  Gi  {m  —  1) 

+  ar>r-2G2(m  —  2)  H h  a,G,n-i(l)  +  aoGjp)  =  0. 

Da  die  Coefficienten  p^^\  p^l\  pf,  •  •  •  sämtUch  verschwinden,  und  da  auch 
das  Absolutglied  p(")  der  determinierenden  Gleichung  gleich  null  ist, 
so  hat  man  nach  (4)  pg.  371  als  Definition  der  G: 

(4)  G{m)  =  m(:m  —  1)  •  •  •  (>/i  —  w  +  1)  j)«» 

+  m{m  —  1)  .  .  .  (m  — w  +  2)p^'^  -\ \-  mp^--'\ 

(5)  G.{m)  =  m(m  _  1)  •  •  •  (m  —  w  +  2)  pf"» 

+  m {m  —  1)  .  •  •  {m  —  w  +  3)  pf)  H f-  mp^--'^  +  M"^  • 

Die  Differentialgleichung  selbst  ordnen  wir  jetzt  so  an: 

(6)   ?--i.™  ?! + P-v"  ^f  +  •  •  • + p'-"  '^ 


,("-!) 


f?0"  rf2 


d2 


=  S"-' 1 i?^  +  ---  +  ^ J ^ ^ 

Bei  dieser  Anordnung  sind  links  diejenigen  Coefficienten  p  unter- 
gebracht, welche  in  G{m)  enthalten  sind;  die  an  den  Gj^{m),  G^{m),-  •  ■ 
beteiligten  Coefficienten  p  stehen  sämtlich  rechts.  Die  Ausdrücke 
g-i(pW  _  ^^.(^))  sind  für  alle  k=l,2,'--,n  bei  ^  =  0  regulär  und 
stellen  Potenzreihen  in  g  dar,  welche  sämtlich  innerhalb  eines  Kreises 
um  ^  =  0  convergieren,  der  bis  an  den  nächsten  irregulären  Punkt  der 
Differentialgleichung  gerade  heranreicht. 

Wir  wählen  jetzt  irgend  einen  speciellen  Punkt  g  innerhalb  dieses 
Kreises,  um  für  dieses  t  die  Convergenz  der  Reihe  (2)  zu  prüfen. 

m.    Betrachtung  einer  Hilfsdifferentialgleichung. 

Wie  pg.  345  beruht  die  Weiterführung  der  Untersuchung  auf  der 
Betrachtung  einer  speciellen  Differentialgleichung,  welche  sich  dem 
Ansätze  (6)  unterordnet,  und  für  welche  sich  die  Convergenz  der  formal 
befriedigenden  Reihe  leicht  nachweisen  lässt. 

Für  die  Auswahl  dieser  Hilfsdifferentialgleichung  soll  erstlich 
massgeblich  sein,  dass  ihre  determinierende  Gleichung  n  Wurzeln  0 
haben  soll.  An  Stelle  von  p^^^  lassen  wir  irgend  eine  positive  Zahl  q 
treten,  die  wir  jedoch  mit  Rücksicht  auf  einen  weiter  unten  zu  ziehenden 
Schluss  dem  Intervall  0<q<\  p^")  i  entnehmen.  Die  p^^^  ,••-,  p^"-'^^ 
werden  ersetzt  durch  (>*  —  1)  Zahlen  2i,  •  •  •,  qn-i,  die  wir  so  wählen, 
dass  die  Gleichung: 
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(7)     q6-  =  q0(6  —  l)-..(6~fiJ^l) 

+  q,öi0  -  1)  •  ■  •  (^  -  »^  +  2)  +  .  .  .  +  q,_,0 

in  6  identisch  erfüllt  ist.     Die  dieser  Forderung  entsprechenden  q^,--- 
qn~i    sind    endlich  und   eindeutig  bestimmt.     Setzt  man  nämlich    der 
Reihe  nach  6  =  1,2,---,  n  —  1  ein,  so  folgen  die  Gleichungen: 

qn-i  =  q, 
2qn-i  +  2-1  ^„_2  =  2"g, 
3^„_i  +  3-2  g„_2  +  3.2-1  g„_3  =  3"g, 


(«  —  1)  g„_i  +  («—!)  {n  —  2)  g„_2  -\ 

-f  (w  —  1)  («  —  2)  •  .  •  2- 1  5,  =  (n  —  \yq. 

Hieraus  bestimmen  sich  die  q^_^,  g„_2,  •••,gi  als  eindeutige  endliche 
Zahlen.  Setzen  wir  dieselben  in  (7)  ein,  so  hat  die  Gleichung,  die 
nach  Fortnahme  der  beiden  rechts  und  links  auftretenden  Glieder  gö« 
vom  {n  —  1)*«"  Grade  ist,  die  n  Wurzeln  <?  =  0,  1,  2,  •  •  •,  (w  —  1); 
dieselbe  gilt  also  identisch. 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung  (6)  stehenden 
Glieder  sollen  in  folgender  Art  ersetzt  werden.  Da  der  ausgewählte 
Wert  l  im  Innern  des  genannten  Convergenzkreises  liegt,  so  lässt  sich 
eine  positive  Zahl  r  der  Art  auswählen,  dass  |  ^  |  <  r  und  r  kleiner  als 
der  Convergenzradius  des  fraglichen  Kreises  ist.  Alsdann  lässt  sich 
eine  endliche  bestimmte  Constante  M  in  der  Weise  bestimmen,  dass 
für  sämtliche  Punkte  ^  auf  dem  Kreise  des  Radius  r  um  ^  =  0  die 
Ungleichungen : 

J <  iüZ  (*  =  1,2,3,.-,«) 

gültig  sind.  Die  Folge  ist  (cf.  pg.  127),  dass  für  die  Coefficienten  pf 
die  Ungleichungen  zutreffen: 


(8) 


Pi 


M 

-j—r,  (t=i,2,3,--); 


somit  werden  die  sämtlichen  Coefficienten  von  ^-^(pW  —  ^a(^))  absolut 
kleiner  sein  als  die  correspondierenden  Coefficienten  von: 


1    — 


Wir  bauen  daraufhin  unsere  Hilfsdifferentialgleichung  so  auf: 


(9) 


Convergenzbetrachtung  bei  einer  irregulären  Stelle.  379 


Zufolge  der  identischen  Relation  (7)  ist  q6^  =  0  die  deter- 
minierende Gleichung  dieser  Differentialgleichung.  Es  giebt  demnach 
eine  die  letztere  formal  befriedigende  Reihe: 

(10)  \^--bd  +  U'  +  hl'  +  --- 

jj^it  i^  j^  0,  die  an  Stelle  der  Reihe  (2)  tritt.     Für  die  Coefficienten  h 
haben  wir  zufolge  (3),  (4)  und  (5)  die  Recursionsformel: 
h„,H{m)  +  K-,H,{m  -  1)  +  K^.H^im  -2) -{--■■-{-  \H,,(P)  =  0, 
wobei  die  H  folgende  Bedeutung  haben: 

H(in)  =  m  (m  —  1)  •  •  •  (m  —  w  +  1)  g 

+  m{m  —  1)  •  •  •  (m  —  n  +  2)  ^1  H h  'wg«-i  ^ 

H,(m)  =  —  -^1  b<^  —  1)  •  •  •  (m  —  n  +  2) 

_!-  m(:m  —  !).••  (m  —  «  +  3)  H \-  m  +  1]. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Identität   (7)  folgt  H(7n)  =  qm";    weiter  aber 

setzen  wir: 

—  r^-'H^^m)  =  hn,    h„,  =  M[m{m—l)  •  •  •  (m—n-}-2)  -{ \-m-}- 1], 

wo  die  ]iq,  \,  \,-  •  ■  offenbar  lauter  positive  reelle  Zahlen  sind.      Die 
Recursionsformel  der  h  geht  damit  über  in: 
(11)     l„,qm''r^-'^  =  bm-ihn-ir'"-'- 

wählen  wir  \  reell  und  >  0,   so   sind  hiernach  offenbar  alle  h  reell 

und  >  0. 

Die  Convergenz  der  Reihe  {h,-^\t  +  hl^^ )  für  den  aus- 
gewählten Wert  t  ist  nun  leicht  beweisbar.  Bilden  wir  die  Recursions- 
formel (11),  indem  wir  m  durch  (w — 1)  ersetzen: 

y^^^_^^(^^n  —  \yf'^--  =  l),n-2lhn-2r"'-''  H h  hhr  +  höh 

und  bringen  diese  Gleichung  von  (11)  in  Abzug,  so  folgt: 

&^2m»r— 1  =  K-iq(m  —  l)-r«-2  -f  ^,„_i/^„,-ir'"-i 

oder,  da  die  h  sämtlich  >  0  sind. 
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Nun   ist  Jim-i   eine  ganze  Function  (w  —  1)*«°  Grades  von  m  mit  con- 
stanten,  d.  i.  von  m  unabhängigen  Coefficienten;  es  folgt 

lim.  (^)  =  0     und  also     lim.  (^)  =  1 . 

Für  unser  ^,  dessen  absoluter  Betrag   \t\<r  ist,   wird  demnach  die 

Reihe  (10)  convergent  sein. 

IV.  Convergenz  der  Reihe  (a^  +  a^t,  -\-  a^%^  +  •••)• 

Wir   vergleichen  jetzt  unsere  Reihe   (2)   mit  der  als    convergent 

erkannten    Reihe    (10).       Lässt    sich    zeigen,    dass    die   Ungleichungen 

!  ^0  !  <  ^0?  ^  ^1  I  <  ^1?  I  ^2 1  <  ^^2  ?  •  •  •  otne  Ausnahme  gültig  sind,  so  ist  die 

Reihe  (2)  sicher  auch  convergent. 

Nun  können  wir  jedenfalls,   wenn  m  ein  endlicher,  übrigens  aber 

beliebig  gewählter  Index  ist,  die  m  Ungleichungen: 

(12)  !  «0  I  <  ^'o,  1  «1  1  <  &i,  •  •  •,   I  a,„_i  1  <  &,„_! 

bereits  als  erfüllt  ansehen.     Es  sind  nämlich  die  Quotienten  —  ^  . . 

-y—  reelle  Zahlen  >  0,   die  bei  Angabe  der  Differentialgleichung  (9) 

eindeutig  bestimmt  sind.  Die  (m  —  1)  Zahlen  l^  h,  ■  '  • ,  K-i  sind 
dieserhalb  als  mit  h^  proportional  zu  bezeichnen,  und  wir  können  b^ 
als  positive  Zahl  ohne  Mühe  so  gross  wählen,  dass  die  ?>«,  &i,  •••,  &,„_i 
bez.  die  m  Beträge     «o  |,  |  «i  !,  •  •  -,  |  üm-i  I  übertreffen. 

Bei  zweckmässig  gewähltem  m  gelingt  von  hieraus  der  Beweis 
der  nächstfolgenden  Ungleichung  \am\<  &,„• 

Da   nämlich    die    Coefficienten  —pf    der   auf   der    rechten   Seite 

von  (6)   stehenden  Potenzreihen  bei  der  Hilfsdifferentialgleichung   (9) 

durch  positive,  die  Beträge  \  pf  \  bez.  übertreffende  Zahlen  ersetzt  sind, 

so  gilt: 

I  Gi{m)\<  —  H,{m). 
Die  Gleichung: 

I  a,nG{m)  I  ==  I  a„_rG^{m  —  1)  +  a,a-2G^{m  —  2)  H \-  a^Gm{0), 

liefert  demgemäss  mit  Rücksicht  auf  (12)  und  die  Recursionsformel 
der  h: 

\  araG(m)  I  <—  b,,-iHi(m  —  1)  —  hm-^zH^i^m  —  2) hoH„,{0), 

\a^\'\  G(m)  I  <  hmH(m), 

(13)  \am\-\  G{m)  \  <  bmqm\ 

Aus  Gleichung  (4)  ergiebt  sich  nun: 
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Da  andrerseits  |  p'^^^  \  >  q  zutrifft,  so  lässt  sich  eine  hinreichend  grosse, 
aber  endliche  Zahl  m  derart  wählen,  dass: 

\G{m)\>qm%  |  G^(w-}-l)  |  >  g(m+ 1)",  \G{m-{-2)\  >q(m-i-2y,-- ■ 

gilt.  Die  erste  dieser  Ungleichungen  gestattet  aus  (13)  die  Folgerung 
zu  ziehen,  dass  auch  1  a,„  |  <  &«  ist.  Die  weiter  folgenden  Ungleichungen 
erlauben,  indem  man  die  vorstehende  Überlegung  inductiv  auf  immer 
höhere  Werte  m  ausdehnt,  entsprechend  den  Schluss  auf: 

1  ttm  +  l  I  <  ^m  +  l,    I  <*m  +  2  {  <&m  +  2,  '  '  •• 

Indem  hiermit  die  Convergenz  der  Reihe  (2)  sicher  gestellt  ist, 
haben  wir  folgendes  fundamentale  Convergenztheorem  bewiesen:  Ist 
die  determinierende  Gleichung,  die  zum  irregulären  Punkte  Zq  gehört,  vom 
n*"""  Grade,  so  correspondiert  jeder  Wurzel  q^^  dieser  Gleichung,  die  von 
keiner  weiteren  Wurzel  q^,  -  •  ■  der  letzteren  um  eine  positive  ganze  Zahl 
ühertr offen  wird,  ein  Integral: 

(14)      Z^  =  {z  —  z^y^  K  +  %(^  —  ^o)  +  «2(^  —  ^o)'  H — ]  ^ 

wohei  «0  als  endliche,   nicht -verschwindende   Grösse  willkürlich  wählbar 

ist,  während^,  ^,.--    eindeutig   hestimmt   sind;    die   in   (14)  rechter 

Hand  stehende  Reihe  ist  aber  convergent  innerhalb  eines  Kreises  um  Zq, 
der  bis  an  den  nächsten  irregulären  Punkt  heranreicht 

V.  Vollständige  Integration  der  Differentialgleichung 
für  die  Umgebung  des  irregulären  Punktes  Zq. 

Giebt  es  eine  Lösung  q^  der  determinierenden  Gleichung,  für  welche 
(^Q^  —  pj  eine  ganze  (nicht-positive)  Zahl  ist,  so  reduciere  man  nach 
pg.  357  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  eine  solche  der  (n  —  1)*^° 
Ordnung.  Die  zugehörige  in  (11)  pg.  373  dargestellte  determinierende 
Gleichung  ist  vom  (w— 1)*°"  Grade;  dieselbe  besitzt  eine  grösste  ganz- 
zahlige Lösung  ^1,  die  jedoch  <  —  1  ist.  Aus  dem  eben  gewonnenen 
Theorem  entspringt  die  Existenz  eines  zugehörigen  Integrals: 

Z,=  (z  —  z^y^  K  +  ä,(z  —  ^o)  +  »2(^  —  ^o)'  H — ]' 
und  wir  gelangen  von  hieraus  vermöge  der  Entwicklungen  von  pg.  366 
zu  einem  Integrale: 

Z^  =  (Z  —  Z^y^  m,  +  log  (Z  —  00)^2] ; 
wo  Xgi  ^^d  -^22  ^^i  ^  =  ^0  ^^^^^  wesentlich  singulär,    d.  i.  höchstens 
polar  unstetig  sind. 

Hat  die  determinierende  Gleichung  der  reducierten  Differential- 
gleichung noch  weitere  ganzzahlige  Wurzeln  q,  so  fahre  man  nach 
Vorschrift  von  pg.  366  im  Reductionsprocess  fort  und  gelangt  offenbar 
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schliesslicli  zu  folgendem  Theorem:  Ist  die  determinierende  Gleichung 
der  ursprünglichen  Differentialgleichwng  vom  n*^"^  Grade  und  hat  dieselbe 
die  l  Wurzeln  q^,  Q2,---,  Qi,  welche  von  q^  um  ganze  (nicht-positive) 
Zahlen  differieren^  so  gehört  zu  diesen  Wurzeln  ein  Teilsystem  (5)  pg.  367 
von  Integralen,  in  denen  die  sämüichen  L(z  —  z^  hei  Zq  regulär  sind  oder 
höchstens  polar  unstetig  werden. 

Da  man  offenbar  die  rückständigen  Wurzeln  der  determinierenden 
Gleichung  gerade  so  behandeln  kann,  so  wird  der  eben  cCusgesprocJiene 
Satz,  dass  nämlich  die  L{z  —  Zq)  bei  Zq  höchstens  polar  unstetig  werden, 
von  allen  Integralen  des  zum  irregulären  Punkte  Zq  gehörenden  Funda- 
mentalsystems gelten.  Die  Umkehrung  des  in  der  Gleichung  (1)  pg.  368 
zum  Ausdruck  kommenden  Theorems  ist  demnach  bewiesen. 

§  12.    Beispiel  der  Kugelfunctionen  P„(/i). 

Vor  weiteren  Bemerkungen  über  diejenigen  irregulären  Punkte, 
deren  determinierende  Gleichungen  den  w'®"  Grad  nicht  erreichen, 
sollen  Beispiele  und  Anwendungen  der  bisherigen  Entwicklungen  ein- 
geschaltet werden. 

Die  pg.  32  ff.  betrachteten  Kugelfunctionen  P„(cos  ■O')  oder  kurz 
Pn(|Lt),  deren  einzelne  eine  gewisse  rationale  ganze  Function  w*®"  Grades 
war,  erwiesen  sich  für  alle  n  =  l,2,  3,  •••  als  Integrale  der  in  (3) 
pg.  34  dargestellten  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  Schreiben  wir  im  Anschluss  an  unsere  gegenwärtige  Be- 
zeichnung ^  =  z  und  P„  =  Z,  so  wird  für  das  einzelne  n  die  fragliche 
Differentialgleichung  die  Gestalt  annehmen: 

(1)  (1  -  z')  ^f  -  2.  If  +  n(n  +  1)Z=0. 

Wollen  wir  die  voraufgehend  entworfene  Theorie  auf  dieses  Bei- 
spiel in  Anwendung  bringen,  so  entspringt  als  erster  Satz  der,  dass 
der  JRegularitätsbereich  aus  der  einfach  bedeckten  z- Ebene,  abgeseheit  von 
den  drei  irregulären  Punkten  z  =  -\-l,  z  =  —  1,  z=  oo  besteht. 

Der  Punkt  z  =  0  ist  hiernach  ein  regulärer.  Um  ein  canonisches 
Fundamentalsystem  für  die  Umgebung  dieses  Punktes  zu  gewinnen 
(cf.  pg.  348),  bringen  wir  Gleichung  (1)  auf  die  Form: 

^  =  2{z  +  z'  +  z^>  +  .  .  .)^^-n(n  +  l)(l-{-  z^  +  z^  +  .  .  •)  Z 

und  verfahren  nach  Vorschrift  von  §  2  pg.  343  ff.  Als  canonisches 
Fundamentalsystem  für  die  Umgehung  des  regulären  Punktes  ^  =  0  ge- 
winnt man: 
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(     rj  1  n(n  + 1)    ..,    I    njn-^  1)  (n  -  2)  (w  +  3)  ^ 


(2) 


w(w  +  l)  (w— 2)(n  +  3)(« 


6! 

{n  —  1)  (ot  +  2)  (w  —  3)  (w  +  4 
T!  *    ^"  5! 

(«  —  1)  (w  +  2)  (n  —  3)  («  +  4)  (w  -  5)  (n  +  6)    , 


^«  + 


z^,_i!Ll^i4yLllii.3^v^     ,V-     ..-.-^r 


7! 


^^  + 


Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  bricht  die  erste  oder 
zweite  dieser  Reihen  beim  Gliede  mit  0"  ab  und  stellt  somit  eine 
rationale  ganze  Function  w*^°  Grades  dar,  die  dann  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  mit  der  aus  (5)  pg.  35  zu  entnehmenden  Function  P„(^) 
identisch  ist.  Die  andere  Reihe  (1)  ist  indessen  jedesmal,  d.  i.  bei 
jedem  w,  eine  unendliche,  deren  Convergenzkreis  der  Kreis  vom  Radius  1 
um  ^  =  0  ist. 

Um    die    Integrale    unserer    Differentialgleichung   bei  ^  =  00    zu 

untersuchen,    setzen    wir  g  =  —    ^^^<^    transformieren    die    Differential- 
gleichung  nach  pg.  353  auf  g  als  unabhängige  Variabele.    Dabei  nimmt 
sie  die  Gestalt  an: 
(3)  %\\  -l')%-  n'  'f  -<n^  X)Z  =  0. 

Hiernach  ist  der  dem  Werte  z=<x>  correspondierende  Punkt  ^  =  0  ein 
irregulärer,  und  die  ihm  zugehörige  determinierende  Gleichung: 

hat  die  beiden  Wurzeln: 

p^  =  n-fl,     Qi  =  —  n. 
Da  diese  Wurzeln  eine  ganzzahlige  Differenz  liefern,  so  können  wir 
zunächst  nur  erst  für  die  grössere  unter  ihnen  q^  =  w  +  1  ein  Integral 
von   der  Gestalt  (1)   pg.  375   ansetzen.     Die  Recursionsformel  für  die 
Coefficienten  führt  auf  die  Reihe: 

U\     ^n+x[^     ,    (n  +  1)  (»^  +  2)  .2    .     (n+l)(n  +  2)(r^  +  3)(n  +  4)    ^     1 

(4)     e"+'Ll+~2(2«  +  3)"^    ^"  2.4(2n  +  3)(2n+5)  *>    ^         J 

Biese  Beihe  ist  für  alle  Werte  t,  mit  U  i  <  1  convergent  und  stellt  bis 
auf  einen  constanten  Factor  als  Function  von  z  die  sogen.  Kugelfunction 
„zweiter  Art''  der  Ordnung  n  dar*).  Neben  dieses  Integral  tritt  als 
von  demselben  linear  unabhängig  das  zn  q^  =  —  n  gehörende  rationale 
Integral: 

*)  Siehe    z.    B.    das    pg.  26    genannte  Handbuch    der  Kugelfunctionen   von 
Heine,  Bd.  1  pg.  125. 
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/KN       ^  p_„  r-,  _  n{n  —  l)     2    ,    n{n—l)(n  —  2){n-3)  ^  _        n 
^   -'  ^        L  2(2w— 1)^    "f"    2.4(2w  — l)(2w  — 3)   ^  *  "   J ' 

welches  wieder  bis  auf  einen  constanten  Factor  unsere  Kugelfunction 
„erster  Art"  P,,  liefert.  Bei  Durchführung  des  Integrationsprocesses 
nach  den  pg.  381  gegebenen  Vorschriften  wird  somit  das  logarithmische 
Glied  ausfallen. 

Wir  führen  endlich  noch  die  Untersuchung  für  den  irregulären 
Punkt  2  =  1  durch.  Setzen  wir  demnach  jetzt  t  =  ^  —  1;  so  nimmt 
die  Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

(6)  t\2  +  e)  ^  +  ^(2  +  20  ~-n{n  +  l)tZ=0, 

während  die  determinierende  Gleichung  ^^  =  0  wird.  Wir  gewinnen 
aus  den  Recursionsformeln  von  pg.  371  demnach  nur  erst  ein  Integral: 

vV    -'■"1  2        ^    '  2*  (2!)^    ^     '  2^        '  (3!)*  ^      '  ' 

eine  Reihe,  die  bei  ^'^  aufhört  und  demnach  wieder  unser  rationales 
Integral  liefert.  Die  Gewinnung  eines  zweiten  hiervon  unabhängigen 
Integrales  nach  pg.  381  würde  bereits  etwas  umständliche  Rechnungen 
nötig  machen. 

Aufgabe  1.  Man  discutiere  die  Entwicklungen  des  vorliegenden  Para- 
graphen für  den  Fall  negativer  ganzzahliger  Werte  n. 

Aufgabe  2.  Es  soll  die  Differentialgleichung  der  Cylinderfunctionen  (cf. 
(5)  pg.  63): 

ds-     'dz 

einer  entsprechenden  Discussion  unterzogen  werden,  wie  die  obige  Differential- 
gleichung (1)  der  Kugelfun ctionen  P  . 

§  13.    Integration  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 

durch  Reihen. 

Ein  besonders  interessantes  und  beziehungsreiches  Beispiel  zu  der 
entwickelten  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  liefert  die  sogen. 
„hypergeometrische  Differentialgleichung^' : 

(1)         ,(,_!)  |^^  +  [(a  +  /3  +  l),_y]^+a^Z=0. 

Die  Differentialgleichung  trägt  diesen  Namen,  weil  sie  durch  die  hyper- 
geometrische Reihe: 

m    7-rr^    \     "^  ^   I    «(«  +  1)^(^  +  1)^2   I    c,{cc  +  l)(a-\-2)ß{ß-\-l)iß-\-2)   , 
^^  "^l.y^~f"     1.2.y(y-fl)   ^  "T       1  •  2  •  3  •  y  (y  +  1)  (7  +  2)      ^"f" 

befriedigt  wird.  Für  diese  Reihe  hat  Gauss  die  Bezeichnung  F(cc,ß^'y]2) 
eingeführt,   die    weiterhin   benutzt  werden   soll.      Die   Convergenz  der 
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Reihe  (2)  hat  Gauss  in  seiner  classisclien  Arbeit  „Disquisitiones  gene- 
rales  circa  seriem  infinitam  etc."  *)  untersucht;  diese  Untersuchung  ist 
fortgesetzt  in  der  nachgelassenen  Abhandlung  „Determinatio  seriei  nostrae 
per  aequationem  differentialem  secundi  ordinis"**). 

Von  späteren  Untersuchungen,  welche  unseren  Gegenstand  be- 
treffen, sind  vor  allem  diejenigen  Kurmner^s  „über  die  hypergeonietriscJie 
Reihe"  ***)  sowie  Riemann's  „J5eiJ^rä^e  0ur  Theorie  der  durch  die  Gauss' sehe 
Reihe  F{a,  ß,  y;  x)  darstellbaren  Functionen"  zu  nennenf).  Kummer 
knüpft  an  die  Differentialgleichung  (1)  an,  während  Riemann,  seinen 
allgemeinen  functionentheoretischen  Principien  getreu,  bei  beliebigem 
complexen  2  die  Integralfunctionen  von  (1)  aus  ihren  wesentlichen 
Eigenschaften  erklärt  und  an  die  Spitze  der  Betrachtung  stellt. 

Die  Grössen  cc,  ß,  y  in  (1)  und  (2)  mögen  als  reell  angenommen 
werden  und  sollen  späterhin  in  noch  speciellerer  Weise  fixiert  werden. 
Den  Fall  aber,  dass  y  gleich  0  oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
ist,  bringen  wir  gleich  anfangs  zum  Ausschluss,  da  in  diesem  Falle 
die  Reihe  (2)  offenbar  ihre  Brauchbarkeit  verlieren  würde. 

Um  jetzt  sogleich  allgemeine  Sätze  über  die  Integrale  der  hyper- 
geometrischen Differentialgleichung  aufzustellen,  bemerken  wir,  dass  der 
zugehörige  Regularitätsbereich  aus  der  ganzen  z- Ebene  abgesehen  von  den 
drei  irregidären  Funkten  ^  =  0,  1,  oo  besteht. 

Ist  demnach  erstlich  Zq  irgend  ein  von  0,  1,  oo  verschiedener  Wert 
des  Argumentes,  so  haben  wir  für  die  Umgebung  von  ^^  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  (cf.  (1)  pg.  347): 

Z,  =  l-\-G^\z-z,f-^G^\z-z^f  +  Gfiz-z,y  +  ---, 

wo  sich  die  rechts  auftretenden  Coefficienten  G  nach  pg.  344  berechnen. 
Die  rechts  in  (3)  stehenden  Reihen  sind  jedenfalls  beide  innerhalb  eines 
Kreises  um  Zq  convergent,  der  bis  an  den  nächsten  unter  den  Punkten 
0,  1  gerade  heranreicht. 

Der  irreguläre  Punkt  z  =  0  hat  die  determinierende  Gleichung: 

q(q--1)  +  rp  =  0 

mit  den  beiden  Wurzeln  ^^  =  0,  ^^  ^^  1  —  y.  Ist  y  nicht  ganzzahlig, 
so   gehören   zu   diesen  Wurzeln   zwei  linear  unabhängige  Integrale  der 


(3) 


*)  Abhandlungen   der  Göttinger  Gesellsch.   der  Wiss.  von  1813,  ges.  Werke, 
Bd.  3  pg.  123. 

**)  Ges.  Werke,  Bd.  3  pg.  207. 
***)  Crelle's  Joum.  f.  Math.  Bd.  15  (1836). 
t)  Abhandl.  der  Göttinger  Gesellsch.  der  Wiss.  von  1857,  ges.  Werke,  pg.  62. 
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Gestalt  (14)  pg.  381.  Für  Q^  =  0  kommen  wir  hierbei  direct  zu  der 
in  (2)  gegebenen  hypergeometrischen  Reihe  F(cc,  ß,  y^  z)  zurück.  Zur 
Gewinnung  des  zweiten  Integrales  tragen  wir  Z  =  z^-^  ■  Z'  in  die 
Differentialgleichung  ein,  welche  sich  daraufhin  in  folgende  Gestalt 
umrechnet: 

^(^-i)^  +  K«  +  ^-2r  +  3).-(2-y)]^ 

+  («-j;  +  l)(^-j.  +  l)Z'  =  0. 

Dies  ist  wieder  eine  hypergeometrische  Differentialgleichung,  in  welcher 
an  Stelle  der  bisherigen  a,  ß,  y  getreten  sind: 

a'  =  a  —  y-\-l,     ß'  =  ß  —  y  -\-\^     y'^2  —  y. 

Demnach    befriedigt  Z'  =  F(a  —  y  -\-  1,  ß  —  y  -\-l,  2  —  y-,  ^)    die 
transformierte    Gleichung.      Ist  y   nicht  ganzzahlig,    so   wird  für  den 
irregulären  Punkt  z  =  0  ein  canonisches  Fundamentalsystem  durch: 
Z,  =  F{a,  ß,  y-  z), 


^^^  '    Z,  =  z^-y  F{a-y  +  l,ß-y  +  l,2-y-z) 

geliefert,  wo  die  rechts  gegebenen  Beihen  innerhalb  des  Kreises  vom 
Badius  1  um  z  =  0  beide  convergieren. 

Ist  y  ganzzahlig  (positiv),  so  wird  (q^  —  q^)  ganzzahlig  und  ^  0. 
Demnach  bleibt  das  Integral  Zj^  =  F(a,ß,y^  z)  bestehen  (cf.  pg.  381). 

Aber  es  wird  für  y  =1  offenbar  Z^  mit  Z^  identisch,  während  für 
y  =  2,  3,  4,  •  •  •  die  in  (4)  auf  der  rechten  Seite  der  zweiten  Formel 
gegebene  Reihe  wegen  des  verschwindenden  bez.  negativen  ganzzahligen 
Wertes  von  y'  =  2  —  y  unbrauchbar  wird.  Jetzt  wird  man  somit 
nach  den  allgemeinen  Regeln  von  pg.  381  ein  zweites  von  Z^  unab- 
hängiges Integral  herstellen  müssen. 

Im  Falle  y  =  1,  der  unten  besonders  zur  Verwendung  kommt, 
gelangt  man  nach  Borchardt*)  durch  folgenden  Grenzübergang  zur 
Kenntnis  eines  zweiten  Integrals  Z^.  Ist  1  —  y  =  d  und  d  zunächst 
von  0  verschieden,  so  hat  man  zufolge  (4)  in: 

I  [z'F{a  -\-d,ß-{-d,l-^d-z)-  F{a,  ß,l-8-  ^)] 

ein  von  Z^   unabhängiges  Integral.     Hier   wolle  man  jetzt  den  Grenz- 
übergang lim.  d  =  0  vollziehen;  man  gelangt  offenbar  zu: 

^^\_z^F{a-^t,ß  +  t,l-{-t',z)-\-{-^^F{a,ß,  1  +  t-  z) , 

wo   nach    Ausführung    der    Differentiation  ^  =  0  zu   setzen    ist.      Wir 
erhalten  auf  diese  Weise  den  Ausdruck: 


*)  Im  Journal  für  Mathem.  Bd.  57,  pg.  81. 
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logß-F(a,ß,l',  0)  +  F,(a,ß',  z), 
wobei  F^{a,  /3;  z)  folgende  Reihe  bedeutet: 
(5)    F,(c.,^;.)  =  f^(A  +  i._2). 

a(«  + 1)^(^+1)  /J^         _1_     ,     1  _,     _1 1_  A\  ^2 

"T"  1.21-2  Va      '     a+1  "■"    ^    "f"  ^+1  1  2/ 

a(a  +  l)(a  +  2)|3(^4-l)(^  +  2)   /J_         _J_  1 

"'  1-2-3-1-2-3  W      •"  ß+l  "T  «  +  2 

"T~  /5    "^  /3  +  1     '     ß  +  2  1  2  3/^      '  • 

In  der  That  gewinnt  man  diese  Reihenentwicklung  auch  vermöge  der 
allgemeinen  unter  Y  pg.  381  entwickelten  Methoden.  Merken  wir  somit 
an:  Ist  y  =1,  so  hat  man  für  die  Umgebung  des  irregulären  Punktes 
z  =  0  ein  canonisches  Fundamentdlsystem  in: 

Z,  =  F{a,ß,  l',z), 


(6) 

^^  '    Z,=^\ogz-F{a,ß,\',z)  +  F,{a,ß-z). 

Um  die  beiden  anderen  irregulären  Punkte  entsprechend  zu  be- 
handeln, schicken  wir  einige  Bemerkungen  über  die  „lineare  Trans- 
formation der  hypergeometrischen  Functionen"  voraus,  verweisen  jedoch 
wegen  einer  ausführlicheren  Behandlung  dieses  Gegenstandes  auf  die 
pg.  385  genannte  Abhandlung  Kummer's.  Es  giebt  insgesamt  sechs 
lineare  Substitutionen  von  z,  nämlich: 

/n\        I  '1  ,1,  1  ,        Z — 1,  Z 

(7)   z  =z,  z  =1  —  z,   z  =—,    z  =-^ ,    z  = ,   z  = -, 

^'^  '  '  z  '  1  —  z'  z     '  z—1 ' 

deren  jede  einzelne  die  Eigenschaft  hat,  das  System  der  drei  irregulären 
Punkte  0,  1,  oo  in  sich  zu  transformieren.  Es  besteht  nun  der  wich- 
tige Satz:  Für  jede  einzelne  dieser  sechs  Substitutionen  können  wir  (und 
zwar  noch  in  zwei  Weisen)  ein  Exponentenpaar  m,  n  derart  bestimmen, 
dass: 

z'  =  z-^{^  —  zyz 

in  Äbhängiglceit  von  z'  wieder  einer  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung genügt. 

Wir  entnehmen  hieraus  für  spätere  Folgerungen  vor  allem  die 
Erkenntnis,  dass  die  drei  irregulären  Punkte  als  coordiniert  anzusehen 
sind.  Das  aufgestellte  Transformationstheorem  soll  hier  nicht  allgemein 
bewiesen  werden;  doch  wird  es  sich  bei  den  weiterhin  zur  Untersuchung 
kommenden  Fällen  unmittelbar  bewähren.  Eine  ausführliche  Betrach- 
tung widmen  wir  an  dieser  Stelle  nur  erst  der  zweiten  und  dritten 
Substitution  (7). 

25* 
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Erstlich  transformiert  sich  unsere  Differentialgleichung  durch  die 
Substitution  ^'=1  —  z,  Z'  =  Z  m: 

so  dass  man  hat: 

u'  =  a,     ß' =  ß,     y'  =a-\-  ß  —  y  -^l. 

Hier  würden  also  die  im  obigen  Theoreme  genannten  Exponenten  m,  n 
in  einfachster  Weise  übereinstimmend  den  Wert  null  haben. 

Verfolgen  wir  jetzt  etwa  allein  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  der  zum 
Punkte  z  =  1  gehörenden  determinierenden  Gleichung  keine  ganzzahlige 
Differenz  besitzen,  so  entspringt  mit  Rücksicht  auf  (4)  unmittelbar 
als  Ergebnis:  Für  den  irregulären  Punkt  z  ==  1  hat  man  als  canonisches 
Fundamentalsystem : 

Z,  =  F{a,  /3,  «  +  /3  -  y  +  l-,  1  -  0;, 


^^^     '   Z,  =  {l—z)y—ßF{y  —  ß,y  —  a,y  —  a-ß-^l',l—z). 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  hier  definierten 
Functionen  Zy,  Z^  keineswegs  mit  den  in  (4)  bez.  (6)  so  bezeichneten 
Functionen  identisch  zu  sein  brauchen.  Vielmehr  werden  sich  nach 
den  allgemeinen  Regeln  von  pg.  354  ff.  die  Integralsysteme  (8)  und  (4) 
bez.  (6)  gegenseitig  linear  und  homogen  in  einander  darstellen  lassen. 
Wir  kommen  hierauf  weiter  unten  zurück. 

Zur  Erledigung  des  irregulären  Punktes  00  bedienen  wir  uns 
der  dritten  Substitution  (7),  indem  wir  setzen:  z'  =  z~'^,  Z' =  z" Z. 
Es  ergiebt  sich  als  transformierte  Differentialgleichung: 

,727'  fl  7" 

^'(^'-l)i#.+[(2«-y  +  2)^-(«-^  +  l)]|f +«(a-,.  +  l)Z'  =  0 

mit: 

a'  =  0;,     ß'  =  a  —  y  -{-Ij     y'  ==  a  —  /3  -|-  1. 

Indem  wir  wieder  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  der  determinierenden 
Gleichung  um  eine  ganze  Zahl  differieren,  abseits  lassen,  haben  wir 
als  Ergebnis:  Für  die  Umgebung  des  irregulären  Punktes  00  hahen 
wir  als  canonisches  Fundamentalsystem  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung: 

Z,  =  z--F(a,a~y  +  1,   a-^  +  l;i). 


(9) 


Z,^^^F{ß,ß-y  +  \,  /3-^  +  l;|) 
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§  14.     Lösung  der  hypergeometrisclien  Differentialgleicliung    durch 

bestimmte  Integrale. 

Die  Functionen  Z^,  Z^,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  als 
Lösungen  der  hypergeometrischen  Diiferentialgleichung  gewannen,  spielen 
in  der  neueren  Functionentheorie  eine  so  hervorragende  Rolle,  dass 
wir  hier  beiläufig  noch  eine  Reihe  weiterer  Eigenschaften  derselben 
entwickeln  wollen. 

Erstlich  wollen  wir  nach  Euler*)  die  Lösungen  unserer  Differential- 
gleichung in  Gestalt  vmi  bestimmten  Integralen  angeben.  Wir  behaupten, 
dass  die  unter  der  Voraussetzung  ß>0,  y>  ß  durch  das  bestimmte 
Integral: 


(1) 


f(s)  =  Tm/«-!  (1  —  wy-/*-i  (1  —  su)-" 


du 


gegebene  Function  f{z)  von  z  eine  Lösung  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  pg.  384  darstellt.  Dieses  Integral  möge  etwa  gerad- 
linig von  u  =  0  bis  u  =  l  erstreckt  sein,  während  der  „Parameter"  2 
des  Integrals  einen  beliebigen  complexen  Wert  haben  mag.  Die 
Forderungen  ß>0,y>  ß  müssen  einstweilen  gestellt  werden,  weil  sonst 
das  Integral  nicht  bis  an  die  Grenzen  0  und  1,  ohne  unstetig  zu  werden, 
erstreckt  werden  darf. 

Wir  beweisen  die  aufgestellte  Behauptung  zunächst  in  der  Weise, 
dass  wir  obige  Function  f{z)  nach  Potenzen  von  z  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, und  setzen  zu  diesem  Zwecke  |^|  <1  voraus.  Unter  diesen 
Umständen  dürfen  wir  nämlich  schreiben: 

(1  —  zu)—  =  1  +  y  ^H  +  ^Y^'  {^uf  + TTT^ ^^""^  +        ' 

denn  die  rechts  stehende  Reihe  ist  im  ganzen  Integrationsintervall 
0  <  w  ^  1  wegen  1  -^  1  <  1  convergent.  Tragen  wir  diese  Reihe  in  (1) 
re^ter'Hand  ein,  so  ist  es  erlaubt,  gliedweise  zu  integrieren  (cf.  pg.  124). 
Es  ergiebt  sich  unter  Benutzung  der  Abkürzung: 

1 
(2)  fuP-\l  —  uy-^  du  =  B{p,  q) 

u 

für  f(z)  die  Reihe: 


*)  Siehe  die  „Institutiofies  calculi  integralis"  Bd.  2,  Abschn.  1,  Kapitel  10  und 
11  (Petersburg,  1769), 
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(3)      m  =  B(ß,y-ß)^^B{ß  +  l,y-ß), 

welche  wieder  für  |  ^  |  <  1  convergent  sein  wird. 

In  (2)  haben  wir  nun  das  sogen.  „Euler'sche  Integral  erster  Art'' 
B{p,  q)  vor  uns,  welches  für  i?  >  0,  ^  >  0  einen  bestimmten  endlichen 
Wert  besitzt.  Für  die  Weiterentwicklung  von  (3)  haben  wir  eine 
Relation  zwischen  B{jp  +  h  0)  imd  B{p,q)  nötig,  welche  zunächst  ab- 
geleitet werden  soll.     Durch  partielle  Integration  findet  man: 

J^(l  _  uy-.  du  =  -l.  u^^l  -  uy  +  ^fuP-^il  -  uydu 

oder,  wenn  man  im  zweiten  Gliede  rechts  (1  —  uy  in  (1  —  m)!-i  •  (1  _  m) 
spaltet  und  die  ganze  Gleichung  mit  q  multipliciert: 

{P  +  q)JuP(l-uy-^du  =  -  up(l  -  uy  +^,y^^-l(l  _  uy-^du. 
Trägt  man  die  Grenzen  0  und  1  ein,  so  folgt  die  Recursionsformel : 

(4)  5(p  +  l,,)  =  _^^^(^,,)^ 

welche  für  die  Coefficienten  der  Reihe  (3)  die  Regel  ergiebt: 
^(ß  +  -  +  hy-ß)^^~}lBiß-^v,y-ß). 
Hiernach  können  wir  der  Formel  (3)  die  Gestalt  verleihen: 

(5)  f(,)  =  B(ß,  y~ß).  F(a,  ß,  y^  ,). 

Die  Function  f{z)  ist  demgemäss  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
-^K  A  Y\  z)  identisch,  womit  unsere  obige  Behauptung,  die  Function /■(^) 
sei  eine  Lösung  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung,  ihre  Be- 
stätigung gefunden  hat. 

Durch  Differentiation   des  Integrales  (1)    nach    dem    Parameter  z 
können   wir   das  in  Rede  stehende   Theorem  noch    directer  bestätigen. 
Wir  finden  hierbei: 
1 
f{z)  =y  M^-i(i  __  u)y-?-\\  —  zuy-du, 

0 

1 
^=  aj^{\  —  uy~?-\\  —  zu)—~^du, 

0 

1 

^p-=  a{cc  -f  l)Jvß+\l  -  uy-l'-^^l  -  zu)-«-^du. 
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Multiplicieren  wir  diese  Gleichimgen  der  Reihe  nach  mit  aß, 
(a  _J_  5  -|-  1)^  —  j/,  ^(^  —  1)  und  addieren,  so  kommt  rechter  Hand 
bei  zweckmässiger  ^Nenanordnung  der  unter  dem  Integral  stehenden 
Glieder: 

r  _|_  (/3  —  y)  u{l  —  m)  +  (a  +  1)  zu(\  —  w)]  du 

Dieses  Integral  lässt  sich  leicht  weiter  zusammenziehen  und  liefert: 

=  afd[u^{l  —  u)y-i'{l  —  ^m)-«-^J  • 

0 

Da  aber  ^(l—u)y->'{l-0u)-<^-^  wegen  y>ß>0  sowohl  für  u  =  0 
^l^  ^^  _  1  verschwindet,  so  ist  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung 
mit  0  gleich,  d.  h.  f(J)  befriedigt  thatsächlich  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung. 

Diese  letztere  Beweismethode  unseres  Satzes  ist  wegen  ihrer  Ver- 
allgemeinerungsfähigkeit  höchst   wichtig.      Wir   setzen   an    Stelle    des 
bisherigen  reellen  u  die  complexe   Variabele  w  =  u -\r  iv  und  bilden 
die  Function: 
(6)  ^{w)  =  w^il  —  ivy-^il  —  ^w)-"-\ 

indem  wir  unter  a,  ß,  y  jetzt  wieder  Miehige  reelle  Constante  verstehen. 
Diese  Function  kann  irreguläre  Stellen  höchstens  an  den  vier  Punkten 
^  _,  0,  1,  ^-S  oo  haben;  sie  wird  des  näheren  bei  tv  =  0  verzweigt 
sein,  wenn  ß  keine  ganze  Zahl  ist,  und  entsprechendes  wird  für 
^Jl^^i^oo  gelten.  Wir  denken  etwa  sogleich  die  Riemann'sche 
Fläche'  über  der  w -Ebene  gebildet,  auf  welcher  0{tv)  eine  eindeutige 
Function  ist.  Dieselbe  wird  insbesondere  eine  endlich-hlättricje  Biemann- 
sche  Fläche  sein,  wenn  «,  ß,  y  rationale  Brüche  sind-,  ist  aber  z.  B. 
die  Zahl  ß  irrational,  so  ist  bei  m;  =  0  jedes  einzelne  Blatt  mit  un- 
endlich vielen  weiteren  verzweigt. 

Wir  bilden  jetzt  vermöge  einer  Integrationscurve  C,  welciie  auf  der 
gedachten  Biemann' selten  Fläche  geschlossen  ist,  und  welche  die  irregulären 
Funkte  von  ^(w)  meidet,  das  Integral: 

(C) 

und  behaupten,  dass  die  hierdwrch  dargestellte  Function  f{z)  von  z  ein 
Integral   der   hypergeometrischen   Differentialgleichung   ist.     Der  Vorteil 
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dieser  Auffassungsweise  gegenüber  der  Gleichung  (1)  ist  in  der  freien 
Beweglichkeit  von  w  in  der  Ebene  bez.  der  Riemann'schen  Fläche  be- 
gründet. Wir  können  solcher  Art  die  irregulären  Stellen  der  unter 
dem  Integral  stehenden  Function  von  w  bei  der  Integration  vermeiden; 
und  wir  haben  vor  allem  wegen  der  Willkür  in  der  Auswahl  der 
Integrationscurve  C  nicht  nur  eine  einzelne  Function  f{z),  wie  in  (1)^ 
sondern  eine  ganze  Mannigfaltigkeit  solcher  Functionen  in  (7)  definiert. 
Der  Beweis,  dass  f(^)  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
genügt,  wird  ganz  wie  oben  geführt,  indem  man  das  in  (7)  rechts 
stehende  Integral  nach  dem  Parameter  s  differenziert.  Man  findet 
wieder : 

(CO 

Das  rechts  stehende  Integral   aber   verschwindet,  da  die  Curve  G  auf 
der  Riemann'schen  Fläche  geschlossen  ist. 

Wie    man    die    Curve   C  im    einzelnen    Falle   wählen   darf,    hängt 
natürlich  von  der  Gestalt  der  Riemann'schen  Fläche  der  Function  0(w) 

ab.  Es  verdient  aber  bemerkt  zu  werden, 
dass  der  in  Figur  88  shk zierte  sog.  „Doppel- 
umlauf  um  die  irregulären  Stellen  w;  =  0 
und  IV  =1  stets  einen  auf  der  Biemann' sehen 
j^,.    gg  Fläche  geschlossenen  Weg  darstellt.     In  der 

That  besteht  dieser  Weg  aus  je  zwei  ein- 
fachen Umläufen  um  w  =  0  und  w  =  1,  und  zwar  wird  dabei  der 
einzelne  diese  Punkte  das  eine  Mal  im  positiven  ümlaufssinn  (cf.  pg,  111), 
das  andere  Mal  im  negativen  umgangen.  Indem  wir  aber  z.  B.  m;  =  0  im 
positiven  Sinne  umlaufen,  werden  wir  von  0(w)  zu  e^^'^^^iw)  geführt; 
der  Umlauf  im  negativen  Sinne  hebt  den  Factor  e^irt^  gerade  wieder  fort. 
Durch  Ausdehnung  der  Überlegung  auf  den  Punkt  w  =  1  findet  man, 
dass  der  „Doppelumlauf"  in  der  That  immer  zum  Anfangswerte  ^{w) 
zurückführt*).  Ist  übrigens  der  Punkt  tv  =  ^~^  ein  Verzweigungs- 
punkt, d.  h.  ist  a  irrational,  so  hat  man  Sorge  zu  tragen,  dass  der 
Doppelumlauf  den  irregulären  Punkt  w  ^=  z~^  nicht  umschliesst. 

Aufgabe  1.     Man  specialisiere  die  Fomiel  (1)  pg.  389  sowie  die  sich  an- 
schliessenden Entwicklungen  für  die  folgenden  Werte  o;  =  l,  ß==l,  y  =  2. 

Aufgabe  2.     Man  verfolge   entsprechend  für  Formel   (1)  pg.  389    den  Fall 

113 

cc  =  — ,  ß  =  — ,  7  =  ir,  indem  man  zugleich  z^  an  Stelle  von  s  setzt. 


*)  Vergl.  wegen  des  im  Texte  betrachteten  Tntegrationsweges  C.  Jordan, 
„Cours  d'analyse"  t.  3  (1887),  sowie  die  Abhandlungen  von  L.  Fochhammer  in 
den  Bänden  35  ff.  der  Mathem.  Annalen  (1889—1890). 
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§  15.    Die  Perioden  des  Legendre'schen  Integrals  erster  Gattung 
als  hypergeometrische  Functionen. 

Nehmen  wir  in  den  allgemeinen  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
für  a,  ß,  y  die  Werte: 

1  /3  1  1 

so  gelangen  wir  zu  einem  Speeialfall,  der  wegen  seiner  Beziehung  zur 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  höchst  interessant  ist.  Die  Formel 
(7)  pg.  391  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an: 

clio 


(1)  '■W  -IvW 


yiv(i  —  w)(i  —  zw) 

und  die  zugehörige  Riemann'sche  Fläche  wird  zweiblättrig  mit  vier 
Verzweigungspunkten  bei  w  =  0,1,  z~^,  oo. 

In  (1)  rechter  Hand  haben  wir  nun  mit  einem  elliptischen  Integral 
erster  Gattung  zu  thun;  und  da  die  Curve  C  einen  beliebigen  ge- 
schlossenen Umlauf  auf  der  zugehörigen  Riemann'schen  Fläche  dar- 
stellt, so  liefert  uns  die  Formel  (1)  nach  dem  pg.  207  ff.  entwickelten 
Begriffe  der  Perioden  irgend  eine  Periode  des  gedachten  Integrals. 

Des  näheren  gelangen  wir  zur  Formel  (1)  sehr  leicht  vom  Weier- 
strass'schen  Normalintegral : 

(2)  r       "^      - 

^  ^  J  Vit- e,)  {t - e,)  (t - e,) 

aus.  Setzen  wir  nämlich  hier  ^  =  e^  -f  (^3  —  ^i)  ^^>  ^^  folgt,  wenn 
wir  wie  pg.  235  für  den  Legendre'schen  Integralmodul  Jc^  die  Dar- 
stellung ]c^=  ^  _  ^  benutzen: 

(3)    y^r^j,  f~==JL==  =  r       -^" 

^^  ''    -  ^J  y(^t-e,){t-e,){t-e,)      Jyw{l-w){l 

Die  Perioden  coj^,  «2  des  Weierstrass'schen  Integrals  (2)  liefern  nun 
nach  pg.  237  in: 

die  Perioden  des  Legendre'schen  Normalintegrals.  Durch  Vergleich 
der  Formeln  (1)  und  (3)  erkennen  wir  unmittelbar:    Die  Perioden 

Z  =  AmK -\- 2inK' 

des  Legendre'schen  Normalintegrals  erster  Gattung  genügen,  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit vom  Integralmodul  0  =  l^  aufgefasst,  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung : 


k^tv) 
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(4)  .(._l)|Lf  +  (2,_i);^^+1^^0. 

Die  beiden  Grössen  K  und  K'  stellen  in  Abhängigkeit  von  b  =  ¥ 
particuläre  Integrale  dar,  die  von  einander  linear  unabhängig  sind; 
anderenfalls  hätte  nämlich  der  Periodenquotient  für  alle  Werte  ¥  einen 
und  denselben  Wert,  was  doch  nicht  der  Fall  ist  (cf.  pg.  235).  Durch 
das  „Fundamentalsystem"  {K,  K')  stellt  sich  daraufhin  jedes  Integral 
von  (4)  in  der  Gestalt  {cJ{.-\-c^K')  mit  irgend  welchen  complexen 
Constanten  c^,  c^  dar.  Man  sieht,  wie  sich  hier  im  speciellen  die 
„Perioden"  (AmK -j- 2inK')  mit  ganzzahligen  m,  n  einordnen. 

Unsere  Ergebnisse  sind  in  Übereinstimmung  mit  den  pg.  269  ge- 
wonnenen Darstellungen  von  K  und  K': 


(5) 


3 -5X2 


4 

3 -5X2 


In   der   That  haben 


wo  ¥^==1  — Jc^   der   complementäre  Modul  ist 

wir  ja  hier  direct  die  hjpergeometrischen  Reihen  vor  uns: 

(6)     ^^f^(4,  4,  l;F),    X'=f^(|,  |,  1;  1-.^). 

Die  drei  „irregulären"  Stellen  ^  =  0,  1,  oo  liefern  diejenigen  drei 
Werte  k^,  für  welche  eine  „Ausartung"  des  elliptischen  Integrals  ein- 
tritt (cf.  pg.  254).  Übrigens  hat  für  jeden  dieser  drei  irregulären 
Punkte  die  zugehörige  determinierende  Gleichung  zusammenfallende 
Wurzeln.  Ein  canonisches  Fundamentalsystem  für  den  einzelnen  irre- 
gulären Punkt  wird  somit  das  Bildungsgesetz  (6)  pg.  387  befolgen. 
Wir  können  daraufhin  anmerken:  K  ist  das  „logarühmenfreie"  Integral 
des  canonischen  Fundamentalsystems  für  die  Umgebung  von  ^  =  0;  K' 
stellt  das  entsprechende  Integral  für  die  Umgebung  von  z  =1  vor. 

Um  K'  in  der  Umgebung  von  z  =  0  darzustellen,  bilden  wir  uns 
nach  pg.  387  das  Fundamentalsystem: 

F{^,    I,    1;  .),      log..F(i,    ±,    1;   .)  +  F,(i-,    1;    .), 

wobei  I^  explicite  gegeben  ist  durch: 
Es  gilt  alsdann  eine  Darstellung: 
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^'=^^f{-^,  \,  hz)  +  c,F,[\,  l5,)  +  c,log..F(|,  |,  1;.), 
wo  q  und  Cg  zwei  Constante  sind.    Hierfür  können  wir  auch  schreiben: 

Für  verschwindend  kleines  )t  können  wir  nun  den  sehr  kleinen  Wert 
tcFA^,  — ;  lA   neben    dem   sehr  grossen  Betrage  2iriog/c^  vernach- 
lässigen und  bekommen  als  Näherungsformel: 
^  =  2c,  +  2c,log/cl 

Nun  aber  geht  aus  der  Darstellung  (9)  pg.  235  von  ¥  durch  die  Ent- 
wicklungsgrösse  q  für  kleine  Werte  von  h  und  q  hervor: 

TtK' 

p  =  16g  H =  16e'^''"  -\ =  16e~  "^  +  •  •  ■ . 

Wir  gewinnen  so  explicite  als  Näherungsformel: 
^  =  41og2-logA;^ 

woraus  hervorgeht,  dass  q  =  2  log  2,  c^  =  —  y  ist.     Die  Periode  K' 

stellt  sich  als  Functimi  des  Integralmoduls  in  der  Umgehung  von  1^  =  0 
hiernach  folgendermassen  dar: 

(8)    Ä'=  (21og2-llogF)F(i    |,  1;  l')-^F,{\,  i;  f)  • 

Aufgabe.  Man  führe  eine  entsprechende  Untersuchung  für  die  Perioden 
E,  E'  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung  durch  (cf.  (8)  pg.  252   sowie  (4) 

pg.  271).     Man  hat  hierbei  a  = -,    ß  =  ~,    y  =  lzu  nehmen. 

§  16.    Vieldeutigkeit  der  Integrale  Z^,  Z^  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung. 

Indem  wir  zur  allgemeinen  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung (1)  pg.  384  zurückkehren,  wollen  wir  für  ein  beliebiges 
Fundamentalsystem  {Z^,  Z^  derselben  die  Regeln  von  pg.  354  ff.  über 
analytische  Fortsetzung  specialisieren.  Die  unabhängige  Variabele  z 
deuten  wir  dabei  zweckmässig  auf  der  Kugelfläche,  auf  welcher  wir 
uns  sogleich  die  drei  irregulären  Stellen  z  =  0,  1,  oo  markieren. 

Beschreibt  man  unter  Vermeidung  von  0,  1,  oo  von  irgend  einem 
Ausgangspunkte  z  auf  der  ^-Kugel  einen  geschlossenen  Weg  C  zu  jenem 
Punkte  z  zurück,  so  gehe  hierbei  (Z^,  Z^  in  (Z/,  Z{)  über.    Es  iverden 
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sich   alsdann    die   Integrale    dieses  neuen  Fimdamentalsystems  {Z^,  Z^) 
nach  pg.  355  in  (Z^,  Z^  vermöge  einer  linearen  Substikition  darstellen: 

(1)  z,'=aZ,  +  hZ„      Z,' =  cZ,  +  dZ,, 

deren  etwa  durch  B  zu  bezeichnende  Determinante  B  =  ad  —  hc  von  0 
verschieden  ist. 

Die  Substitution  (1)  ist  dem  Fundamentalsystem  {Z^,  Z.^  und  dem 
Umlauf  G  eigentümlich.  Durchlaufen  wir  dieselbe  geschlossene  Curve  C 
in  entgegengesetzter  Richtung,  so  stellt  sich  für  das  nämliche  System 
(^ij  ^%)  eine  Substitution  ein,  welche  wir  als  die  zu  (1)  „inverse" 
Substitution  bezeichnen.  Um  dieselbe  zu  bestimmen,  beachte  man, 
dass  bei  dem  jetzt  gemeinten  Umlauf  (aZ^  +  hZ^,  cZ^  +  dZ^)  in  {Z^,  zj) 
übergeht.     Die  Integrale  Z^,  Z^  gehen  also  in  die  aus: 

az;'  +  iz;'  =  Z,,      cZl'  +  dz;'  =  Z^ 

zu  berechnenden  Integrale  Z/',  Z^'  über.  Bie  zu  (1)  inverse  Sub- 
stitution ist  hiernach: 

Lässt  sich  die  Curve  C  ohne  Hinwegschiebung  über  eine  der  irre- 
gulären Stellen  0,  1,  oo  auf  einen  regulären  Punkt  zusammenziehen, 
so  ist  Z^'  =  Z^,  ^2'=  ^2  5  wir  haben  dann  in  (1)  die  sogen,  „identische 
Substitution"  d.  i.  diejenige  mit  a-=  d=\^  b  =  c  =  0. 

Ein  einmaliger  Umlauf  um  ^  =  0  im  positiven  Sinne  (cf.  pg.  111) 
liefere  für  (Z^,  Z^)  eine  Substitution,  die  wir  symbolisch  durch  Sq  be- 
zeichnen. Die  entsprechenden  Substitutionen  für  die  irregulären  Punkte 
1,  00  mögen  S^,  S2  heissen.  Explicite  mögen  diese  Substitutionen 
so  lauten: 

(.^o)  ^1'  =  %z,  -f  b,z,,     z;  =  c,Z,  +  d,Z^, 

(s,)  z;  =a,z,  +  b,z„     z;  =c,z,-\-  d,z,, 

(s,)  z;  ==a,z^  +  b,z„     z;  =  c^Z^  +  d^Z^. 

Natürlich  sind  hierbei  die  durch  die  einzelne  Substitution  entspringen- 
den Z/,  Z^  nicht  mit  den  Z/,  Z^  der  anderen  Substitutionen  identisch. 
Den  in  Figur  89  pg.  397  ausgezogenen  Weg  G  wird  mau  sofort  als 
Combination  der  beiden  einfachen  Umläufe  um  0  und  1  erkennen.  Wir 
wollen  die  zugehörige  Substitution  berechnen.  Da  der  Umlauf  um 
^  =  0  voransteht,  so  gelangen  wir  von  (Z^,  Z^  erstlich  zu  {a^Z^-^b^Z^, 
CqZ^  +  d^Z^.  Der  Umlauf  um  ^  -=  1  bewirkt,  dass  die  im  letzteren 
Fundamentalsystem    enthaltenen   Z^,   Z.^    die   Substitution   S^    erfahren, 
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d.  h.  durch  {a^Z^  +  &i^2.  ^i^i  +  ^1^2)  ^u  ersetzen  sind.      Zum  frag- 
lichen Umlauf  C  gehört  also  folgende  Substitution: 

^^  z;  =  (co%  +  ^0^1)^1  +  (^0^1  +  ^0^1)^2; 

wir  sagen,   dieselbe    sei  aus  S^  und  S^  zusammengesetzt,  und  wir  be- 
zeichnen  sie    symbolisch    durch   B^  ■  S^.      Man    überlege,   dass   im    all- 


Fig.  89. 


gemeinen  bei  einem  solchen  symbolischen  Producte  S^  •  S-^  die  Ab- 
änderung der  Factorenfolge  eine  Änderung  des  Productes,  d.  i.  der  zu- 
sammengesetzten Substitution  bewirkt.  Üben  wir  auf  Z^,  Z^  in  (3) 
irgend  eine  dritte  Substitution  aus,  die  wir  S  nennen,  so  werden  wir 
die  sich  ergebende  Substitution  entsprechend  durch  S^  -  S^  ■  S  bezeichnen 
und  analog  Producte  mit  beliebig  hoher  Factorenzahl  herstellen 

Die  in  Figur  89  punktiert  angedeuteten  Umwandlungen  des  eben 
betrachteten  Weges  C  zeigen,  dass  derselbe  auf  der  ^-Kugel  ohne 
Hinwegschiebung  über  einen  irregulären  Punkt  in  einen  einfachen  Um- 
lauf um  0  =  oü  im  negativen  Sinne  umgestaltet  werden  kann.  Wir 
folgern  ohne  weiteres:  Die  in  (3)  angegebene  Substitution  Sq  ■  S^  ist  mü 
der  m  S^  inversen  Substitution  identisch,  und  entsprechend  ist  offenbar 
S^  ■  S^  invers  m  S^,  sowie  8^  ■  S^  invers  m  S^.  — 

Die  Substitutionen  S„  S„  S,  haben  nun  noch  eine  weitergehende 
Bedeutung.  Es  gilt  nämlich  der  wichtige  Satz,  dass  jeder  auf  der 
^- Kugel  geschlossene  Weg  in  seiner  Wirkung  auf  {Z„  Z.,)  durch  eine 
Kette  von  einfachen  Umläufen  um  die  irregulären  Punkte  0,  1,  00  auf- 
gefasst  werden  kann.  Man  wolle  sich  dies  in  der  Weise  klar  machen, 
dass  man  einen  gegebenen  geschlossenen  Weg  zusammenzieht,  ohne 
indessen  eine  Hinwegschiebung  über  irgend  einen  der  drei  irregulären 
Punkte  zu  gestatten.  Hierbei  verwandelt  sich  der  Weg  geradezu  in 
eine  Kette   schleifenförmiger  einfacher  Umgänge  um  0,  1,  00.     Ohne 
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Fig.  90. 


dass  wir  hierbei  ausführlicli  verweilen,  bringen  wir  die  in  Figur  90 
voUzogene  Umgestaltung  eines  speciellen  Weges  als  Beispiel  für  die 
auch  in  jedem  anderen   Falle  vorliegenden  Verhältnisse.     Es  kommen 

hier  zunächst  auch  Um- 
läufe im  negativen  Sinne 
um  den  einzelnen  irre- 
gulären Punkt  vor.  Aber 
wir  wissen  bereits,  dass 
der  einzelne  solche  Um- 
lauf als  Aggregat  zweier 
im  positiven  Sinne  voll- 
zogenen Umläufe  um  die 
beiden  anderen  irregu- 
lären Punkte  angesehen 
werden  kann.  Es  ent- 
springt so  der  Satz:  Ein 
heliehiger  auf  der  z- Kugel 
geschlossener  Weg  ergieU  für  das  Fundamentalsystem  (Z^,  Z^)  eine  Sub- 
stitution, welche  durch  Zusammensetmng  aus  den  drei  Substitutionen 
^0^  ^x,  ^2  gewonnen  werden  kann.  In  diesem  Sinne  heissen  Sq,  S^^,  S^ 
die  zum  Fundamentalsystem  (Z^,  Z^)  gehörenden  „erzeugenden  Sub- 
stitutionen". 

Die  wirkliche  Berechnung  der  einzelnen  erzeugenden  Substitution, 
d.  i.  die  Angabe  ihrer  Coefficienten,  ist  zunächst  für  das  canonische 
Pundamentalsystem  des  zugehörigen  irregulären  Punktes  äusserst  ein- 
fach.    Für  das  System  (4)  pg.  386  lautet  S^: 

(4)  ^i'  =  ^i,      Z,'=e'^-^^-y^Z.,, 
während  im  Falle  y  =  1  (cf.  (6)  pg.  387)  sich  findet: 

(5)  ^i'  =  Z„        Z;  =  2i7tZ,  -f  Z,. 

Ist  aber  (Z^,  Z^)    ein    beliebiges    Fundamentalsystem,    so    werden    wir 
dasselbe  zunächst  im  canonischen  System  (Z^,  Z.^)  darstellen: 

(6)  Z,  =  ÄZ,-i-BZ,,      Z,  =  CZ,  +  DZ,. 

Wir  berechnen  dann  z^  B.  im  Falle  eines  nicht  ganzzahligen  y  als  Sub- 
stitution Sq  für  {Z^,  Z^): 


z; 


AB-BGe^'^'^^-y^  Z   _L  ^jB(e^'^(^-y)  -  i)  - 


^1  + 


^2? 


^2  -  Zi  -\ Z^, 


wo  J  die  Determinante  {AB  —  BC)  sein  soll 
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Die  Substitution  8^  für  das  zum  irregulären  Punkte  0=1  ge- 
hörende canonische  System  (8)  pg.  388  wird  man  sofort  wieder  an- 
geben. Wollte  man  jedoch  die  Substitution  Sq  für  dieses  letztere  System 
(8)  pg.  388,  das  wir  für  den  Augenblick  durch  {Z^,  Z^  bezeichnen 
wollen,  berechnen,  so  müsste  man  dieses  System  zunächst  in  der  Ge- 
stalt (6)  im  canonischen  System  des  Punktes  ^  =  0  darstellen.  In- 
dessen haben  wir  hier  einstweilen  keine  Mittel,  die  dabei  auftretenden 
Coefficienten  A,  B,  C,  D  lu  bestimmen.  Leider  ist  es  unmöglich,  auf 
die  zur  Berechnung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  D  ausgebildeten  Me- 
thoden hier  näher  einzugehen,  da  diese  Entwicklungen  zu  tief  in  die 
Einzeluntersuchung  der  hypergeometrischen  Function  hineinführen. 

§  17.    Der  Integralquotient  als  Function  tj^b). 
Zu   besonders    interessanten   Ergebnissen    gelangen    wir    bei    der 
Untersuchung  des  Quotienten  irgend  zweier  linear-unabhängigen  particu- 
lären  Integrale  Z^,  Z^  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung.    Wir 
wollen  diesen  Quotienten  als  Function  von  0  durch: 

(1)  ^(^)  =  | 

bezeichnen.  Zu  irgend  einem  anderen  Fundamentalsystem  (AZ^  +  BZ^, 
CZ^  -\-I)Z^)  gehört  entsprechend  ein  Integralquotient  r]'(z),  welcher 
sich  durch  die  Function  7^(0)  der  Formel  (1)  in  der  Gestalt: 

darstellt.  Von  den  vier  Coefficienten  A,  B,  C,  D  kommen  hierbei  nur 
die  Quotienten  zur  Geltung-,  wir  können  diesen  Umstand  durch 
folgenden  Satz  zum  Ausdruck  bringen:  Die  durch  einen  Integralquotienten 
Z  :  Z^  definierte  Function  von  z  ist  eine  unter  dreifach  unendlich  vielen 
Functionen;  jede  derselben,  n'i/),  stellt  sich  in  einer  ersten  unter  ihnen, 
r}(z),  in  der  Gestalt  (2)  mit  vier  complexen  Constanten  A,  B,  C,  D  nicht- 
verschwindender  Determinante  {AD  —  BG)  dar. 

Eine  einzelne  particuläre  Function  tiiz)  hat  die  Punkte  ^  =  0,  1,  oo 
zu  irregulären  Stellen,  ist  jedoch  übrigens,  von  etwaigen  Polen  ab- 
gesehen°  überall  regulär  (cf.  (3)  pg.  385).  Aus  den  Entwicklungen  des 
vorigen  Paragraphen  entspringt  als  Hauptsatz:  Ein  particuläres  7} 
liefert  eine  mehrdeutige  anahjtische  Function  des  Argumentes  s,  deren 
sämtliche  Zweige  sich  in  einem  ersten,  riiz),  vermöge  linearer  Substitu- 
tionen: 
(3)  ^(^)--ci(iH^ 
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darstellen;  alle  diese  hei  der  einzelnen  ri- Function  mr  Geltung  kommen- 
den linearen  Substitutionen  lassen  sich  durch  Zusammensetzung  aus  drei 
den  Sq,  S^,  S^  entsp^-echenden,  „erzeugenden"  Substitutionen  herstellen. 

Sehr  bemerkenswert  ist,  dass  wir  r](z)  auch  unabhängig  von  Z^,  Z, 
als  Integral  einer  gewissen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  definieren 
können. 

Um  diese  Gleichung  zu  gewinnen,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

Wir  haben  alsdann  für  irgend  zwei  linear-unabhängige  Integrale  Z^,  Z^ 
der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  (1)  pg.  384: 

Durch  Combination  dieser  Gleichungen  folgt: 

Andererseits  folgt  aus  ri=  Z^.Z^  durch  Differentiation: 

Z  ^-Z  ^ 

dri  ^    dz  ^    dz 


dz 


Zl 


sowie  weiter,  wenn  man  diese  Gleichung  logarithmisch  differenziert: 


^         y  ^  _  7  ^'^2  dZ, 

dz'  ^  _dz^_Z_dz'_  _^  'dF 

^  Z  ^-z  ^*  ^^ 

dz  *   dz  ^   dz 


Diese  Gleichung  schreibt  man  mit  Benutzung  von  (6)  einfacher  so: 

d'rj  dZ^ 

(1)  ^  —  P  _  9  ^^ 

^  ^  dn  ~  -^^      "^  ~zr ' 


dz 
Durch  nochmalige  Differentiation  ergiebt  sich: 
d^ 
dz^  _ 
dj] 
dz 

Man  quadriere  nun  die  Gleichung  (7),  multipliciere  darauf  mit  —  und 
subtrahiere  das  Resultat  von  der  letzten  Gleichung.  Dabei  entspringt 
links  der  folgende,  symbolisch  durch  [t?],  zu  bezeichnende  Differential- 
ausdruck dritter  Ordnung: 
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(8) 

während  man  rechter  Hand  erhält: 


^  _  Jl  P2  _  A  C^  _  P  ^-^»^ 
ds  2  ^1        zAclz^         ^1 


Bei  Benutzung  der  zweiten  Gleichung  (5)  folgt  damit: 

Hier  wolle  man  endlich  für  P^  und  P^  ihre  Ausdrücke  (4)  eintragen, 
worauf  der  soeben  für  [rj]^  berechnete  Ausdi'uck  die  Gestalt  einer 
rationalen  Function  von  ^  annimmt.  Um  letztere  kurz  schreiben  zu 
können,  führen  wir  an  Stelle  von  a,  ß,  y  folgende  drei  Grössen  ein: 

(10)  A=l  —  y,     f*  =  y  —  f^  —  ^1     V  =  ß  —  a. 

Eine  elementare  Zwischenrechnung  ergiebt  dann  als  Gestalt  der  ge- 
dachten rationalen  Function  die  rechte  Seite  der  Gleichung: 

(11)  W.  =  i^-^'+'-'"        '-^•-'''  +  «' 


22«       '     2(0  —  1)«  2z{z-~l) 

Hiermit  ist  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  iqi/)  geivonnen. 

Danach  ist  zufolge  der  Betrachtungen  von  pg.  393  ff.  der  Quotient  o 

der  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  in  Abhängigkeit 

vom  Modul  Th^  ein  Integral   der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

(12)  [a,>  =  -L4_ 


2Tc*    I    2(Ä;«— 1)«        2P(A«  — 1) 

Da  bei  der  entwickelten  Rechnung  iq  eine  beliebige  unter  den  oo^ 
coordinierten  Functionen  (2)  ist,  so  wird  mit  iq  auch: 

(13)  ^ 

der  Differentialgleichung  (11)  genügen;  d.  Ji.  es  ist  eine  Eigenschaft 
des  DifferentialausdrucliS  \ri\z,  unverändert  zu  bleiben,  wenn  man  i]  durch 
eine  heliebige  lineare  Function  seiner  seihst  ersetzt: 

Sind  A,  B,  G,  D  willkürliche  Constante,  so  hat  man  in  (13)  das  „dll- 

Fricke,  analyt.-functionenth,  Vorlesungen.  26 
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gemeine    Integral''   der   Differentialgleichung   (11),    falls   r;    irgend    ein 
particuläres  Integral  derselben  ist*).  — 

Wir  schreiten  jetzt  zur  näheren  Betrachtung  der  Vieldeutigkeit  der 
Function  iqiz).  Hat  zunächst  keine  der  drei  zu  0,  1,  oo  gehörenden  de- 
terminierenden Gleichungen  Wurzeln  mit  ganzzahliger  Differenz,  so 
heisst  die  zufolge  der  Formeln  des  §  13  pg.  385  ff.  einfach,  dass  keine 
der  Grössen  X,  fi,  v  eine  ganze  Zahl  sei.  Wir  wollen  alsdann  aus  (4) 
pg.  386  für  die  Umgebung  von  ^  =  0  den  particulären  Quotienten 
(^2  :  Z^  bilden,  den  wir  ri^  nennen  wollen.  Entsprechend  sollen  aus 
(8)  und  (9)  pg.  388  für  die  Umgebungen  von  z  =1  und  oo  particu- 
läre  Functionen  ')]^,  tj^  hergestellt  werden.  Es  gelten  alsdann  folgende 
Darstellungen : 

'Vo  =  ^^[1  +  a^z  +  «2^2  _| j^ 

(15)  I %   =  (^  -  1)^'[1  +  h,iz-l)  +  \{z  _  1)2  +  . .  .],    • 

Darüber  hinaus  interessiert  uns  namentlich  der  Fall,  dass  die 
Wurzeln  der  determinierenden  Gleichung  zusammenfallen.  Findet  dies 
z.  B.  für  den  irregulären  Punkt  z  =  0  statt,  so  ist  A  =  0,  und  wir 
haben  dann  auf  Grund  von  (6)  pg.  387  als  Darstellung  von  ri^: 

(16)  ^0  =  (log^)  +  «1^  +  «2^^  +  «3'^'^  H • 

Ist  übrigens  Zq  ein  regulärer  Punkt,  so  werden  wir  entsprechend 
den  Quotienten  {Z^  :  Z^)  der  beiden  zugehörigen  durch  (3)  pg.  385 
gelieferten  Integrale  als  particuläres  ^  auswählen-,  für  diese  Function  ')]{z) 
gilt  dann  die  Entwicklung: 

(17)  ^  =  (^  -  ^o)  +  ä,{z-z,f  +  d,{z-z,f  +  • . .. 

Diese  Formeln  enthalten  einige  Angaben  betreffs  derjenigen 
Biemann' sehen  Fläche  üher  der  z- Ebene,  auf  welcher  das  einzelne  r}  und 
damit  überhaupt  jede  der  oo^.  t]- Functionen  eindeutig  ist. 

Ist  erstlich  A  nicht  ganzzahlig,  so  wird  rj^  nach  l  Umläufen  um 
den  Punkt  z  ==  0  übergehen  in: 

rjQ  =  e^^^^^rJQ. 
Sollen    wir    somit   hierbei    zum    ursprünglichen  Zweige    zurückgelangt 

*)  Der  Differentialausdruck  [rj]^,  der  sich  bereits  in  der  älteren  Litteratur 
findet,  ist  in  seiner  vollen  Bedeutung  von  H.  A.  Schwarz  erkannt;  vergl.  die  Ab- 
handlung „Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauss' sehe  hypergeometrische  Seihe 
eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Argumentes  ist'\  Crelle's  Journal  f.  Mathem. 
Bd.  75  (1872).  Man  bezeichnet  [73]^  demnach  auch  wohl  als  den  Schwarz'schen 
Differentialausdruck. 
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sein,  so  muss  IX  eine  ganze  Zahl  l^  sein,  d.  h.  die  Zahl  A  muss  einen 

rationalen  Bruch  -j-  darstellen.    Zugleich  werden  wir,  wenn  dieser  Bruch 

auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht  ist,  nicht  früher  als  nach 
l  Umläufen  zum  ersten  Zweige  zurückgelangen.  Diese  Angaben  über- 
tragen sich  sofort  auf  einen  beliebigen  Zweig  unserer  ?;- Function 
(wegen  dessen  linearer  und  also  eindeutiger  Abhängigkeit  von  ri^. 

Ist  zweitens  A  irrational,  so  wird  man  nach  keiner  endlichen  Anzahl 
von  Umläufen  um  z  =  0  zum  ersten  Zweige  zurückgelangen.  Dieselben 
Verhältnisse  liegen  wegen  des  in  (16)  auftretenden  Gliedes  log^  für  A  =  0 
vor.  Ist  k  mit  dem  auf  seine  kleinste  Benennung  gebrachten  rationalen  Bruche 

-j-  identisch,  so  hängt  jedes  Blatt  der  zu  rj  gehörenden  Biemann' sehen 

JEläche  hei  z  =  0  mit  {l  —  1)  weiteren  Blättern  in  einem  l-hlättrigen 
Verzweigungspunlite  zusammen;  ist  X  gleich  null  oder  irrational,  so  ist 
jedes  Blatt  in  der  pg.  99  besprochenen  Art  mit  unendlich  vielen  weiteren 
Blättern  in  einem  Verzweigungspunkte  verbunden.    Den  Fall  A  =  0  kann 

man  übrigens  hierbei  als  Grrenzfall  l  =  oo  eines  rationalen  Bruches  -y-  auf- 
fassen. 

Für  die  beiden  anderen  irregulären  Punkte  1  und  oo  gelten  ana- 
loge Überlegungen;  andererseits  aber  folgt  aus  (17),  dass  an  keiner 
von  0,  1,  oo  verschiedenen  Stelle  ein  Verzweigungspunkt  eintreten 
kann.  Merken  wir  uns  demnach  insbesondere  folgenden  Satz  an:  Sind 
A,  ft,  V  mit  den  folgenden,  auf  ihre  kleinsten  Benennungen  gebrachten 
rationalen  Brüchen  gleich: 

so  hängt  jedes  einzelne  Blatt  unserer  Biemann' sehen  Fläche  bei  z  =  0 
mit  Q  —  1),  bei  z  ==  1  mit  (m  —  1),  bei  z  =  oo  mit  {n  —  1)  weiteren 
Blättern  in  drei  Verzweigungspunkten  zusammen;  andere  Verzweigungs- 
punkte treten  aber  nicht  auf.  Die  Nenner  l,  m,  n  sollen  hierbei  ganze 
Zahlen  ^  2  sein,  und  die  Fälle  l  =  oo,  m  =  oo,  n  =  oo  sollen  als 
Grenzfälle  mit  gerechnet  sein. 

Nach  Erfahrungen,  die  wir  bei  früher  untersuchten  Functionen 
gesammelt  haben,  liegt  die  Vermutung  nahe,  dass  wir  in  die  Natur 
dieser  Riemann'schen  Fläche  weit  klareren  Einblick  gewinnen,  tvenn 
wir  dieselbe  vermöge  einer  einzelnen  ri- Function  auf  die  Ebene  der 
letzteren  conform  abbilden.  In  dieser  Richtung  werden  wir  zu  ganz 
besonders  interessanten  Ei'gebnissen  geführt,  falls  wir  noch  die  be- 
schränkende Voraussetzung  machen,  dass  Iq  =  niQ  =  Wq  =  1  zutrifft, 
d.  h.  dass  A,  ft,  v  drei  positive  Stammbrüche  darstellen: 

26* 
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(19)  A  =  |,     ^  =  1,     v  =  ^- 

Wir  wollen  dann  aber  gleich  noch  die  weitere  Einschränkung  eintreten 
lassen,  dass  die  Ungleichung: 

(20)  i.  +  1  +  Jl  <  1 

gelten    soll.      Jedenfalls    giebt    es    noch    unendlich    viele    diesen   Fest- 
setzungen entsprechende  Tripel. 

Für  die  Gewinnung  des  Abbildes  der  Riemann'schen  Fläche  auf 
die  t;- Ebene  sind  nun  einige  Vorentwicklungen  nötig. 

Aufgabe  1.     Man  zeige  durch  dreimalige  Differentiation  der  Gleichung: 
B  -\-  AT]  —  Bti   —  CriT]   =  0 

und  nachherige  Elimination  von  A,  B,  C  auf  directem  Wege  die  Richtigkeit  der 
Gleichung  [rj']^  =  [tj]^. 

Aufgabe  2.  Zufolge  der  Relation  (14)  pg.  401  ist  [rj]^  eine  eindeutige 
Function  von  z.  Man  zeige  durch  Untersuchung  von  [rj]  an  einer  beliebigen 
Stelle  Zq,  sowie  an  den  drei  irregulären  Stellen  0,  1,  oo,  dass  [tj]^  rational  in  z 
und  speciell  von  der  Gestalt  (11)  ist. 

§  18.    Abbildung  der  ;^- Halbebene  auf  ein  Kreisbogendreieek 

der  ij- Ebene. 

Die  ^- Ebene  zerlegen  wir  durch  einen  Schnitt  längs  der  reellen 
Axe  in  zwei  „Halbebenen",  die  wir  je  nach  dem  zugehörigen  Vor- 
zeichen des  imaginären  Bestandteils  in  ^  =  x  -\-  iy  als  „positive"  und 
„negative"  Halbebene  unterscheiden.  Wir  wenden  uns  zunächst  zur 
positiven  Halbebene,  innerhalb  deren  eine  einzelne  »^-Function  überall 
regulär  ist.  Die  Halbebene  wird  sich  auf  einen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich  der  Ebene  dieser  Function  rj  übertragen,  und  wir 
ziehen  aus  Formel  (17)  pg.  402  sofort  den  Schluss,  dass  diese  AhUldung 
abgesehen  von  den  m  0  =  0,  1,  00  gehörenden  Stellen  allenthalben  con- 
form  ist.  Wir  wollen  die  Gestalt  des  Abbildes  der  0- Halbebene  fest- 
stellen. 

Wir  beginnen  damit,  den  Rand  der  Halbebene  abzubilden,  der 
durch  die  Punkte  0,  1,  00  in  drei  getrennt  zu  behandelnde  Strecken 
zerlegt  wird.  Für  die  von  0  =  0  bis  0  =  1  ziehende  geradlinige 
Strecke  benutzen  wir  erstlich  im  Falle  eines  endlichen  l  die  in  (15) 
pg.  402  durch  t]^  bezeichnete  particuläre  Function: 

rn  71=3^  F(a-Y  +  1,  ß-Y-\-l,2-y-  z) 

^   ^  F{cc,  ß,  y;  z)  ' 

wobei  0^   für   positive   reelle   z   gleichfalls   reell   und   positiv  gewählt 
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werden  soll.     Es  stellen  sich  nun  die  a,  ß,---  in  den  Zahlen  l,  m,  n 
so  dar: 


Aus  (20)  pg.  404  ergiebt  sich  somit,  dass  alle  sechs  Zahlen  «,  ß,  y, 
a  —  yJ{-l^ß  —  y+\,  2  —  y  reell  und  >  0  sind.  Die  beiden  in  (1) 
rechts  stehenden  hypergeometrischen  Reihen  sind  demnach  für  alle 
reeUen  0  im  Innern  des  IntervaUs  0<^<1  selber  zufolge  ihrer 
Structur  reell,  endlich  und  >  0.  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass 
für  alle  Stellen  im  Innern  des  gedachten  Intervalles  die  Abbildung 
conform  ist,  ergiebt  sich  als  vorläufiges  Resultat:  Die  Strecke  der 
reeUen  ^-Axe  von  3  =  0  nach  2=1  überträgt  sich  vermöge  der 
Function  (1)  eindeutig  stetig  auf  eine  der  reellen  positiven  ^-Axe  an- 
gehörende Strecke,  welche  mit  rj  =  0  beginnt  und  entweder  endliche 
Länge  hat  oder  gerade  bis  r}  =  oo  reicht.  Die  letztere  Alternative 
müssen  wir  zunächst  noch  offen  lassen,  da  das  Verhalten  der  hyper- 
geometrischen Reihen  an  der  Convergenzgrenze  bisher  noch  nicht  fest- 
gestellt wurde. 

Auch  bei  der  Fortsetzung  der  Untersuchung  behalten  wir  die  >j- Func- 
tion (1)  bei  und  betrachten  also  allein  erst  den  Fall  einer  endlichen 
ganzen  Zahl  l  Alsdann  wird  die  Conformität  der  Abbildung  im  Punkte 
5;  =  0  in  der  Art  aufhören,  dass  sich  hier  die  Winkel  bei  Über- 
tragung auf  die  ^-Ebene  auf  ihre  P"  Teile  reducieren.  Wenden  wir 
uns  demnach  jetzt  zur  Strecke  von  ^  =  0  bis  ^  =  —  oo,  so  wird 
dieser  Teil  des  Randes  der  positiven  ^-Halbebene,  welcher  gegen  das 
eben  behandelte  Randstück  von  0  bis  1  den  Winkel  -f  7t  bildet,  in 
der  ^-Ebene  ein  Abbild  liefern,  das  von  ^  =  0  unter  dem  Winkel 
_|_  il  gegen  die  positive  reelle  ^-Axe  ausstrahlt. 

Um  genaueres  über  die  Gestalt  des  fraglichen  Abbildes  auszusagen, 
machen  wir  nach  pg.  387  von  der  linearen  Transformation: 

Gebrauch,  welche  unsere  hypergeometrische  Differentialgleichung  in  die 
Gestalt  überführt: 
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Wir  setzen  deren  canonisches  Fundamentalsystem  sofort  nach  (4) 
pg.  386  an  und  gewinnen  von  hieraus  rückwärts  für  die  ursprüngliche 
Differentialgleichung  bei  ^r  =  0  das  Fundamentalsystem: 

0^-y(l-^)y-o'-iF{a~y-{-l,    1-ß^    2-y-y^)- 

Diese  beiden  Integrale  werden  sich  in  den  Integralen  (4)  pg.  386 
linear  homogen  darstellen.  Aber  eine  einfache  Überlegung  zeigt,  dass 
wir  hier  geradezu  wieder  dieselben  Integrale  wie  in  (4)  pg.  386  vor 
uns  haben;  denn  man  hat  nur  nötig,  die  beiden  jetzigen  Integrale  nach 
Potenzen  von  ^  zu  entwickeln,  um  im  ersten  eine  Potenzreihe  mit 
gannzzahligen  Exponenten  zu  erkennen,  während  das  zweite  das  Pro- 
duct  einer  solchen  Potenzreihe  und  des  Factors  s^-r  mit  nicht  ganz- 
zahligem Exponenten  darstellt.  Wir  erkennen  von  hieraus  fast  un- 
mittelbar, dass  eben  dasselbe  particuläre  tj,  auf  welches  sich  die 
Formel  (1)  bezog,  auch  so  dargestellt  werden  kann: 


(2)  ,  =  .?(^) 


i_F(a~Y-\-i,  1-/?,  2-y;^-^) 


Es  muss  hierbei  nur  hinzugesetzt  werden,  dass  der  zweite  Factor  rechter 

Hand,  (^')',   für  reelle  positive  ^'  selber  reell  und  positiv  sein  soll. 

Diese  Darstellung  unseres  particulären  rj  ist  für  die  Untersuchung 
der  Strecke  von  ^  =  0  bis  ^  =  —  oo  der  reeUen  ^-Axe  geeignet,  weil 
diese  Strecke  dem  Intervall  von  0'  =  0  bis  0'=  1  der  reellen  ^'-Axe 
correspondiert.  Indem  wir  auf  die  besonderen  bei  uns  vorliegenden 
Werte  cc,  ß,  y  Rücksicht  nehmen,  kommen  wir  analog  wie  oben  zu 
dem  Ergebnis:  Die  Strecke  von  ^  =  0  bis  ^  =  —  00  der  reellen  ^-Axe 
bildet  sich  auf  einen  von  ^  =  0  ausziehenden  geradlinigen  Strahl  ab, 
der  unter  dem  Winkel  +  ~  gegen  die  reelle  7?-Axe  geneigt  ist,  und 
der  entweder  endliche  Länge  hat  oder  erst  bei  t;  =  00  endigt. 

Indem  wir  zunächst  auch  noch  m  und  n  als  endlich  annehmen, 
wollen  wir  die  bisherigen  Ergebnisse  sogleich  verallgemeinern,  wobei 
wir  an  Stelle  des  eben  benutzten  particulären  rj  eine  beliebige  unserer 
oo3  7j- Functionen  treten  lassen.  Jedes  solche  tj'  ist,  wie  wir  pg.  399 
sahen,  in  dem  eben  gemeinten  speciellen  rj  als  lineare  Function: 

(3)  V  =  i|±| 
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darstellbar.  Diese  Gleichung  liefert  zwischen  rj  und  rj'eine  Beziehung, 
die  wir  oben  als  „Kreisverwandtschaft"  ausführlich  behandelten.  Wir 
haben  es  dabei  mit  einer  winJceltreuen  (conformen)  Abbildung  zu  thun, 
hei  ivelcher  Kreise  stets  wieder  in  Kreise  übergehen;  hierbei  sind  die 
Geraden  als  Kreise  durch  ij  =  oo  mitgerechnet  (cf.  pg.  83). 

Man  nehme  nun  noch  hinzu,  dass  auf  Grund  der  pg.  387  an  die 
Transformation  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  geknüpften 
Bemerkungen  die  drei  durch  ^  =  0,  1,  oo  abgeteilten  Strecken  der 
reellen  ^-Axe  als  coordiniert  anzusehen  sind.  Es  entspringt  dann  als 
Resultat:  Jede  der  drei  Strecken  der  reellen  z-Axe  wird  durch  eine 
helieUge  unserer  oo^  Functionen  rj  Punkt  für  Punkt  eindeutig  stetig  auf 
einen  Kreisbogen  der  rj- Ebene  abgebildet,  der  niemals  die  Grösse  einer 
vollen  Kreisperipherie  erreichen  kann.  Diesen  letzteren  Umstand  stellen 
wir  sogleich  ausdrücklich  fest  und  können  denselben  auch  dahin  aus- 
sprechen, dass  die  Endpunkte  des  einzelnen  abbildenden  Kreisbogens 
stets  getrennt  liegen. 

Der  einfach  zusammenhängende  Bereich,  auf  welchen  die  positive 
0- Halbebene  vermöge  1^(0)  abgebildet  wird,  ist  hiernach  von  drei  Kreis- 
bogen berandet,  welche  einander  in  drei  getrennt  liegenden  Punkten  unter 

den  Winkeln  y,  ^;  "  treffen. 

Zur  weiteren  Ausgestaltung  dieses  Ergebnisses  kehren  wir  noch- 
mals zur  particulären  Function  (1)  zurück.  Hier  sind  zwei  unter  den 
drei  Kreisbogen  Gerade,  die  von  rj  =  0  ausstrahlen.  Wir  bemerken, 
dass  jedenfalls  nicht  beide  his  tj  =  00  reichen;  denn  in  diesem  Falle 
würden  die  beiden  Endpunkte  des  dritten  Kreisbogens  coincidieren, 
was  unstatthaft  ist.  Wir  schliessen  sogleich  weiter,  dass  zwei  unter 
unseren  drei  Kreisbogen  immer  nur  ihren  gemeinsamen  Endpunkt, 
aber  nie  einen  weiteren  Punkt  gemein  haben. 

Ist  nun  etwa  der  zur  Verbindungslinie  von  0  =  0  und  0=1  ge- 
hörende Strahl  endlich,  so  zeichnen  wir  uns  in  einem  Endpunkte  unter 
dem  Winkel  —  die  Tangente  des  noch  fehlenden  dritten  Kreisbogens. 
Hier  lehrt  dann  die  unmittelbare  Anschauung  der  Figur  91,  dass  dieser 
dritte  Kreisbogen  durch  die  Forde- 
rung, den  zweiten  unter  dem  Winkel 

—  zu  erreichen,  bereits  eindeutig  be- 

n 

stimmt    ist.      Auch    der    zweite   von 

^  =  0  ausziehende  geradlinige  Strahl  ^ 

erweist  sich  jetzt  als  endlich;  und  es      ^j ^0(^-^0)  ^"'^^ 

wird    der    eben    zuletzt    gewonnene  Fig.  91. 


fZ=t>oJ 
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Kreisbogen  dem  Innern  des  entstandenen  Dreiecks  seine  convexe  Seite 
zukehren,  da  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  zufolge  (20)  pg.  404 

(4)  -  +  -+-<^ 

ist.  Wir  merken  das  gewonnene  Resultat  so  an:  Sind  alle  drei  Zahlen 
l,  m,  n  endlich,  so  wird  der  Rand  der  positiven  z-HaTbelene  durch 
irgend  ein  paHiculäres  iq  auf  eine  geschlossene  Kette  von  drei  Kreisbogen 
abgebildet,  welche  die  Winkel  ~,  ^,  ^  mit  einander  bilden  und  solcher- 
gestalt ein  mü  dem  Dreieck  der  Figur  91  kreisverwandtes  Kreisbogen- 
dreieck eingrenzen.  — 

Ist  jetzt  1=  <x>,  so  ist  7  =  1  und  die  7^-Function  (1)  ist  durch: 

zu  ersetzen  (cf.  (6)  pg.  387).  Hier  überträgt  sich  die  gerade  Linie  von 
^  =  0  nach  2=1  eindeutig  stetig  auf  die  reelle  i^-Axe  von  t?  =  —  oo 
beginnend.  Für  negative  reelle  0  ist  von  0  bis  —  1  die  Darstellung  (5) 
unserer  7? -Function  noch  brauchbar.  Hier  wird  log^  den  imaginären 
Bestandteil  jti  bekommen,  und  wir  gewinnen  als  Abbild  eine  zur 
reellen  7j-Axe  im  Abstände  ^  parallel  laufende  Gerade.  Diese  Aus- 
sage gilt  jedoch  sogleich  für  die  ganze  von  ^  =  0  bis  ^  =  _  00 
ziehende  Strecke;  man  wird  dies  durch  die  zweite  Darstellung: 

(6)         r^  =  ^i  +  log  (^)  +  4^!:li!LZEi). 

unserer  particulären  7^ -Function  nachweisen,  welche  man  vermöge  der 
oben  schon  benutzten  Transformation  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung  ableitet. 

Benutzen  wir  an  Stelle  der  bisherigen  particulären  eine  beliebige 
^-Function,  so  treten  an  Stelle  der  beiden  gewonnenen  parallelen  Geraden 
zwei  Kreisbogen,  die  sich  in  ihrem  gemeinsamen,  z  =  0  entsprechenden 
Endpunkte  berühren. 

Kehren  wir  nochmals  zu  den  beiden  parallelen  Geraden  zurück, 
so  ist  zunächst  noch  nicht  ausgeschlossen,  dass  eine  von  ihnen  oder 
beide  rechts  bis  +  oo  reichen.  Doch  erkennt  man  dies  sofort  als 
unmöglich,  wenn  man  den  zum  dritten  Abschnitt  der  reellen  ^-Axe 
gehörenden  Kreisbogen  hinzusetzt,  der  jene  beiden  Geraden  unter  den 
Winkeln  -J,  ~  erreichen  muss.  Würden  nämlich  beide  Gerade  bis  +  oo 
reichen,    so    zeigt   die  Betrachtung  auf  der  7^  Kugel,    dass   der  dritte 
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Kreisbogen  sich  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  müsste,  was  doch 
nicht  der  Fall  ist.  Reicht  aber  eine  der  beiden  Geraden  bis  zu  einem 
endlichen  Werte  rj,  so  lehrt  eine  der  Figur  91  entsprechende  Figur,  dass 
dies  auch  von  der  anderen  Geraden  gilt.  Von  hieraus  ist  sofort  er- 
sichtlich, dass  das  obige  Them'em  über  Ahhüdung  des  Bandes  der  posi- 
tiven z-Halhebene  auf  die  drei  Seiten  eines  Kräsbogendreiechs  der  Winkel 
Ü    Ü^  ^  auch  gültig  bleibt,  falls  die  Zahlen  l,  m,  n  teilweise  oder  alle 

oo  werden.  — 

Gehen  wir  zum  conformen  Abbilde  der  positiven  ^ -Halbebene 
selber  voran,  so  stellt  dasselbe  einen  einfach  zusammenhängenden  Be- 
reich der  7j -Ebene  dar,  der  in  den  Rand  unseres  gewonnenen  Kreis- 
bogendreiecks eingespannt  erscheint.  Es  liegt  die  Annahme  nahe,  dass 
dieser  Bereich  geradezu  aus  der  Innenfläche  unseres  Breiecls  besteht. 
Thatsächlich  werden  wir  im  Stande  sein,  dies  zu  zeigen. 

Wir  benutzen  hierbei  an  Stelle  der  ^ -Ebene  lieber  die  ^-Kugel, 
auf  welcher  die  reelle  0-Axe  den  horizontalen  grössten  Kugelkreis,  die 
positive  ^ -Halbebene  aber  die  obere  Halbkugel  liefern  mag.  Auf 
letzterer  denke  man  das  System  der  Parallelkreise  gezogen  und  über- 
lege, wie  sich  dieselben  auf  die  ^ -Ebene  übertragen.  Sie  werden  wegen 
der  Conformität  der  Abbildung  überall  stetig  gekrümmte  Curven 
liefern;  und  zwei  sehr  nahe  benachbarte  Parallelkreise  werden  zwei 
gleichfalls  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  sehr  nahe  neben  einander  ver- 
laufende Curven  der  ij -Ebene  ergeben,  welche  einander  nirgends  be- 
rühren oder  gar  schneiden  können. 

Indem  wir  die  Abbilder  der  Parallelkreise  von  der  reellen  ^-Axe 
beginnend  verfolgen,  werden  wir  erstlich  jedenfalls  in  das  Innere  unseres 
Kreisbogendreiecks  hineingeführt  werden.  Es  ist  nun  die  Frage,  ob 
das  in  Figur  92  skizzierte  Vorkommnis  eintreten  kann,  dass  sich  die 
den  Parallelkreisen  entsprechenden  Cur- 
ven über  sich  selbst  hinüberschieben 
und  so  wenigstens  teilweise  eine  dop- 
pelte oder  mehrfache  Überdeckung  der 
Dreiecksfläche  bewirken.  Wir  be- 
haupten, dass  dies  jedenfalls  unmög- 
lich ist.  Bei  der  weiteren  Fortsetzung 
der    Abbildung    werden    sich    nämlich  ^.    ^^ 

die  fraglichen  abbildenden  Curven  mehr 

und  mehr,  und  zwar  schliesslich  auf  einen  Punkt,  zusammenziehen. 
Nach  den  vorausgesandten  Bemerkungen  müsste  sich  demnach  in 
jeder    der    in    Figur  92    noch    vorliegenden    Lücken    wenigstens    ein 
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Verzweigungspunkt  einfinden.  Ein  solcher  tritt  aber  nicht  ein,  da  in 
ihm  die  Conformität  der  Abbildung  aufhören  würde.  Das  in  Figur  92 
skizzierte  Übereinandergreifen  der  Curven  ist  hiernach  ausgeschlossen. 
Man  braucht  jetzt  nur  noch  einmal  zu  betonen,  dass  die  den 
Parallelkreisen  entsprechenden  Curven  sich  schliesslich  auf  einen  Punkt 
zusammenziehen,  um  zu  erkennen,  dass  das  gesuchte  Abbild  gerade 
die  einfach  und  vollständig  bedeckte  Dreiecksfläche  ist.  Hiermit  aber 
haben  wir  den  Fundamentalsatz  gewonnen:  Sind  die  X,  ^,  v  die  in  (19) 
pg.  404  gegebenen  positiven  Stammhrüche,  so  bildet  ein  einzelner  Ztveig 
einer  particulären  rj- Function  die  positive  z-Halhebene  auf  die  einfach 

ledecMe  Fläche  eines  Kreishogendreieclcs  der  Winkel  ~,  — ,  —  ah*) 

l  ^   m'    n  ^' 

Als  Specialsatz  ergiebt  sich:  Der  Periodenquotient  a  des  elliptischen 

Integrals  erster  Gattung  bildet  die  positive  HaTbebene  des  Legendre' sehen 

Integralmoduls  h^    auf   die    Fläche    eines    Kreishogendreieclcs    mit    drei 

Winkeln  0  ab. 

§  19.    Abbildung  der  zu  iq{z)  gehörenden  Riemann'sehen  Fläche 
auf  ein  Netz  von  Kreisbogendreiecken. 

Der  soeben  gewonnene  Fundamentalsatz  liefert  uns  ein  Mittel,  die 
bereits  pg.  402  ff.  betrachtete  Vieldeutigkeit  der  einzelnen  Function  ri{z), 
wenigstens  in  dem  hier  bevorzugten  Falle,  dass  die  A,  ^,  v  mit  Stamm- 
brüchen einer  unterhalb  %  gelegenen  Summe  gleich  sind,  in  neuer 
Weise  zu  beleuchten.  Die  analytische  Fortsetzung  von  yi{z)  wollen 
wir  in  der  Weise  einleiten,  dass  wir  aus  der  eben  zur  Abbildung  ge- 
brachten positiven  ^-Halbebene  zwischen  den  Punkten  0  =  0  und 
z  =1  m  die  negative  Halbebene  hinüber  wandern.  Welches  wird  das 
conforme  Abbild  dieser  letzteren  Halbebene  in  der  i^ -Ebene  sein? 

Man  knüpfe  zunächst  wieder  an  die  unter  (1)  pg.  404  dargestellte 
7? -Function  au,  welche  die  für  1^1  <  1  convergente  Entwicklung: 

(1)  ri=^'(^+a,z  +  a^z^-\ ) 

besitzt.  Hierbei  wird  l  einstweilen  als  endlich  angenommen,  und  es 
sind  die  Coefficienten  a^,  a^,  ■  ■  ■  sämtlich  reell.  Das  Abbild  der  posi- 
tiven 0-Halbebene  ist  ein  Kreisbogendreieck  der  in  Figur  91  pg.  407 
dargestellten  Gestalt.  Der  Strecke  der  reellen  ^-Axe  zwischen  0  und  1 
entspricht  insbesondere  eine  geradlinige  Seite  des  Kreisbogendreiecks, 
welche  sich  auf  der  reellen  7j-Axe  von  i^  =  0  bis  ij(l)  erstreckt. 

*)  Dieser  Satz  stellt  eines  der  schönsten  Ergebnisse  der  pg.  402  genannten 
Untersuchung  von  H.  A.  Schwarz  dar. 
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Es  seien  jetzt  Zq  und  ^^  zwei  conjugiert  complexe  Werte  mit 
I  _g^  I  ^  I  ^j  <;  1,  Für  diese  Werte  ist  die  in  (1)  rechts  stehende  Reihe 
convergent  und  liefert  wegen  der  Realität  der  Coefficienten  selber  con- 
jugiert complexe  Summenwerte.  Gehen  wir  von  0q  zu  ^q,  indem  wir 
wie  oben  in  Aussicht  genommen  die  reelle  Axe  zwischen  0  und  1 
überschreiten,  so   kommen  wir  von   dem  bei    der  Abbildung  zur  Ver- 

i_  1 

Wendung  gebrachten  Werte  2^^   zum  conjugiert  complexen  Werte  0q^ . 
Es  werden  somit  auch  ^(^o)  und  7j(^o)  conjugiert  complex  ausfallen. 

Dieses  zunächst  für  |  ^o  I  <  ^  gewonnene  Resultat  gilt  nun  aber 
allgemein:  Überschreiten  lüir  die  reelle  s-Axe  stvischen  0  und  l,  so  ge- 
langen ivir  durch  anahjtische  Fortsetzung  unserer  particulären  Function 
y](z)  innerhalb  der  negativen  Halbebene  m  solchen  Werten,  dass  in  je 
zwei  conjugierten  Punlden  z,  z  conjugierte  Functionsiverte  vorliegen.  Für 
die  Umgebungen  der  beiden  soeben  mit  Zq  und  Zq  bezeichneten  Stellen 
gelten  nämlich  die  Darstellungen: 


(2) 


{dri\    Z-z,     ,     (cPrj\     {z-2,Y    , 


wo  durch  den  Index  Zq  bez.  Zq  an  der  einzelnen  Ableitung  angedeutet 
sein  soll,  dass  der  Wert  derselben  für  Zq  bez.  Zq  gemeint  ist.  Da  nun 
in  den  Umgebungen  von  z^  und  'Zq  zu  conjugiert  complexen  z  auch 
conjugiert   complexe    Functionswerte    gehören,    so  folgert   man  leicht, 

dass  für  jedes  l  die  Werte  (^.)     und  (^.)_   conjugiert    sind.      Für 

\dz  y zq  ^dz  y  i^ 

die  Convergenzbereiche  der  Reihen  (2)  ist  demnach  erwiesen,  dass  y}{z) 
und  rj(z)  conjugiert  sind.  Durch  Weiterführung  der  analytischen 
Fortsetzung  erkennt  man  in  derselben  Art  die  Gültigkeit  unserer  Be- 
hauptung im  vollen  Umfange. 

Wir  formulieren  den  bewiesenen  Satz  jetzt  sogleich  geometrisch: 
Das  conforme  Abbild  der  negativen  z- Halbebene,  welches  wir  bei  über- 
schreiten der  reellen  z  -  Axe  zwischen 
0  und  1  erreichen,  geivinnt  man 
durch  Spiegelung  des  Kreisbogen- 
dreiecks der  Figur  91  längs  seiner 
auf  der  reellen  7} -Axe  gelegenen 
Seite.     Figur  93  liefert  hiernach 

ein  Abbild   der    vollen    ^- Ebene  r«->ay 

oder,  ausführlicher  gesagt,  zweier  rig.  93. 


(Z'O/ 


(Z'lJ 
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Halbblätter  der  ^- Ebene,  welche  längs  der  zwischen  ^  =  0  und  0=1 
verlaufenden  Strecke  der  reellen  ^-Axe  zusammenhängen. 

Es  ist  nun  leicht,  dieses  Ergebnis  einer  wichtigen  Verallgemeine- 
rung zu  unterziehen. 

Erstlich  bemerke  man,  äass  sich  die  Verhältnisse  in  dem  zunächst 
ausgeschlossenen  Falle  l  =  oo  ganz  analog  gestalten.  Man  hat  hier  nur 
an  Stelle  der  Reihe  (1)  die  Darstellung  (5)  pg.  408  der  particulären 
-)?- Function  treten  zu  lassen;  auf  diese  Darstellung  gründet  man  die- 
selben Schlussfolgerungen,  wie  soeben  auf  die  Gleichung  (1). 

Wir  fassen  ferner  die  Spiegelung  an  einer  geradlinigen  Seite  des 
Dreiecks    dahin    auf,    dass    zwei    einander    hierbei    correspondierende 

Punkte  die  Grundpunkte  eines  zu  jener 
Seite  orthogonalen  Kreisbüschels  sind 
(cf.  Figur  94).  Diese  Auffassung  be- 
sitzt den  Charakter  der  Invarianz 
gegenüber  einer  Transformation  der 
Kreisverwandtschaft.  Lassen  wir  aber 
jetzt  an  Stelle  der  bisher  benutzten 
particulären  t^ -Function  ein  beliebiges 
Tq  {z)  aus  dem  System  der  oo^  zu- 
sammengehörigen Functionen  treten,  so 
gilt  nach  pg.  399  zwischen  dieser  Function  ri'  und  dem  particulären 
iq^z)  die  Beziehung: 

Ari{z)  +  B 


Fig.  94. 


iq'^z) 


Cniz)  +  D 


{Z  =  ooJ 


Die  durch  ri\z)  vermittelte  Alibildung  ist  demnach  einfach  mit  der  ölen 

gefundenen  Abbildung  durch  iq{z)  hreisverwandt.  Die  beiden  zusammen- 
hängenden Kreisbogendreiecke  der 
Figur  93  nehmen  hierbei  etwa  die 
in  Figur  95  gegebene  Lage  an.  Wir 
sagen  auch  jetzt  noch,  dass  sie  durch 
Spiegelung  an  ihrer  gemeinsamen 
^j,j  Seite  in  einander  übergehen;  und 
in  der  That  kommen  wir  nach 
der  soeben  vorausgeschickten  Auf- 
fassung der  Spiegelung  hier  zu  der- 
jenigen Operation  zurück,  welche  wir 
pg.  80  u.  f.  als  „Transformation  durch 

reciproke  Badien''  oder  „Inversion"  oder  „Spiegelung"  an  einem  Kreise 

bereits  ausführlich  besprachen. 

Endlich  drittens  machen  wir  von  dem   schon  oben  (pg.  407)  be- 
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nutzten  Umstände  Gebrauch,  dass  die  drei  durch  0,  1,  oo  abgeteilten 
Strecken  der  reellen  ^-Axe  mit  einander  coordiniert  sind.  Es  werden 
also  die  hier  für  die  eine  dieser  drei  Strecken  gemachten  Ausführungen 
ohne  weiteres  in  entsprechender  Art  von  den  beiden  anderen  gelten. 

Wir  sind  solchergestalt  zu  einem  fundamentalen  Satze  gelangt, 
der  bezeichnet  wird  als 

Princip  der  Symmetrie:  Hat  man  durch  irgend  eine  iq- Function 
aus  dem  System  der  oo^  zusammengeli'örigen  Functionen  eine  der  leiden 
z-Salhebenen  auf  ein  Kreishogendreieck  ahgebildet  und  nimmt  die  ana- 
lytische Fortsetzung  dieser  Function  über  eine  der  drei  durch  0,  1,  oo 
abgeteilten  StrecJcen  der  reellen  s-Axe  in  die  andere  Halhebene  vor,  so 
Ulden  die  dabei  zu  erreichenden  Functionswerte  die  letztere  Halbebene 
auf  ein  Kreisbogendreieck  ab,  ivelches  aus  jenem  ersteren  durch  Inversion 
an  der  zur  überschrittenen  Strecke  gehörenden  Seite  hervorgeht.  — 

Höchst  interessante  Aufklärungen  liefert  das  Princip  der  Sym- 
metrie betreffs  der  Vieldeutigkeit  unserer  einzelnen  Function  i?(^).  Wir 
wissen  (pg.  399),  dass  jeder  Zweig  r}\z)  dieser  vieldeutigen  Function 
in  einem  ersten  'r}{z)  sich  so  darstellt: 

'?  ^^^  ~~  criiz)-\-d' 

Die  verschiedenen  Zweige  werden  hiernach  die  einzelne  0- Halbebene 
auf  lauter  kreisverwandte  Kreisbogendreiecke  abbilden.  Wie  sind  alle 
diese  Kreisbogendreiecke  in  der  '»? -Ebene  gelegen,  und  wie  hängen 
dieselben  mit  einander  zusammen? 

Wir  wenden  uns  zunächst  erst  wieder  zu  der  particulären  iy -Func- 
tion, welche  durch  (1)  pg.  404  resp.  (5)  pg.  408  gegeben  ist,  je  nach- 
dem l  endlich  oder  unendlich  gross  ist.  Bei  einem  einmaligen  Um- 
laufe um  den  Verzweigungspunkt  z  =  0  gelangen  wir  zu  einem  neuen 
Zweige  rj',  welcher  mit  dem  ersten  durch  die  Relation: 

2  «TT 

fj'  =  e  '  'T]    bez.    ri'  =  iq  -\-  '^  1 7C 

zusammenhängt.  Im  ersteren  Falle  gelangen  wir  nach  ?- maligem  Um- 
laufe   zu    dem    ersten    Zweige   ^    zurück    und    finden    solcherweise   die 

2/«  ^2£rt  2^ 

l  Zweige  ^,  e"^i?,  e'  ^r";«^'"^^  '  ^  mit  einander  im  Zusammenhang. 
Im  letzteren  Falle  führt  kein  endlichmaliger  Umlauf  um  ^  =  0  im 
positiven  oder  negativen  Sinne  zum  Ausgangszweige  ^  zurück;  vielmehr 
erscheinen  jetzt  an  der  betrachteten  Stelle  die  unendlich  vielen  Zweige 
...^  ^_6i;r,  ri  —  4.i^,  rj  —  2in,  rj,  ri-\-2i^,  ri-\-4i7t,  ij -f  6i;r,  ••  • 
als  mit  einander  zusammenhängend. 


Fig.  9G. 
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Diese  Verhältnisse  nehmen  nun  auf  Grund  des  Symmetrieprincips 
und  dank  dem  Umstände,  dass  wir  l  mit  einem  Stammbruche  —  gleich 
nahmen,  eine  äusserst  anschauliche  geometrische  Gestalt  an.     Spiegeln 

wir  die  Dreiecke  der  Figur  93 
immer  wieder  an  ihren  von  7^  =  0 
ausziehenden  geradlinigen  Seiten, 
so  gelangen  wir  zu  dem  in 
Figur  96  dargestellten  Cyclus  von 
21  Dreiecken.  Je  zwei  neben  ein- 
ander liegende  Dreiecke  dieses 
Cyclus  liefern  ein  volles  Abbild 
der  ^-Ebene,  wobei  das  schraf- 
fierte Dreieck  der  positiven  Halb- 
ebene entspricht.  Dass  sich  der 
Process  der  Reproduction  der 
Dreiecke  um  i^  =  0  herum  von 
selber  nach  21  Schritten  schliesst, 
ist  gerade  die  geometrische  Fassung  des  Satzes,  dass  man  nach 
^  maligem   Umlaufe  um  z  =  0  zum   Ausgangszweige  ri   zurückgeführt 

wird.  Im  Falle  l  =  00  gelangen  wir  zu 
Figur  97,  die  man  sich  sowohl  nach  links, 
wie  nach  oben  und  unten  unendlich  fortge- 
setzt zu  denken  hat.  Den  unendlich  vielen 
nunmehr  bei  ^  =  0  zusammenhängenden 
Zweigen  entsprechen  jetzt  Abbilder  der 
^-Ebene,  welche  sich  als  Parallelstreifen  in 
der  durch  die  Figur  gekennzeichneten  Art 
neben  einander  reihen. 

Wir  gelangen  jetzt  wieder  zur  allge- 
meinen Auffassung,  indem  wir  die  erhaltenen 
Figuren  einer  beliebigen  Transformation  der 
Kreisverwandtschaft  unterwerfen  und  uns  über- 
dies erinnern,  dass  sich  die  hier  für  einen  bei  0  =  0  gelegenen  Ver- 
zweigungspunkt gewonnenen  Ergebnisse  ohne  weiteres  auf  die  bei 
0  =  1   und  0  =  00   gelegenen  Verzweigungsstellen  übertragen. 

Ehe  wir  zu  den  kreisverwandten  Figuren  übergehen,  machen  wir 
noch  auf  den  in  Figur  96  stark  ausgezogenen  sogenannten  „Orthogonal- 
h-eis"  der  Figur  aufmerksam.  Derselbe  steht  auf  den  drei  Seiten  unseres 
ersten  Kreisbogendreiecks  zugleich  senkrecht.  Man  merke  den  wich- 
tigen   Satz   an:     Irgend   ein  Kreisboyendreicck   mit  einer    WinMsumme 


Fig.  97. 


Reproduction  der  Dreiecke  durch  Inversion. 
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<:3t  hat  stets  einen  eindeutig  hestimmten  Orthogonalh-eis.  Sind  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  gerade,  so  wird  die  dritte  dem  Innern  des  Dreiecks 
ihre  convexe  Seite  zukehren,  da  die  Winkelsumme  den  Betrag  n  nicht 
erreicht.  In  diesem  Falle  ist  der  Satz  aus  der  Anschauung  direct 
evident.  Infolge  des  Charakters  der  Kreisverwandtschaft  gilt  er  dann 
aber  gleich  allgemein.  Es  ist  nun  sehr  bemerkenswert,  dass  hei 
Spiegelung  eines  Kreisbogendreiecks  an  einer  seiner  Seiten  der  zugehörige 
Orthogonalkreis  in  sich  seihst  ühergeht.  Dies  ist  in  Figur  96  bei  Spiege- 
lung an  einer  geradlinigen  Seite  direct  ersichtlich,  gilt  aber  damit 
gleich  wieder  allgemein.  Übrigens  wird  man  auf  Figur  97  alle  diese 
Aussagen  ohne  weiteres  übertragen;  der  Orthogonalkreis  fällt  hier  im 
besonderen  geradlinig  aus. 

Im  Anschluss   an   die  Figuren  98   und  99   sprechen  wir  demnach 
jetzt  sogleich   folgenden    Satz    aus:      Hat  man   durch   einen   einzelnen 


Fig.  98. 


Fig.  99. 


Zweig  irgend  einer  particulären  rj- Function  eine  der  s-Halhehenen  auf 
ein  Kreishogendreieck  der  Winkel  y,  ^.  f"  abgebildet  und  führt  man 
von  hieraus  Umläufe  um  eine  der  Verziveigungsstellen  0,  1  oder  oo  aus, 
so  werden  die  sich  anreihenden  Zweige  entweder  nach  Art  von  Figur  98 
einen  sich  von  seihst  schliessenden  im  Innern  des  Orthogonalkreises  ge- 
legenen Cyelus  von  21  hez.  2  m  oder  2n  Dreiecken  liefern,  oder  wir  hahen 
nach  Art  von  Figur  99  eine  heiderseits  unbegrenzte  Kette  von  Breiecken, 
die  mit  einer  gemeinsamen  Spitze  an  den  Orthogonalkreis  heranragen. 

Wir  haben  nun  insoweit  Einblick  in  die  hier  vorliegenden  Ver- 
hältnisse gewonnen,  dass  wir  die  analytische  Fortsetzung  der  einzelnen 
Function  ri{z)  in  der  ^-Ebene  einfach  durch  die  nach  dem  Princip  der 
Symmetrie  zu  vollziehende  Vervielfältigung  eines  ersten  Dreiecks  in 
der  7j-Ebene  ersetzen.     Das  hierbei  entspringende  Netz  von  Kreisbogen- 
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dreiecken  versinnlicht  für  den  Fall  1  =  2,  ni  =  4,  n  =  8  Figur  100 
und  fürl  =  2,  m  =  ^,  n  =  <x>  Figur  101  pg.  417.  Um  die  Ecken  herum 
schliesst  sich  der  Reproductionsprocess  immer  wieder  glatt  ab.  Das 
Dreiecknetz  wächst  hierbei  fort  und  fort,  ohne  dass  eine  Lücke  im 
Innern  Ueiht,  aber  auch  ohne  dass  irgend  zwei  Breiecke  hierbei  collidieren 
könnten.  Wie  wir  sahen,  kann  kein  Breieck  über  den  Orthogonalkreis 
herausragen;  aber  zugleich  zeigt  eine  etwas  tiefer  gehende  Betrachtung 


Fig.  100. 

dass  schliesslich  das  ganze  Innere  des  Orthogonalkreises  vollständig  und 
überall  einfach  mit  Breiecken  bedeckt  erscheint,  welche  gegen  jede  Stelle 
des  Orthogonalkreises  hin  unendlich  klein  werden. 

Die  wunderbaren  so  erhaltenen  Figuren  werden  zur  Quelle  höchst 
wichtiger  weiterer  Folgerungen  über  die  Natur  unserer  Functionen  rj{z). 
Wir  greifen  vor  allem  nochmals  auf  die  unendlich  vielblättrige  Fläche 
von  pg.  402  u.  f.  zurück,  in  welcher  'rj  eindeutig  war.  Wir  erkennen  in 
unserem  das  Innere  des  Orthogonalkreises  gerade  einfach  und  vollständig 
bedeckenden  Breiecknetze  nunmehr  das  conforme  Abbild  jener  unendlich- 
blättrigen  Fläche.  Jedes  schraffierte  Dreieck  des  Netzes  entspricht 
dabei  einem  positiven  ^-Halbblatte,  jedes  freie  einem  negativen.  Die 
einfache  Bedeckung  des  Orthogonalkreisinnern  und   das  Verhalten  des 


Netze  von  Kreisbogendreiecken. 
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Netzes  an  seinem  Rande  aber  liefern  den  Fundamentalsatz:  Die  zu 
rj{z)  inverse  Function  0(rf)  hesitzt  als  Definitionshereich  (cf.  pg.  136)  das 
Innere  des  OrthogonalJcreises  und  ist  im  Innern  dieses  Bereiches  eine  „ein- 
deutige" Function;  jeder  Tunkt  des  Orthogonalkreises  selber  hat  den 
Charakter  einer  wesentlich  singulären  Stelle  von  z  (tj),  so  dass  dieser  Kreis 
eine  „natürliche  Grenze"  unserer  Function  vorstellt  (cf.  pg.  136  und  140). 
In  der  That  finden   sich  ja  in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  eines 


Fig.  101. 


Punktes  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises  unendlich  viele  Dreiecke 
des  Netzes,  so  dass  z{r})  in  dieser  Umgebung  noch  jedem  willkürlich 
vorgeschriebenen  complexen  Werte  unendlich  oft  beliebig  nahe  kommt 
(cf.  pg.  149).  — 

Als  Beispiel  betrachten  wir  diejenige  besondere  Function  7]{z), 
welche  durch  den  Periodenquotienten  o  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  in  Abhängigkeit  vom  Integralmodul  k^  geliefert  wurde.  Am 
Schlüsse  von  §  18  pg.  410  bemerkten  wir  bereits,  dass  die  einzelne 
Halbebene  von  z^=k^  durch  (o(k^)  auf  ein  Kreisbogendreieck  mit  drei 
Winkeln  0  abgebildet  werde.  Es  entspringt  aus  (6)  und  (8)  pg.  394 
für  G)  (k^)  die  Darstellung: 

Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  27 
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(3) 


4i 


=  ^log2-:^log(F) 


^.(44^^") 


wobei    die    Reihe   F^  (— ,  —  •,  fe^j  durch  Formel  (5)  pg.  387  gegeben  ist. 

Man  liest  hieraus  leicht  ab,  dass  die  Strecke  von  ä;^  =  0  bis  h^  =  1 
der  reellen  Axe  von  P  sich  auf  die  rein  imaginäre  oj-Axe  von  -\-ioo 
beginnend  abbildet.  Das  Abbild  dieser  Strecke  der  reellen  Ä;^-Axe 
reicht  aber  bis  h^  ==  0.     Aus  (9)  pg.  235  folgt  nämlich : 

(4)  4/1 p  .,,  (1  -  g)  (1  -  g^)  (1  -  g*^)  •  ■  • 

^  (l  +  g)(l  +  g^)(l  +  g^)--- 

als  eine  für  alle  q  mit  |  g  |  <  1  gültige  Gleichung.  Durchlaufen  wir 
jetzt  die  imaginäre  o-Axe  von  -{-  ioo  bis  0,  so  wächst  q  als  reelle 
positive  Grösse  von  0  bis  1,  und  also  wird  zufolge  (4)  der  Wert  k^ 
gleichfalls  von  0  bis  1  wachsen.  Man  führe  nun  einen  einfachen  Um- 
lauf um  den  Verzweigungspunkt  h^  =  0  aus  und  wird  aus  (3)  finden, 
dass  wir  hierbei  von  coijc^)  zum  Zweige  co'  =  co  -{-  2  geführt  werden. 
Indem  wir  diese  Ergebnisse  zusammenfassen,  gelangen  wir  zu 
einem  der  Figur  97  pg.  414  entsprechenden  Abbilde  der  Ebene  von  k^. 
Die  Breite  eines  aus  zwei  Dreiecken  bestehenden  Streifens  ist  nach 
dem,  was  wir  soeben  fanden,  gleich  2  und  also  die  Breite  des  einzelnen 
Dreiecks  gleich  1.  Merken  wir  demnach  den  Satz  an:  Der  durch 
Formel  (3)  gegebene  erste  Zweig  der  unendlich  vieldeutigen  Function 
CO  (k^)  bildet  die  positive  k^-Halbebene  auf  ein  Breieck  der  Eckpunkte 
(0  =  -\-  ioo,  0   und  1   ab;  der  zugehörige   Orthogonalkreis  ist  die  reelle 

o-Axe.  Von  hieraus  liefert 
nun  das  Symmetrieprincip  die 
in  Figur  102  skizzierte  Ein- 
teilung der  positiven  cj- Halb- 
ebene in  ein  Netz  von  Kreis- 
bogendreiecken ,  von  denen 
jedes  einzelne  ein  Abbild  einer 
Halbebene  von  k^  ist.  Umge- 
kehrt wird  k^(G))  eine  ein- 
deutige Function  von  gj,  deren 
Definitionsbereich  die  gesamte  positive  Halbebene  von  a  ist,  und  für  welche 
die  reelle  co-Äxe  eine  natürliche  Grenze  ist.  Diesem  Ergebnis  entspricht 
es,  dass  wir  allererst  bei  der  Einführung  der  Perioden  co^,  «2  (cf.  pg.  176) 
die  Festsetzung  treffen  mussten,  dass  der  Quotient  co  eine  complexe 
Zahl  mit  positivem  imaginären  Bestandteile  sein  sollte. 

Die  grosse  Bedeutung,  welche  die  hier  gewonnenen  Dreiecksnetze 


Fig,  102. 


Abbildung  des  Moduls  k^  durch  den  Periodenquotienten.  419 

für  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  und  der  allgemeinen 
automorphen  Functionen  besitzen,  kann  hier  leider  nicht  näher  er- 
örtert werden.  Man  findet  alles  Weitere  in  den  pg.  172  genannten  Vor- 
lesungen über  die  fraglichen  Functionen. 

Endlich  soll  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Erste,  der  zur  Be- 
trachtung unserer  Dreiecknetze  hingeführt  wurde,  Gauss  gewesen  ist. 
Derselbe  erkannte  zunächst  die  Bedeutung  des  hier  in  Figur  102  ge- 
zeichneten Netzes  für  die  zwischen  dem  Periodenquotienten  co  und  dem 
Modul  h^  bestehende  Abhängigkeit.  Es  ist  aber  unzweifelhaft,  dass 
Gauss  die  Natur  der  Dreiecknetze  von  diesem  ersten  Beispiel  aus  sehr 
allgemein  erkannt  hat.  So  hat  sich  z.  B.  im  Nachlasse  auch  eine 
Zeichnung  gefunden,  welche  mit  dem  hier  unter  Figur  100  dar- 
gestellten Netze  nahe  verwandt  ist;  und  verschiedene  Notizen  weisen 
auf  einen  vielseitigen  Gebrauch  hin,  den  Gauss  von  diesen  Figuren  ge- 
macht hat*).  Auch  Riemann  wurde  bei  verschiedenen  Gelegenheiten 
in  Abhandlungen  und  Vorlesungen**)  zum  Symmetrieprincip  und  den 
besprochenen  Dreiecknetzen  hingeführt,  für  deren  functionentheoretische 
Bedeutungen  in  seinen  Schöpfungen  fast  alle  grundlegenden  Gesichts- 
punkte enthalten  sind.  Mit  grösserer  Ausführlichkeit  und  im  Zusammen- 
hange aber  finden  sich  diese  Gegenstände  erst  in  der  schon  genannten 
Abhandlung  von  Schwarz  untersucht. 

§  20.    Angaben   über  irreguläre  Punkte  von  Differentialgleichungen 
mit  wesentlich  singulärem  Charakter  der  L(ß  —  ^q). 

Nach  den  vorstehenden  Ausführungen  über  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung  kehren  wir  nochmals  zu  den  allgemeinen  Erörte- 
rungen von  §  8  ff.  (pg.  364  ff.)  zurück.  Wir  hatten  dort  für  die  Ent- 
wicklung der  n  Integrale  eines  Fundamentalsystems  im  Bereiche  eines 
damals  um  einen  Punkt  0q  herumgelegten  Kreisringes  den  Ansatz  (4) 
pg.  365  bez.  (5)  pg.  367  gewonnen,  wo  die  Z(^  — ^o)  Laurent'sche 
Reihen  waren,  die  im  fraglichen  ringförmigen  Bereiche  convergent  waren. 

Umschliesst  der  Kreisring  nur  einen  einzigen  irregulären  Punkt  Zq, 
und  ist  die  zu  demselben  gehörende  determinierende  Gleichung  vom 
w*^°  Grade,  so  ist  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichung 
für  die  Umgebung  von  ^q  nach  den  Entwicklungen  von  pg.  370  ff. 
durchführbar.  Ist  der  Grad  der  determinierenden  Gleichung  <  n,  oder 
liegen  in  dem  vom  Kreisring  umschlossenen  Bereiche  mehrere,  ja  viel- 
leicht unendlich  viele  irreguläre  Punkte  irgend  welcher  Art,  so  bleiben 

*)  Man  vergl.  Gauss'  Werke  Bd.  8  pg.  104  u.  f. 

**)  Siehe  z.  B.  die  historischen  Angaben  F.  Klein's  in  den  Göttinger  Nach- 
richten von  1897  pg.  189. 

27* 


420  VI.   Lineare  Diflferentialgleichungen  mit  zwei  Variabelen. 

zunächst  nur  die  Ansätze  von  §  8  (pg.  364)  bestehen.  Die  hierbei 
auftretenden  Exponenten  q  waren  nur  erst  bis  auf  additive  ganze 
Zahlen  bestimmt,  und  vor  allem  sind  sie  zunächst  unbekannt;  denn 
ihre  Berechnung  nach  pg.  356  und  365  erfordert  bereits  die  Kenntnis 
eines  Fundamentalsystems.  Ebenso  sind  die  Coefficienten  in  den 
Laurent'schen  Entwicklungen  L(2  —  Zq)  unbekannt. 

Es  existiert  nun  eine  sehr  interessante  Methode  zur  Berechnung 
der  Exponenten  q  und  der  zuletzt  genannten  Entwicklungscoefficienten. 
Einige  Angaben  über  diese  Methode  werden  hier  am  Platze  sein; 
wegen  der  weiteren  Ausführungen  soll  aber  auf  die  Originalarbeiten 
verwiesen  werden. 

Die  Differentialgleichung  können  wir  leicht  (cf.  pg.  355)  auf  die 
Gestalt  bringen: 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Pi(^)  im  zu  Grunde  liegenden  ringförmigen 
Bereiche  eindeutig  und  überall  regulär  sind;  es  wird  alsdann  Pki/) 
daselbst  in  die  convergente  Laurent'sche  Reihe: 

(2)  F,{,)  =  ■ . ■ +Är' +i.« r'  +pf  +ffi+pVi'  +  ■■■ 

entwickelbar  sein,  wo  wie  oben  {z  —  z,^  abgekürzt  durch  t,  bezeichnet 
ist.  Es  existiert  alsdann  jedenfalls  ein  Integral  Z,  welches  durch  die 
im  Kreisring  gleichfalls  convergente  Reihe: 

(3)  Z=  .  •  •  +  a_2e^-2+  a-ie^-^  +  0^0^^+  «i^^+'+  «2^^+'+  •  '  • 
darstellbar  ist. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen 
die  Reihe  (3),  in  die  Differentialgleichung  eingetragen,  derselben  Ge- 
nüge leistet.  In  üblicher  Weise  wird  man  jedes  Glied  auf  der  linken 
Seite  von  (1)  vermöge  der  Ansätze  (2)  und  (3)  ausdrücken  und  daraufhin 
die  ganze  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  nach  Potenzen  von  t,  anordnen. 
Der  Coefficient  der  einzelnen  Potenz  ^?+"2— »  nimmt  dabei  selbst  die 
Gestalt  einer  unendlichen  Reihe  an;  und  indem  wir  dieselbe,  um  der 
Differentialgleichung  zu  genügen,  gleich  null  setzen,  gelangen  wir  für 
m  =  •  •  • ,  —  2,  —  1,  0,  1,  2,  •  •  •  zu  den  unendlich  vielen  Relationen: 

am{Q  +  m)  (^  +  m  —  1)  •  •  (^  +  w  —  w  +  1) 

+«> 

+  >"«.[(?  +  f.)  (^  +  i^  -  1)  •  .  ((,  +  ^  -  >^  +  ?>)p'^_^_, 

(4)  ^^0. 

+  (?  +  ^)  (?  +  ^  -  1)  •  •  (?  +  f^  -  ^^  +  4)i>i'L^_3  +  •  • 

+  (?  +  ^)i>L"r^L,+i  +i^Ll,._j  =  0, 
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durch    welche    q    und    die    a   an    die    bekannten    Coefficienten  p    ge- 
bunden sind. 

Die  einzelne  unserer  so  erhaltenen  Gleichungen  ist  in  den 
..  .,  a_2,  a-i,  «0,  «1;  «2,  •  •  •  linear  und  homogen.  Dabei  ist  der  Coef- 
ficient  von  a^: 

derselbe  stellt  also  in  q  eine  rationale  ganze  Function  w*-  Grades  dar. 
Der  Coefficient  von  a^  für  ^^m  aber  ist: 

I  (^  _i_  ^)  (p  +  ^  —  1)  ■ .  (()  +  ft  —  M  +  3)  i);'L,_2 

+  (()  +  ^)  •  •  (? + f^  —  ^  +  4)i);f/_„_3  H — hi>l?_,,_„ 

und  steigt  somit  in  q  nur  auf  den  Grad  (n  —  2)  an.  Wir  wollen  die 
Gleichung  (4)  zur  Vereinfachung  durch  den  eben  angegebenen  Coeffi- 
cienten von  a^  teilen  und  bezeichnen  in  der  neuen  Gleichung  den 
Coefficienten  von  a^  durch  Ä^^\q).  Wir  haben  alsdann  in  den  .4^"^  (9) 
lauter  rationale  Functionen  w*«'^  Grades  von  q,  für  welche  man  sofort 
die  Relation  zeigt: 

(5)  <'(e+i)  =  <+^"(9)- 

Die   Gleichungen  (4)  nehmen  jetzt  die  einfache  Gestalt  an: 

* y 

(6)  {  ...+^V-2+^-\^-i+«o+4%+4%+---=0' 
•  • + ^!1>_2 + ^->-x + ^0'% + «1 + 4'^«2 + •  •  • = 0 , 

Es  war  ein  sehr  interessanter  Gedanke  des  amerikanischen  Astro- 
nomen Hill,  auf  die  Auflösung  eines  solchen  Gleichungssystems  nach 
den  unendlich  vielen  Unbekannten  a  die  Sätze  der  auf  endlich  viele 
Gleichungen  und  Unbekannte  bezogenen  Determinantentheorie  zu  über- 
tragen*). Hill  wurde  zu  diesen  Untersuchungen  von  Seiten  der  Störungs- 
theorie   geführt,    wo    gewisse  Differentialgleichungen   zweiter   Ordnung 

*)  Man  seile  die  Abhandlung  „On  the  paH  of  the  motion  of  the  lunar  perigee, 
wMch  is  a  function  of  the  viean  motions  of  the  sun  and  moon"  Cambridge  (U.  S.) 
1877,  wieder  abgedruckt  in  Bd.  8  der  Acta  mathem.  (1886). 
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unserer  Art  grundlegend  sind*).     Es  wird  vor  allem    die  Frage    sein, 
was  wir  unter  der  „unendlichen  Determinante": 


(7)  a{Q)= 


unseres  Gleichungssystems  (6)  verstehen  wollen.  Kürzen  wir  zu  diesem 
Zwecke  den  Ansatz  (7)  auf  die  (2v  -\-  l)-gliedrige  gewöhnliche  Deter- 
minante: 


•■  ■A'llKo),     1,     A'-'\s), 

A-%), 

4""(p),--- 

••■,^™,(p).^-\(p).      1. 

äT(9), 

4°'W  ,■■ 

•••,A(p),  Ä'ÜM.^fiv), 

1, 

4"(9)  ,■■• 

(8) 


Sl^  = 


1, 


Ä, 


(-V) 


Ä 


(-0) 


r(0) 


1(0) 


((0) 


-r? 


■r+1' 


|M 


\{v) 


1 


SO  werden  wir  unter  5i  den  Grenzwert  von  ß^  für  lim.  v  =  oo  verstehen, 
wenn  anders  bei  diesem  Grenzübergange  eine  endliche  und  bestimmte 
Grenze  Sl  herauskommt.  Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Determinante 
(7)  convergiere;  und  man  hat  übrigens  dank  dem  Umstände,  dass  die 
Diagonalglieder  in  (7)  alle  gleich  1  sind,  die  einfache  Convergenz- 
bedingung,  dass  die  unendliche  Reihe  aller  nicht  in  der  Diagonale 
stehenden  Glieder  Js     unbedingt  convergent  sein  muss. 

In  unserem  Falle  ist  diese  Convergenzbedingung  thatsächlich  er- 
füllt. Ja  noch  mehr,  es  stellt  SI{q)  eine  „analytische  Function"  von  q 
dar,  welche  der  Belation  (5)  entsprechend  die  Periode  1  hesitzt  Grenzt 
man  in  der  Ebene  der  complexen  Variabelen  q  in  der  Richtung  der 
imaginären  Axe  Parallelstreifen  von  der  Breite  1  ein  (jener  Periode  1 
entsprechend),  so  lässt  sich  überdies  zeigen,  dass  die  Function  ß(p) 
in  jedem  Streifen  n  Pole  aufweist,  welche  man  durch  Nullsetzen  der 
oben  namhaft  gemachten  Coefficienten  von  am  in  den  Gleichungen  (4) 
zu  bestimmen  hat.  In  der  That  werden  ja  für  das  einzelne  solche  q 
immer  die  Glieder  einer  Horizontalreihe  in  (7),  abgesehen  vom  Diagonal- 

*)  Vergl.  die  äusserst  inhaltreiche  Abhandlung  von  H.  Burkhardt  „Über 
einige  mathematische  Resultate  neuerer  astronomischer  Untersuchungen,  insbesondere 
über  irreguläre  Integrale  linearer  Differentialgleichungen"  in  den  „Mathematical 
papers  read  at  the  international  mathematical  congress  in  Chicago  1893"  (New 
York^  bei  Mac  Millan  &  Co.,  1896). 
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gliede  1  unendlich.  Es  gilt  endlich  der  Satz,  dass  SI{q)  in  dem 
einzelnen  der  genannten  Streifen  n  Nullstellen  hat. 

Man  hat  den  einfachsten  Fall,  wenn  diese  Pole  und  Nullpunkte 
sämtlich  getrennt  liegen.  Alsdann  werden  wir  auf  den  Ansatz  (4) 
pg.  3G5  zurückgeführt  und  wollen  unter  Qi,  Q^^  "  7  P«  etwa  die  Nullstellen 
verstehen,  deren  reelle  Bestandteile  nicht  negativ  und  <  1  sind.  Nach 
Eintragen  des  einzelnen  dieser  Werte  q  in  (7)  finden  wir  dann  ein 
zugehöriges  System  nicht  durchgängig  verschwindender  Lösungen 
•  • ,  a_2,  d—if  tto,  tti,  02,  •  •  •  von  (6),  indem  wir  die  bezüglichen  Regeln 
der  gewöhnlichen  Determinantentheorie  auf  die  unendliche  Determinante 
(7)  übertragen. 

Man  findet  eine  erschöpfende  Behandlung  dieser  wichtigen  Ent- 
wicklungen in  zwei  Abhandlungen  von  H.  von  Koch*),  deren  erste 
mit  der  Untersuchung  des  eben  erwähnten  einfachen  Falles  abschliesst, 
während  in  der  zweiten  der  allgemeinste  Fall  eines  mit  Logarithmen 
behafteten  Fundamentalsystems  (cf.  (5)  pg.  367)  seine  Erledigung  findet. 
Bereits  1886  hatte  Poincare  übrigens  den  bei  Hill  vorliegenden 
Specialfall  einer  genaueren  Prüfung  und  Rechtfertigung  unterzogen**). 

Während  die  soeben  skizzierte  Methode  im  unmittelbaren  An- 
schlüsse an  die  allgemeinen  Ansätze  von  §  8  pg.  364  ff.  eine  directe  und 
in  praxi  brauchbare  Regel  zur  angenäherten  Berechnung  der  Integrale 
im  Kreisring  enthält,  liegen  weitere  von  jenen  allgemeinen  Ansätzen 
mehr  oder  minder  abweichende  Untersuchungen  über  Darstellungs- 
formen der  Integrale  in  der  Nähe  irregulärer  Punkte  vor,  welche  die 
Fuchs'schen  Methoden  von  pg.  370  ff.  im  Falle  ihrer  Nichtanwendbar- 
keit  ersetzen  sollen.  In  dieser  Hinsicht  haben  gewisse  von  Thome***) 
eingeführte  sogenannte  „Normalreihen"  ein  besonderes  Interesse  erregt, 
namentlich  wegen  der  Aufklärungen,  welche  Poincare f)  über  diese 
Reihen  und  ihre  Brauchbarkeit  zur  Darstellung  von  Integralen  ge- 
geben hat. 

Wir  legen  einen  einzelnen  irregulären  Punkt,  der  sich  nach  §  11 
nicht  erledigen  lässt,  nach  s  =  oo   und  nehmen  an,  dass   die   Coeffi- 

*)  „Sur  une  application  des  determinants  infinis  ä  la  theorie  des  equations 
differentielles  lineaires",  Acta  mathemat.  Bd.  15  (1891)  und  „Sur  les  determinants 
infinis  et  les  equations  differentielles  lineaires",  Acta  mathenaat.  Bd.  16  (1892). 

**)  „Sur  les  determinants  d'ordre  infini",  Bulletin  de  la  soc.  mathem.  de  France 
Bd.  14  (1886). 

***)  Man  vergl.  unter  den  zahlreichen  Abhandlungen  Thome' s  „Zur  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen"  in  den  Bänden  74  flf.  des  Journals  für  Mathem. 
namentlich  diejenige  in  Bd.  95  pg.  44  fF.  (1883). 

t)  „Sur  les  integrales  irregulieres  des  equations  lineaires",  Acta  Mathem. 
Bd.  8  (1886). 
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cienten  JPk{^)  der  Differentialgleichung  ganze  rationale  Functionen  in  z 
seien.  Alsdann  zeigt  Thome,  dass  man  die  Differentialgleichung  unter 
gewissen  Voraussetzungen  durch  n  Reihen  von  der  Gestalt: 

(9)  ,.(.),.(a^4.^  +  |^  +  J.  +...) 

„formal"  befriedigen  kann,  wo  bei  der  einzelnen  solchen  „Normalreihe" 
6  ein  constanter  Exponent  und  G{z)  eine  rationale  ganze  Function 
von  z  ist.  Aber  diese  Reihen  erwiesen  sich  im  allgemeinen  als  diver- 
gent, und  damit  drohte  zunächst  die  Brauchbarkeit  des  analytischen 
Ansatzes  (9)  verloren  zu  gehen.  Jedoch  erkannte  Poincare,  dass  man 
es  hier  mit  „semiconvergenten"  Beihen  zu  thun  hat,  welche,  sofern  man 
z  in  bestimmter  Richtung  ins  Unendliche  führt,  zur  „asymptotischen" 
Darstellung  der  Integrale  unserer  Differentialgleichung  geeignet  sind. 
Es  muss  genügen,  auf  diese  Entwicklungen  hier  kurz  hingewiesen 
zu  haben.  Man  wird  zur  Kenntnisnahme  derselben  neben  den  ge- 
nannten Originalarbeiten  von  Thome  und  Poincare  namentlich  auch 
die  Darstellung,  welche  Picard  von  diesen  Gegenständen  gegeben  hat, 
mit  Vorteil  benutzen*).  Allgemein  verweisen  wir  wegen  dieser  und 
sonstiger  Integrationsmethoden  auf  das  pg.  339  genannte  Handbuch 
Schlesinger's**);  einen  kurzen  aber  sehr  brauchbaren  Überblick  giebt 
Burkhardt  in  seiner  pg.  422  genannten  Abhandlung. 


*)  Traite  d'analyse,  t.  III  pg.  372  ff.  (Paris,  1896). 
**)  Bd.  1,  sechster  Abschnitt  pg.  272  ff. 


Siebentes  Kapitel. 
Differentialgleicliungen  erster  Ordnung  mit  mehreren  Variabelen. 

Ist  die  Anzahl  der  Variabelen  in  einer  Differentialgleichung  oder 
in  einem  Systeme  von  Differentialgleichungen  grösser  als  zwei,  so  hat 
man  eine  Reihe  verschiedener  Möglichkeiten  zu  unterscheiden,  je  nach 
der  Anzahl  der  Variabelen,  vrelche  als  unabhängig  gelten.  Hat  man 
z.  B.  nur  eine  unabhängige  und  n  abhängige  Variabele  und  liegt  zur 
Bestimmung  der  letzteren  ein  System  von  n  Gleichungen  vor,  in  denen 
neben  den  (n  -\-  1)  Variabelen  auch  noch  die  Differentialquotienten 
erster  Ordnung  der  n  abhängigen  Variabelen  in  Bezug  auf  die  unab- 
hängige vorkommen,  so  sprechen  wir  von  einem  „System  simultaner 
getvöhnlicJier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung".  Oder  liegen  z.  B. 
n  unabhängige  Variabele  und  eine  einzige  abhängige  vor  und  hat  man 
zur  Bestimmung  der  letzteren  eine  Gleichung,  in  der  neben  den  (w  + 1) 
Variabelen  noch  die  partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung 
der  abhängigen  Variabelen  in  Bezug  auf  die  unabhängigen  enthalten 
sind,  so  spricht  man  von  einer  „partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung". 

Im  ersten  und  zweiten  Kapitel  haben  wir  bereits  verschiedene 
partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  kennen  gelernt,  welche 
durch  Fourier'sche  Reihen  bez.  durch  Reihen,  die  nach  Kugelfunctionen 
fortschreiten,  integrabel  waren.  Die  nachfolgenden  Entwicklungen  gelten 
der  systematischen  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  äusserst  vielseitig  entwickelt  ist  und  durch  ihre  Beziehungen 
zur  Geometrie  und  Dynamik  grosses  Interesse  darbietet. 

Der  Erste,  der  über  die  verschiedenen  Arten  von  Integralen  einer 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  grundlegende  Theoreme 
aufgestellt  hat,  ist  Lagrange*)  gewesen.    Seine  Hauptleistung  ist  die 

*)  „Sur  Integration  des  equatiom  ä  differences  partielles  du  premier  ordre", 
Abhandl.  der  Berliner  Akad.  von  1772;  „Methode  generale  pour  integrer  les  equa- 
tions  aux  differences  partielles  du  premier  ordre,  lorsque  ces  differences  ne  sont  que 
lineaires",  Abhandl.  der  Berliner  Akad.  von  1785. 
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Zurückführung  der  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit 
drei  Variabelen  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
und  die  Durchführung  der  gleichen  Reduction  bei  beliebig  vielen 
Variabelen,  falls  die  partiellen  Ableitungen  der  gesuchten  Function 
nur  linear  in  der  Gleichung  enthalten  sind.  Monge  hat  durch  geo- 
metrische Deutung  der  auf  drei  Variabele  bezogenen  Lagrange'schen 
Entwicklungen  und  durch  Ausbildung  des  Begriffs  „Charakteristik" 
nicht  nur  das  Verständnis  der  Untersuchung  von  Lagrange  befördert, 
sondern  zugleich  durch  Aufnahme  der  geometrischen  Denkweise  eines 
der  allerwertvollsten  Hülfsmittel  für  die  Ausbildung  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  geschaffen*). 

Den  nächsten  Fortschritt  bedeutet  die  1814  erschienene  Arbeit 
von  Pf  äff  „Methodus  generalis  aequationes  differentiarum  partialium  nee 
non  aequationes  differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quot- 
cunque  variabiles  complete  integrandi"  **).  Hier  wird  die  Lösung  jeder 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  beliebig  vielen  un- 
abhängigen Variabelen  auf  die  Integration  einer  Reihe  von  Systemen 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  reduciert. 

Fünf  Jahre  nach  dem  Erscheinen  der  Pfaff'schen  Arbeit  beginnt 
Cauchy  erfolgreich  in  die  Entwicklung  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen einzugreifen.  Derselbe  gab  1819  eine  gegenüber  Pfaff 
ganz  bedeutend  vereinfachte  Integrationsmethode  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  mit  beliebig  vielen  unabhängigen 
Variabelen  ***).  Von  grundlegender  Bedeutung  für  die  gesamte 
Theorie  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen  wurden 
aber  vor  allem  die  von  Cauchy  entwickelten  strengen  Existenzbeweise 
der  Integrale f). 

Sehr  wertvolle  Bereicherungen  verdankt  die  Theorie  der  gewöhn- 
lichen und  partiellen  Differentialgleichungen  den  vielseitigen  Forschungen 
Jacobi's.      Es  handelt  sich   dabei  zunächst  um   selbständige  Weiter- 


*)  Monge 's  grundlegendes  Werk  „Applications  de  Vanalyse  ä  la  geometrie" 
ist  zuerst  1795  erschienen;  die  fünfte  (von  Liouville  corrigierte)  Auflage  stammt 
aus  dem  Jahre  1850. 

**)  Abhandl.  der  Berliner  Akad.  von  1814—1815. 
***)  Siehe  das  Bulletin  de  la  Societe  Philomatique  von  1819  pg.  lOff.    Die  be- 
treffende Abhandlung  ist  in  vervollständigter  Gestalt  dem  S*^*"'  Bande  der  „Exer- 
cices  d'analyse  et  physique  mathematique"  (1841)  eingefügt. 

t)  Man  sehe  eine  lange  Reihe  von  Artikeln  in  den  Comptes  rendus,  die  in 
den  Band  7  der  ersten  Serie  von  Cauchy's  „Oeuvres  completes"  aufgenommen 
sind,  und  welche  den  von  Cauchy  sobenannten  „Calcul  des  limites"  behandeln. 
Vergl.  auch  die  „Legons  sur  le  calcul  differentiel",  herausgegeben  von  Moigno 
(1840  ff.). 
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bildung    von    Integrationsmethoden,    welche    den    Entwicklungen    von 
Pfaff  und  Cauchy  mehr  oder  minder  nahe  stehen*).     Von  besonderer 
Wichtigkeit  war  überdies  die  Einführung  der  „Fundionaldeterminanien"**) 
und  die  Ausbildung  der  damit  im  Zusammenhange  stehenden  „MuUipli- 
catorentheorie'^***).     Viele  von   diesen  Schöpfungen  findet  man  im  Zu- 
sammenhange   dargestellt    in    Jacobi's    berühmten    „Vorlesungen    über 
Dynamik'' f),    in    welchen    der   bereits    von   Hamilton    bemerkte    Zu- 
sammenhang aller  dynamischen  Probleme  mit  den  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  zur  ausführlichen  Behandlung  gelangt. 
Die   nachfolgende  kurze  und  nur  zur  Einführung  dienende  Dar- 
stellung wird  über  den  hiermit  geschilderten  Stand  der  Entwicklung 
der  Differentialgleichungen   erster  Ordnung  nicht  hinausgehen  können. 
In    der   neueren  Entwicklung    der  Theorie   der  partiellen  Differential- 
gleichungen   treten    namentlich    eine    Reihe    wertvoller    Arbeiten    von 
A.  Mayer  mit  vereinfachten  Integrationsmethoden  hervor;  und  es  ist 
vor  allem  das  unvergängliche  Verdienst  von  S.  Lie,   dass  er  die  ganze 
Lehre  von   den  partiellen  Differentialgleichungen  von   Grund   auf  um- 
gestaltet  und  vervollkommnet   hat.      Durch    schärfere   Fassung  früher 
schon  vorhandener  Definitionen   und   durch  Einführung  resp.  Vervoll- 
kommnung zahlreicher  neuer   Grundbegriffe,   desjenigen   der  infinitesi- 
malen  Transformation,    der   continuierlichen   Gruppe,    der  Differential- 
invariante   u.  s.  w.,    hat   Lie    der    Theorie    der   partiellen    Differential- 
gleichungen   eine    systematische    Gestalt    und    natürliche    Umgrenzung 
verliehen  und  dabei  zugleich  den  Blick  auf  zahlreiche  neue  Probleme 

gelenkt. 

Eine  vorzügliche  Darstellung  der  Lie'schen  Schöpfungen,  sowie 
überhaupt  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  findet  man  in  E.  Goursat's  „Vorlesungen  über  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung'' -W). 

*)  Man  vergl.  eine  Reihe  bezüglicher  Abhandlungen,  welche  im  Bande  4 
von  Jacobi's  gesammelten  Werken  zusammengestellt  sind;  siehe  ausserdem  „Nova 
methodus  aequationes  differentiales  partiales  primi  ordinis  inter  mmeruvi  variabiUum 
quemcwnque  propositas  integrandi" ,  Joum.   f.  Mathem.   Bd.  60  oder  Ges.  Werke, 

Bd.  5. 

**)  „Be  determinantibus  functionalihus" ,  Joum.  f.  Mathem.  Bd.  22  (1841). 
***)  „Theoria    nova   multipUcatoris   systemati  aequationum  differenticäium  vul- 
garium  'applicandi'',  Joum.  f.  Mathem.,  Bde.  27  und  29  (1844  und  1845). 

t)  Gehalten  zu  Königsberg  im  Wintersemester  1842—1843,  herausgegeben 
von  Clebsch  (1866),  wiederabgedruckt  als  Supplementband  zu  Jacobi's  gesam- 
melten Werken. 

tt)  Bearbeitet    von    C.    Bourlet,    in's    Deutsche    übersetzt   von   H.    Maser 

(Leipzig  1893). 
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§  1.    Einführung  der  Punctionaldeterminanten. 

Es  seien  x  und  y  zwei  von  einander  unabhängige  complexe  Ver- 
änderliche.  Unter  u  und  v  verstehen  wir  zwei  Functionen  von  x  und 
«/,  welche  gegeben  seien  durch  die  Gleichungen: 

(1)  u  =  (p(x,y),      v  =  ip{x,y). 

Es    soll    hier  die  Frage  der  Auflösbarkeit  dieser  beiden   Gleichungen 
nach  X  und  y  discutiert  werden. 

Wir  nehmen  zuvörderst  an,  dass  zwischen  u  und  v  eine  Gleichung 
identisch,  d.  i.  für  alle  Wertepaare  x,  y  bestehe.  Diese  Gleichung  soll 
natürlich  beide  Grössen  u  und  v  enthalten  (da  sie  anderenfalls  eine 
Relation  zwischen  den  beiden  als  unabhängig  vorausgesetzten  Varia- 
belen X  und  y  darstellen  würde),  und  sie  wird  demgemäss  auch  durch 
Auflösung  nach  v  in  die  Gestalt: 

(2)  V  =  0(u) 

gesetzt  werden  können.  Nun  genügen  wir  bei  irgend  einem  speciellen 
Werte  Uq  der  ersten  Gleichung  (1)  durch  eine  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Wertepaaren  x,  y.  Soll  eines  dieser  Paare  x,  y  auch 
die  zweite  Gleichung  (1)  befriedigen,  so  muss  der  zugehörige  Wert  v 
zufolge  (2)  gleich  ^{%)  =  0\sp{x,  yy\  sein.  Dann  aber  befriedigt 
jedes  jener  unendlich  vielen  Paare  x,  y  beide  Gleichungen  (1),  da  die 
Gleichung  ^^{x,  y)  =  ^\(p{x,  ij)]  in  x,  y  identisch  besteht.  Im  Falle 
des  Geltens  einer  Relation  zwischen  u  und  v  lassen  sich  somit  x,  y 
nicht  aus  den  Gleichungen  (1)  berechnen. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  die  Auflösung  sei  möglich.  Dann  wird 
y  wenigstens  in  einer  der  beiden  Gleichungen  (1)  auftreten,  da  anderen- 
falls die  Elimination  von  x  auf  eine  identische  Gleichung  zwischen  u 
und  V  führen  würde.  Kommt  y  etwa  in  der  ersten  Gleichung  vor, 
so  können  wir  aus  dieser  y  als  Function  von  x  und  u  berechnen: 

Substituieren  wir  diesen  Ausdruck  von  y  in  die  zweite  Gleichung, 
so  folgt: 

(4)  V  ^  xi)[x,  x{x,  u)]. 

Fällt  nun  hier  rechter  Hand  x  von  selbst  heraus,  so  liegt  in  (4)  eine 
Relation  zwischen  u  und  v  vor,  und  wir  kommen  auf  unsere  erste 
Annahme  zurück.  Bleibt  aber  x  in  der  Gleichung  (4)  enthalten,  so 
können  wir  dieselbe  nach  x  auflösen  und  haben  damit  die  Berechnung 
von  X  und  y  aus  (1)  durchgeführt. 
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Hiernach  haben  wir  die  beiden  sich  gegenseitig  ausschliessenden 
Fälle:  Die  Gleichungen  (1)  sind  enkveder  nach  x  und  y  auflösbar  und 
heissen  dann,  ebenso  wie  die  Functionen  (p  und  ip,  von  einander  unab- 
hängig, oder  es  besteht  zwischen  u  und  v  eine  in  x,  y  identische  Relation, 
in  welchem  Falle  wir  die  beiden  Gleichungen  (1)  oder  auch  die  Functionen 
(p  und  ip  von  einander  abhängig  nennen. 

Diese  beiden  Fälle  kann  man  sehr  leicht  vermöge  der  nachfolgen- 
den zweigliedrigen  Determinante: 


(5) 


du 

dv 


du 
dy 

dv 
dy 


charakterisieren,  welche  wir  als  die  „Functionaldeterminante"  der  Func- 
tionen u,  V  in  Bezug  auf  die  Variabelen  x,  y  benennen  und  abgekürzt 

durch : 

d{u,  v) 
d{x,  y) 


(6) 


bezeichnen  wollen.  Es  besteht  nämlich  einfach  das  Theorem:  Die 
Functionen  u  =  (p{x,y),  v  =  ii>{x,  y)  sind  abhängig  oder  unabhängig  von 
einander,  je  nachdem  die  Functionaldeterminante  (5)  identisch  verschwindet 

oder  nicht. 

Im  Falle  der  Gültigkeit  einer  Relation  (2)  hat  man  in  der  That: 


dx  ^  ^dx- 


dv         ^,/  -sdu 
__  =  0)  (w)  K- , 

dy  ^  ^dy' 


so  dass  das  identische  Verschwinden  der  Determinante  (5)  selbstver- 
ständlich ist.  Liegt  aber  keine  Relation  vor,  so  leite  man  den  Auf- 
lösungsprocess  der  Gleichungen  (1)  nach  x  und  y  wie  oben  ein  und 
gebe  der  Gleichung  (4)  die  Gestalt: 

V  =  W{x,  u), 

wobei  W{x,  u)  von  x  nicht  unabhängig  sein  kann  und  andererseits,  wie 
oben,  die  Annahme  eines  von  y  nicht  unabhängigen  u  gültig  ist. 
Aus    der  letzten  Gleichung  folgt  nun: 

dv  _  dWdu 
dy        du  dy' 


cv 
dx 


dw  .  d'Pdu 

dx  "^  du  dx- 


du 
dx' 


du 
dy 

dW   .d^du      dy  du 
'T'  ,1 ,,,  fj rr. y      du  d y 


dx 


du  dx- 


dJPdu 

dx  dy' 
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und  hier  ist,  wie  gerade  bemerkt  wurde,  keiner  der  beiden  rechts  auf- 
tretenden Faetoren  identisch  null.  Wir  haben  somit  in  diesem  Falle 
thatsächlich  eine  nicht  identisch  verschwindende  Functionaldeterminante. 
Die  vorstehenden  Erörterungen  lassen  sich  nun  leicht  ganz  all- 
gemein fassen.  Es  seien  n  von  einander  unabhängige  complexe 
Variabele  x^,  x^,-  ■  -^Xn  gegeben,  und  es  mögen  n  Functionen  derselben 
%;  **2;  •  ■  ■?  **n  durch  die  Gleichungen: 

vorgelegt  sein. 

Besteht  zwischen  diesen  Functionen  wenigstens  eine  identische 
Relation,  welche  also  für  alle  Wertsysteme  der  x  erfüllt  ist,  so  nehmen 
wir  an,  dass  w„  in  dieser  Relation  enthalten  ist,  und  denken  dieselbe 
in  die  Gestalt  gesetzt: 

(8)  Un  =  ^(Mi,  U^,   ■  ■  •,  Un-i). 

In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  (1)  nicht  nach  den  x  auflösbar. 
Giebt  man  nämlich  m^,  •  •  •,  m„_i  an,  so  werden  die  ersten  (n  —  1) 
Gleichungen  (7)  noch  durch  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Wertsystemen  x^,  •  •  •,  Xn  befriedigt.  Soll  irgend  eines  derselben  der 
letzten  Gleichung  genügen,  so  ist  der  zugehörige  Wert  Un  an  die 
Relation  (8)  gebunden.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  wird  nicht  nur  ein 
einzelnes,  sondern  alle  jene  Wertsysteme  werden  auch  die  letzte  Glei- 
chung (7)  erfüllen,  so  dass  die  Xj^,  •  ■  -,  x„  aus  (7)  nicht  berechenbar  sind. 

Beginnen  wir  andererseits  den  Auflösungsprocess,  indem  wir  eine 
erste  Gleichung  nach  x^^  auflösen,  den  so  zu  gewinnenden  Ausdruck  von 
Xj^  in  die  (n  —  1)  übrigen  Gleichungen  eintragen,  eine  derselben  als- 
dann nach  x^  lösen  u.  s.  w.,  so  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder 
können  wir  thatsächlich  alle  ic^,  a^g,  •  •  •,  ic«  als  Functionen  der 
u-j^,  u^,  ■  •  ■,  Un  berechnen;  oder  wir  gelangen  vor  Abschluss  des  Auf- 
lösungsprocesses  zu  einer  Gleichung,  aus  der  die  noch  restierenden  x 
von  selbst  herausfallen,  und  die  demgemäss  eine  identische  Relation 
zwischen  den  u  darstellt.  Die  letztere  Möglichkeit  führt  auf  den  zuvor 
besprochenen  Fall. 

Somit  hat  man  auch  hier  nur  die  beiden  sich  ausschliessenden 
Fälle  zu  unterscheiden:  Entweder  sind  die  Gleichungen  (7)  nach  den 
^17  ^2>  '  '  ''  ^»  CLuf lösbar,  und  sie  heissen  alsdann  ebenso  wie  die  Func- 
tionen fpx,  ^z,  ■  •  • ,  ^n  von  einander  unabhängig  in  Bezug  auf  x^,  x^,  •  •  ■,  Xn', 
oder  es  besteht  zwischen  den  u^,  u^,  ■  ■  • ,  Un  eine  identische  Relation,  wo 
wir  alsdann  die  Gleichungen  (7)  wie  auch  die  Functionen  tp^,  cp^,  •  ■  ■,  cpn 
als  abhängig  bezeichnen. 
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Die   abkürzende  Bezeichnung  und  Definition   der  „Functionaldeter- 
minanU"  der  u^,  u.,,  ■•■,  Un  in  Bezug  auf  x^,  x^,  ■  •  - ,  Xn  geben  wir  durcb: 

dx.  '     dx^ ' 


(9) 


gK,  ^tg,  ••-,  uj 

c  (aji ,  ajj ,  •  •  • ,  Xjj 


aw. 


cx^ 


ä^'     aa", '  ■  "'  dx^ 


Diese  Determinante  wird  im  Falle  des  Bestehens  einer  Relation 
(8)  in  den  x^,---,  Xn  identisch  verschwinden 5  denn  alsdann  gelten  für 
die  Glieder  der  letzten  Horizontalreihe  die  Darstellungen: 

du. 


dx. 


a*  at*„ 


Etwas  umständlicher  ist  der  Beweis  des  umgekehrten  Satzes,  dass 
im  Falle  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u^,  ■  ■  ■,Un  die  Functional- 
determinante  sicher  nicht  mit  null  identisch  ist.  Für  w  =  2  ist  unsere 
Behauptung  vorhin  vollständig  bewiesen.  Der  allgemeine  Beweis  ge- 
lingt daraufhin  durch  den  Schluss  der  vollständigen  Induction-,  wir 
nehmen  an,  der  Satz  sei  für  (w  —  1)  Variabele  bewiesen  und  zeigen, 
dass  er  dann  auch  noch  für  n  Variabele  gilt. 

Besteht  keine  identische  Relation  zwischen  den  u^,  •  •  -,  Un,  so 
kann  man  aus  den  u^,  iLj,  ■  ■  ■,  Un  sicher  ein  System  zu  (w  —  1)  Func- 
tionen herausgreifen,  welche  bei  stehendem  Werte  Xn  in  Bezug  auf 
X  ,  x^,  •  •  -,  Xn-\  unabhängig  sind.  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall, 
so  würde  für  jede  der  n  Combinationen  von  (n  —  1)  Functionen  Uk 
eine  in  den  x^,  x^,  ■  •  •,  Xn-i  identische  Relation  gelten.  Diese  w  Re- 
lationen stellen  solche  auf  die  expliciten  Ausdrücke  der  betreffenden  Func- 
tionen (fk  anzuwendende  Rechenvorschriften  dar,  bei  deren  Ausübung  die 
X  X  •••,  Xn-i  von  selbst  herausfallen.  Diese  Relationen  müssen  sämtlich 
noch  Xn  enthalten,  da  keine  in  Bezug  auf  rc^,  x^,  •  •  •,  Xn  identische  Re- 
lation zwischen  u  bestehen  sollte.  Combinieren  wir  aber  zwei  jener  n 
Relationen  zur  Elimination  von  Xn,  so  würde  doch  wieder  entgegen 
der  Voraussetzung  eine  identische  Relation  für  die  u  in  Bezug  auf 
XX  •  ■  ■  Xn  entspringen.  Es  giebt  hiernach  unter  den  Uk  ein  System 
zu  (n  —  1)  Functionen,  die  in  Bezug  aui  x^,  x^,  ■  ■  ■,  Xn-i  bei  stehen- 
dem Xn  unabhängig  sind;  und  wir  dürfen  dieses  System  durch 
Wi,  ^2?  •  •  >  ^»»-i  bezeichnen,  da  nötigenfalls  ein  Austausch  der  Be- 
zeichnungen zwischen  den  Functionen  %-  ohne  weiteres  statthaft  ist. 
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Bei  dieser  Sachlage  können  wir  die  x^,  x^,  ■  ■  ■,  x^-i  aus  den 
(n—1)  ersten  Gleichungen  (7)  als  Functionen  der  u^^  •  • -,  Un-i,  Xn 
berechnen.     Die  letzte   Gleichung  (7)  nimmt  alsdann  die  Gestalt: 

an;  und  rechter  Hand  muss  x^  sicher  auftreten,  da  für  die  u^  keine 
Relation  gilt.     Daraufhin  findet  man  weiter: 

^  =  ^^11         ■     ^^  g^.-i      dw 

Trägt  man  diese  Ausdrücke  für  die  Glieder  der  letzten  Horizontalreihe 
in  die  Functionaldeterminante  (9)  ein,  so  folgt: 

d{x,,x^,--.,xj~  d{x„x^,  ■■■,x~)'d^^' 

Da  nun  zufolge  der  vorausgeschickten  Überlegungen  keiner  der  beiden 
Factoren  rechter  Hand  identisch  verschwinden  kann,  so  verschwindet 
auch  die  Determinante  (9)  nicht. 

Wir  merken  somit  allgemein  den  Satz  an:  Die  Functionen 
Wi,  Mg,  •  •  •,  w„  der  x^,  Xc^,  •  •  -,  Xn  sind  von  einander  abhängig  oder  un- 
abhängig, je  nachdem  die  Functionaldeterminante  (9)  identisch  ver- 
schwindet oder  nicht. 

§  2.    Erweiterung  früherer  functionentlieoretiseher  Sätze. 

Wie  soeben  verstehen  wir  unter  x^,  x^,  -  ■  -,  Xn  w  von  einander 
unabhängige  complexe  Variabele  und  bezeichnen  durch  f(x^,  ■••,Xn) 
eine  Function  dieser  Variabelen.  Es  seien  weiter  durch  ^,,  L,  •  •  •,  L 
irgend  n  specielle  und  etwa  endliche  Werte  unserer  Variabelen  ge- 
geben. Wir  wollen  dann  unter  der  „Umgebung''  des  Wertsystems 
^1^  ^2}  •  •  ',^n  den  Inbegriff  aller  Wertsysteme  der  x^,  x^,  •  •  -,  Xn  ver- 
stehen, welche  den  Bedingungen: 

genügen,  wenn  hierbei  r^,r^,---,rn  n  bestimmte  endliche  und  von 
null  verschiedene  Beträge  sind.  Ein  einzehies  Wertsystem  x^,  x^,  •■-,Xn 
bezeichnen  wir  kurz  als  eine  „Stelle"  im  Gesamtbereich  aller  Wert- 
systeme unserer  Variabelen.  Führen  wir  in  den  n  Ebenen  der  com- 
plexen  Variabelen  x^,  x^,  ■■■,Xn  die  Kreise  K^,  E^,    •  ,  K„  der  Radien 


'll    '2> 
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.,  r„  um  die  Punkte  1^,  Ig,  •  •  •,  |„  ein,  so  ist  die  Umgebung 
der  Stelle  |i,  I2,  •  •  •,  |„  vermöge  dieser  n  Kreise  K  einer  einfachen 
geometrischen  Deutung  fähig. 

Es  wird  nun  nötig  sein,  einige  im  dritten  Kapitel  für  die  Func- 
tionen einer  complexen  Variabelen  bewiesene  Sätze  auf  die  uns  hier 
vorgelegte  Function  /"K,  •  •  •,  a?«)  zu  verallgemeinern.  Wir  nehmen 
an,  dass  f{x^,---,0Cn)  in  der  Umgebung  der  Stelle  1^,  •  •  •,  |„  ein- 
deutig sei  und  die  Darstellung  durch  eine  ebenda  überall  gleichmässig 
convergente  Potenzreihe: 

(2)  f{x,,  •  .  .,  Xn)  =^A,--,^„  K  -  ixf  •  •  •  (^»  -  y'" 

gestatte,  in  welcher  nur  ganzzahlige  nicht-negative  Exponenten  v  auf- 
treten. Wir  werden  in  diesem  Falle  f{x^,  •  •  •,  Xn)  eine  analytische 
Function  der  n  Argumente  x^^,  •  •  •,  Xn  nennen,  welche  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  1^,  •  •  •,  1«  überall  regulär  verhält. 

Unter  den  Eigenschaften  der  analytischen  Functionen  von  n  Argu- 
menten erwähnen  wir  hier  nur  diejenigen,  welche  weiterhin  unmittelbar 
zum  Gebrauche  kommen.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  es  sich  in  (2) 
um  die  „MacLaurin'scJie  Reihe"  unserer  Function  handelt.  Differen- 
zieren wir  nämlich  die  Gleichung  (2)  v^  Male  nach  Xj^,  v^  Male  nach 
x^,  u.  s.  w.  und  setzen  hernach  a^^  =  |i,  x^  =  i,^,  •  •  •,  Xn  =  i>n,  so  ent- 
springt die  Gleichung: 

WO  durch  die  Schreibweise  der  linken  Seite  angedeutet  sein  soll,  dass 
nach  Ausführung  der  Differentiation  x^  durch  1^,  x^  durch  %,  ■  ■  -  er- 
setzt werden  soll. 

Für  die  absoluten  Beträge  der  Coefficienten  A  in  der  Potenzreihe 
(2)  lässt  sich  eine  Ungleichung  aufstellen,  welche  die  pg.  127  im  Falle 
einer  einzigen  unabhängigen  Variabelen  gewonnene  Ungleichung  als 
Specialfall  enthält.  Nach  (4)  pg.  126  haben  wir  in  der  damaligen 
Bezeichnung  als  eine  specielle  Folgerung  des  Cauchy'schen  Satzes: 


l!A 


L   dz""  X,         2i7r  J  , 


fiS)dt 


(*) 

Wir  wollen  diese  Formel  auf  unsere  jetzige  Function  f  anwenden,  in- 
dem wir  sie  bei  stehenden  x^,  x^,  ■  ■  • ,  x^  ^Is,  Function  von  x^  ansehen 
und  v^  Male  differenzieren.     Es  folgt: 

Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  28 
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wo  sich  die  Integration  auf  die  Peripherie  des  oben  mit  K^  bezeichneten 
Kreises  im  positiven  Umlaufssinn  bezieht.     Setzen  wir: 

x^  —  i,^=  r^e  ^',     sowie  später     Xk  —  1*  =  *"/te^**, 

so  lässt  sich  die  Gleichung  (4)  auch  auf  die  Gestalt  bringen: 

Rechts  und  links  sind  hier  noch  x^,  •  •  -,  Xn  variabel.  Wir  diffe- 
renzieren die  Gleichung  (5)  v^  Male  nach  x^  und  setzen  darauf  Ig 
für  x^  ein.  Rechts  soll  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
ausgeführt  werden,  und  es  soll  zur  Weiterentwicklung  des  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdrucks  die  Gleichung  (5),  jedoch  für  den 
Index  2  an  Stelle  von  1  geschrieben,  in  Anwendung  gebracht  werden. 
So  ergiebt  sich: 


iLit    -in 


(2 


und  man  findet  durch  Fortsetzung  der  gleichen  Überlegung  schliesslich: 


a 


K)!---K)! 


dx\^'--dxi-        x  ...  . 

2«         27f 

r  •  •  ff  {ix  +  ^ie*'%  •  •  -)e-^'^^^  +  •  •  +  ''«^n)'(i:^j . .  d%-n. 

■     0  0 

Combinieren  wir  diese  Formel  mit  der  Gleichung  (3),  so  folgt: 

2n       2« 
"  0  0 

wo    der  Kürze   halber   rechter    Hand    die  Argumente    |i  -j-  rue^^''    der 
Function  f  nicht  angegeben  sind. 

Da  nun  f{x^j"-,  Xj^  in  der  ganzen  Umgebung  der  Stelle  l^xy  ")in 
regulär  und  also  endlich  ist,  so  kann  man  eine  positive  endliche  Zahl  M 
so  auswählen,    dass   \f{x-^,---,x,^\'^M   überall  in  dieser  Umgebung 
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und  also  auch  auf  den  Peripherien  der  Kreise  K^,  K^,-  ■,  Kn  zutrifft. 
Somit  wird  bei  allen  für  die  Integrationen  in  Betracht  kommenden 
Werten  %•  die  Bedingung: 

gültig  sein;  man  zieht  demnach  aus  der  Gleichung  (6)  den  Schluss: 

12  n 

Für  die  EntwicMungscoefßcienten  der  Potenzreihe  (2)  unserer  Function 
f{cci,---,  Xn)  gilt  die  Bedingung  (7),  wo  M  eine  derart  ausgewählte 
positive  endliche  Zahl  ist,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Werte  f(x^,---,  Xn) 
für  alle  in  der  Umgehung  der  Stelle  li,  Ig' '  '  *?  ^«  gelegenen  Systeme 
x^,  x^,-  •  •,  Xn  die  Zahl  M  nicht  übertreffen,. 

§  3.    Integration  eines  Systems  simultaner  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen. 

Die  wesentlichste  Grundlage  für  die  gesamten  nachfolgenden  Ent- 
wicklungen ist  die  Integration  eines  Systems  von  n  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  in  denen  nur  eine  einzige  unabhängige 
complexe  Variabele  x  und  n  abhängige  Veränderliche  y^,  y^,  •  ■  ■,  yn 
vorkommen.     Indem   wir  die  n   Gleichungen  nach  den  n  Differential- 

dy^     dy^  dy^ 

Quotienten    erster    Ordnung    -5—,  -^,  •  •  •,    -j-   auflösen,    können    wir 

unser  System  simultaner  Differentialgleichungen  gleich  Anfangs  in  die 
Gestalt  setzen: 

dy^ 


(1) 


^^   ln\X,  2/x,  y^f   •  ■  ■)  Vn), 


WO   die  rechten  Seiten  gewisse  n  Functionen  von  x,  y^,  y^,  •  •  ■,  y,i  be- 
deuten*). 


*)  Liegt  eine  gewöbnliclie  Diäerentialgleichung  w**"^  Ordnung: 

mit   einer  unabhängigen  Variabelen  x  und  einer  gesuchten  Function  y  vor,  so 
setze  man: 

28* 
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Hieran  schliesst  sich  folgende  Definition:  Als  ein  System  von  Inte- 
gralen oder  ein  „Integralsystem"  der  simultanen  Differentialgleichungen  (l) 
bezeichnen  wir  jedes  solche  System  von  n  Functionen : 

Vi  =  Xi (J^),  Vi  =  %t{^),  •••,  yn  =  %n{x), 

dass  nach  Eintragung  dieser  Ausdrücke  für  die  y  in  die  Gleichungen  (1) 
jede  der  letzteren  in  x  identisch  erfüllt  ist.  Es  gilt  nun,  die  Existenz 
und  den  Grad  der  Unbestimmtheit  eines  solchen  Integralsystems  näher 
zu  untersuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  für  einen  beliebisr  heraussre- 
griffenen  constanten  Wert  x  =  i,  die  willkürlich  gewählten  Anfangs- 
werte %,  %,  •  •  • ,  y]n  der  Functionen  y^,  y^,  •  ■  •■,  yn  vor.  Wir  nehmen 
an,  dass  sich  im  Bereiche  der  unabhängig  gedachten  {n-\-V)  Variabelen 
^)  ViJ  y^i  •  ■  ■,  Vn  um  die  Stelle  |,  %,  ri^,  •  ■  •,  Vn  eine  Umgebung: 
(2)  \x  —  l\<:r,    \y^~n^\£r^,   ...,    \y„  —  rin\£rn 

mit  nicht  verschwindenden  r,  r^,  •  •  •,  y„  abgrenzen  lässt,  in  welcher  die 


dy_         <hi_  ^zil  _ 

dx~'^''  dx~y^"''    dx  —yn-i. 

Hier  liegen   (w  —  1)  Differentialgleichungen  vor,  welche  im  Verein  mit  der  aus 
der  gegebenen  Gleichung  entspringenden  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


f{x,  y,y,.--,  y„_,,  -^)  -  0 


auf  ein  System  simultaner  Gleichungen  der  im  Texte  betrachteten  Art  führen. 

Knüpfen   wir    andererseits    an    die  erste   Gleichung  (1)   des  Textes  an   und 
differenzieren    wiederholt   nach   x,    indem   wir  nach  jedesmaliger  Differentiation 

dy  ^Vn 

die  rechts  auftretenden  Differentialquotienten  —^ ,  •  •  • ,  t —  wieder  vermöge  der 

0/  CC  CvCC 

Gleichungen  (1)  in  a;,  ^/i,  •  •  ■  ,  2/„  ausdrücken,  so  entstehen  n  Gleichungen: 

Die  Elimination  von  Vit  Vsj  "  ■>  Vn  ^^^  denselben  liefert  eine  gewöhnliche   Diffe- 
rentialgleichung w'"  Ordnung: 


zwischen  x  und  y^ . 

Hieraus  entspringt  der  wichtige  Satz:  Die  im  Teoste  zu  leistende  Integration 
eines  Systems  simultaner  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  die  Integration 
einer  beliebigen  Differentialgleichung  w**^""  Ordnung  mit  einer  unabhängigen  und 
einer  abhängigen  Variabelen  sind  äquivalente  Probleme.  Bei  Zurückführung  des 
ersten  Problems  auf  das  letzte  hat  man  übrigens  zur  Berechnung  der  ytt  y^^  ■  ■  ■,  y„ 
noch  (w  —  1)  Gleichungen  nach  den  (w  —  1)  Unbekannten  y^i  y^,  ■  ■■,  y    zu  lösen. 
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n  in  (1)  rechter  Hand  stehenden  Functionen  überall  regulär  sind. 
Alsdann  gieU  es  ein  und  nur  ein  durch: 

(3)      y^  =  1,{X',   I,  n,,  %J   •  ■  -y  Vn),    ■■■,yn  =  Xn{x;   l,  Vi,  %,   '  '  ',  Vn) 

ZU  hemchnendes  Integralsystem  von  (1),  wo  die  Fundionen  y^,---,yn 
der  einzigen  complexen  Variahelen  x  in  einer  gewissen  nicht -verschwin- 
denden und  noch  näJier  zu  charakterisierenden  Umgehung  um  x  =  i 
regulär  sind  und  sich  für  x  =  l  selber  auf  die  willMrlich  vorgeschriebenen 
Anfangswerte  rj^,  •  •  •,  Vn  reduäeren. 

Man  muss  das  Functionssystem  (3)  in  der  Art  auffassen,  dass  in 
demselben  v^,  V2,  ■  '  ■>  Vn  n  willkürlich  wählbare  Constante  sind,  wobei 
im  allgemeinen  die  einzehie  Function  von  allen  n  Constanten  abhängig 
sein  wird.  Demgegenüber  hat  offenbar  |  nicht  die  Bedeutung  einer 
willkürlichen  Constanten,  sondern  stellt  eine  specielle  Stelle  x  dar,  auf 
deren  Umgebung  sich  die  Darstellungen  (3)  unserer  Functionen  y^,  •■•,yn 
beziehen.  Bei  analytischer  Fortsetzung  können  wir  anstatt  |  andere 
Stellen  |',  1",  •  '  '  eintreten  lassen,  ohne  das  in  (3)  vorliegende  System 
der  Functionen  «/i,  2/2,  •  •  •,  ^7»  zu  verlassen*). 

Der  Beweis  des  aufgesteUten  Theorems,  d.  h.  der  Existenzbeweis 
des  in  (3)  angesetzten  Integralsystems,  soll  hier  nicht  in  der  ursprüng- 
lichen Cauchy'schen  Art,  sondern  nach  einer  erheblich  einfacheren  von 
Briot  und  Bouquet  herrührenden  Methode**)  geführt  werden.  Die- 
selbe schliesst  sich  direct  an  die  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen 
an  und  basiert  auch  im  übrigen  durchaus  auf  Cauchy'schen  Principien. 

Können  wir  unser  System  (1)  durch  die  in  (3)  postulierten  Func- 
tionen y„  y„  •  ■  ■,  yn  befriedigen,  so  müssen  dieselben,  da  sie  in  der 
Umgebung  von  |  regulär  sein  sollten,  in  die  ebenda  convergenten 
Reihen  entwickelbar  sein: 


(4) 


*)  Es  ist  eine  leichte  Folge  des  Princips  der  analytischen  Fortsetzung,  dass 
bei  Ausübung  der  Fortsetzung  die  Functionen  (3)  ihre  Eigenschaft,  ein  Integral- 
system der  Differentialgleichungen  (1)  darzustellen,  beständig  bewahren,  übrigens 
bleiben  unsere  Überlegungen  des  gegenwärtigen  Kapitels  insofern  hinter  denen 
des  voraufgehenden  Kapitels  wesentlich  zurück,  dass  wir  es  hier  unterlassen 
müssen  uns  durch  analytische  Fortsetzung  über  die  vollständige  Natur  der 
einzelnen  Integral function  für  alle  möglichen  Werte   der  abhängigen  Variabelen 

zu  unterrichten. 

**)  Veröffentlicht  im  „Journal  de  l'Ecole  Polytechnique"  Bd.  36.  Siehe  auch 
Briot  et  Bouquet  ^/Theorie  des  fonctions  elUptiques"  (Paris,  1875),  pg.  333. 
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wo   durch  die  Bezeichnung  ["-^1    angezeigt  sein  soll,  dass  der  Wert 

des  eingeklammerten  Differentialquotienten  für  ^  =  |  gemeint  ist.  Die 
weitere  Überlegung  gliedert  sich  nun  so: 

1)  Wenn  es  überhaupt  n  Functionen  dieser  Art  giebt,  so  sind 
dieselben  eindeutig  hestimmt 

Aus  dem  gegebenen  System  (1)  folgt  nämlich  durch  Differentiation 
in  Bezug  auf  die  unabhängige  Variabele  x: 


(5) 


dx 

=/;, 

dx^  ' 

wo  man  nach  jeder  erneuten  Differentiation  die  Ableituncren  —  ...  ^ 

ö  (Zic '  '  dx 
wieder  nach  (1)  durch  f^,---,fn  ersetzen  woUe.  Ein  entsprechendes 
Formelsystem  wird  sich  für  jede  der  übrigen  Functionen  y^,  y^,  .  ■ .   y^ 

anreihen.  Wir  merken  an,  dass  sich  -^  als  rationales  ganzes  Aggregat 
^^^  fn  •  •  -yfn  und  ihrer  partiellen  Ableitungen  bis  zur  Ordnung  (y  —  \) 
mit  positiven  ganzzahligen  numerischen  Coefficienten  darstellt. 

Nun  sind  die  f^,  •..,/;  in  der  Umgebung  der  Stelle  |,  ri„  ■..,rj, 
reguläre  Functionen.  Setzen  wir  demnach  x  =  ^  und  also  y^  =  %, 
■  •■,yn  =  rj„m  (5)  ein,  so  ergeben  sich,  wie  behauptet,  lauter  eindeutig 

bestimmte  endliche  Werte     —^1  • 

L  dx^J^ 

2)  Durch  die  Reihen  (4)  wird  unseren  simultanen  Gleichungen  (1) 
jedenfalls  „formal"  genügt. 

Denken  wir  z.  B.  in  die  erste  Differentialgleichung  (1)  die  Func- 
tionen (4)  eingetragen  und  rechts  und  links  nach  Potenzen  von  (x  —  |) 
entwickelt,  so  müsste  die  Gleichung: 


m+mv^-i^+mv^ 


^y 


+ 


-^^>  +  ©l(--^)  +  Pl^- 


-D* 


+ 
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in  X  identisch  bestehen,  d.  h.  einander  correspondierende  Coefficienten 
links  und  rechts  müssen  gleich  sein. 

Da  aber  iür  x  =  l  zufolge  (4)  die  y^,  '■■,yn  die  Werte  i?i,  •.-,>?« 
annehmen,  so  ist: 

Weiter  hat  man: 


dx        dx    ""  j-^j  dyj,  dx  ' 


*=1 


Würden  wir  in  diesen  Formeln  für  die  Ableitungen  der  y  ihre  aus  (5) 
und  aus  den  entsprechenden  Formeln  für  y^,  ■  •  ;  yn  hervorgehenden 
Ausdrücke    eintragen,    so    würde   die    rechte  Seite  der  Gleichung  für 

^^  mit  derienigen  der  Gleichung  (5)  für  ^  übereinstimmen.  Nun 
haben  wir  zum  Zwecke  der  Berechnung  der  in  Rede  stehenden  Coef- 
ficienten [g]^,  [^].,  •••  diese  Eintragung  aber  gerade  für  das 
specieUe  Wertsystem  a;  =  |,  «/i  =  >?i,  •  •  •,  Vn  =  Vn  zu  vollziehen.  Somit 
gelten  in  der  That  die  Gleichungen: 

ldxM-~~ld^M'     Idx'M       Idx'M' 

Da  hiernach  die  formale  Befriedigung  des  Systems  (1)  durch  die 
Reihen  (4)  ersichtlich  ist,  so  werden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung 
der  Convergenz  dieser  Reihen  wenden.  Hierbei  werden  die  Über- 
legungen von  Cauchy's  „Calcul  des  limites"  massgeblich. 

3)  Indem  wir  auf  die  durch  (2)  erklärte  Umgebung  der  Stelle 
I,  Vi,  •-•,Vn  zurückgehen,  in  welcher  die  /;,  •••,/;  durchweg  regulär 
sein  sollten,  definieren  wir  die  folgende  „Hilfsfunction": 

1 

(6)     F(x,  i/i,  •  •  •,  yn)  = 


welche  sich  im  Innern  jener  Umgebung  in  die  convergente  Reihe: 
(7)  Fix,  y„  :■  ;  y.)  =2^7^'  ^^  -  ^^"^^'  "  '''^"  •  •  ■  ^^""'"^" 


entwickeln  lässt. 
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Für  die  n  Functionen  f^^,  •  •  ■,  fn  können  wir  wie  pg.  434  bestimmte 
n  positive  endliche  Zahlen  M^,  •  •  -,  Mn  derart  auswählen,  dass  in  der 
gesamten  Umgebung  (2)  die  n  Bedingungen  |  /*  |  ^  Mk  befriedigt  sind. 
Unter  diesen  Umständen  schliesst  man  aus  den  Gleichungen  (3)  pg.  433 
und  (7)  pg.  435  mit  Rücksicht  auf  die  Entwicklungscoefficienten  der  in 
(7)  für  F  angegebenen  Potenzreihe  auf  die  Gültigkeit  der  Bedingung: 


(8) 


-gv+ViH ^^nf- 


i,rii, 


Vn 


<M, 


^v  +  vi-i \-rnp 


dx^'dyl^---dy:-Jl,rj„. 


-1 


Vn 


dx'dy\-  ■  •  •  dyl^\ 

für  alle  Indices  Ä;=  1,  2,  •  •  •,  n  und  für  alle  partiellen  Ableitungen. 
4)    Vermöge    der   Function  F  setzen    wir  jetzt    das    System    der 
,jHilfsdifferentialgleichungen''  an : 

dx 


■-M^-F{x,  Y^,^ 


Y.:), 


dY„ 


-"  =  M"  .  F(x    Y    •  •  •    Y'^ 

und  wollen  dasselbe  durch  n  Functionen  Y^,  •  •  -,  Yn  befriedigen,  welche 
für  a;  =  I  gleichfalls  gleich  t/j,  •  •  •,  ti^  werden.  Es  giebt,  wie  wir 
bereits  wissen,  höchstens  ein  System  derartiger  Integrale: 


(10) 


'^'-^Vt^i^'' 


:        1.2  ' 


und  die  hier  auftretenden  Entwicklungscoefficienten  müssen  sich  auf 
Grund  der  Regeln  (5)  berechnen,  in  denen  wir  die  f^  durch  die  M^  ■  F 
ersetzen  und  hernach  |,  ly^,  •  •  •,  rjn  eintragen.  Dabei  folgt  aus  dem 
schon  vorhin  besprochenen  Bildungsgesetze  der  Formeln  (5)  in  den 
fi,  ■  •  ■,  fn  und  ihren  partiellen  Ableitungen  mit  Rücksicht  auf  die 
soeben  festgestellte  Ungleichung  (8),  dass  die  Bedingung: 

-d^YH 


~^1 
-dx'JS 


< 


-  dx^  J^ 

für  alle  Indices  7c=  1,  2,  •  •  •,  w  und  für  alle  Ordnungen  v  =  0,  1,  2,  •  •  • 
erfüllt  ist.  Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass  für  alle  Werte  x,  bei  denen 
die  n  Reihen  (10)  convergent  sind,  sicher  auch  die  Reihen  (4)  con- 
vergieren  werden. 

5)  Es  gelingt  nun,  das  Integralsystem  (10)  der  simultanen  Diffe- 
rentialgleichungen (9)  noch  auf  einem  anderen  Wege  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter  z  ein  Integral  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


(11) 
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zwischen  den  beiden  Variabelen  x  und  z.  Schreiben  wir  vor,  dass  die 
Function  0  für  rr  =  |  verschwinden  soll,  so  ist  sie  eindeutig  bestimmt 
und  soll  sogleich  noch  näher  betrachtet  werden.  Zunächst  bemerke 
man,  dass  sich  das  fragliche  Integralsystem  der  Gleichungen  (9)  in 
dieser  Function  z  einfach  so  darstellt: 
(12)      Fl  =  '>?!  +  M^z,  Fg  =  %  +  M^z,  ■■■,  Yn  =  r}n-{-  MnZ. 

In  der  That  können  wir  ja  die  für  die  gedachte  Function  z  identisch 
erfüllte  Gleichung  (11)  in  jede  der  n  Gestalten: 

^-^  =  M,-Fix,  ¥„■■;  r„)  (.=  1.2,...,.) 

setzen,  und  es  werden  überdies  die  ¥„■•■,  Yn  für  x  =  ^,  wie  es  sein 
muss,  gleich  ri,,---,r}„.  Durch  diese  Anfangsbedingungen  waren  aber 
die  Yk  eindeutig  bestimmt,  so  dass  in  (12)  dasselbe  Integralsystem  wie 
in  (10)  vorliegt. 

Die  Gleichung  (11)  schreibt  sich  nun  explicite: 


Da  ^  für  rr  =  I  verschwinden  sollte,  so  folgt  durch  Integration: 

(i3).-^2^^+-+(-i)"f+Tn7f=-'-Mi — ^)- 

k=i  *  *=i 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  für  \x  —  i\<r  regulär.  Die 
(n  +  1)  Lösungen  z  dieser  Gleichung  stellen  demnach  Functionen  vor, 
welche  im  Innern  des  durch  \x  —  l\<r  festgelegten  Kreises  der 
a;- Ebene  an  Irregularitäten  höchstens  Verzweigungspunkte  besitzen. 
Y^r  x  =  l  wird  nur  eine  Lösung  ^r  =  0;  diese  liefert  die  Function 
bez.  den  Zweig,  welcher  für  uns  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  ist  bei 
x  =  l  nicht  verzweigt,  da  die  übrigen  Lösungen  für  i»  =  |  nicht  ver- 
schwinden. Finden  sich  innerhalb  des  Kreises  der  a;- Ebene  mit 
I  ^  _  ^  I  <  r  überhaupt  einer  oder  mehrere  Verzweigungspunkte  für 
die  fragliche  Function  resp.  den  Zweig  z,  so  möge  durch  x^  ein  am 
Mittelpunkte  |  nächst  gelegener  Verzweigungspunkt  dieser  Art  gegeben 
sein.  Dann  ist  sicher  \x^  —  l\=r^>^,  und  wir  woUen  übrigens 
r^  =  r  setzen,  falls  solche  Verzweigungspunkte  x  mit  \x  —  i>\<r 
gänzlich  fehlen. 

Zufolge  dieser  Überlegung  ist  die  in  (12)  einzusetzende  Function  z 
im  Innern  eines  um  |  mit  dem  von  0  verschiedenen  Radius  r^  zu  legen- 
den Kreises    der  :z;- Ebene  überall  regulär   und  also  in  eine  dortselbst 
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convergente  Potenzreihe  nacli  {x  —  |)  entwickelbar.  Innerhalb  des 
gleichen  Kreises  werden  demnach  auch  die  Reihen  (10)  für  die  Yk 
und  also  die  Reihen  (4)  für  die  y^  convergent  sein. 

Der  Beweis  der  Existenz  und  eindeutigen  Bestimmtheit  des  Inte- 
gralsystems (3)  ist  damit  zu  Ende  geführt. 

§  4.    Andere  Form  des  Integralsystems  simultaner  Differential- 
gleichungen.    Zugehörige  partielle  Differentialgleichung. 

.Neben  der  Bezeichnungsweise  (1)  pg.  435  unseres  Systems  simul- 
taner Differentialgleichungen  ist  noch  eine  andere  gebräuchlich,  welche 
hier  eingeführt  werden  soll.  Wir  schreiben  an  Stelle  von  Vx,  V'^,,  •  -  •,  Vn 
zunächst  einfach  x^,  x^,  -  •  •,  Xn  und  setzen  das  System  (1)  pg.  435  in 
die  Gestalt  der  fortlaufenden  Gleichung: 

,     dx^  dx^  ^^n 

"^^""TT-TT TT" 

Damit  die  (w-f- 1) Variabelen  x,x^,x^,---,Xn hier  gänzlich coordiniert 
vorkommen,  führen  wir  irgend  eine  zweckmässig  gewählte  und  jeden- 
falls nicht  identisch  verschwindende  Function  X(ic,  x^,  •  •  •,  Xn)  dieser 
Variabelen  ein  und  schreiben: 

Das  vorgelegte  System  der  n  simultanen  Differentialgleichungen  kleidet 
sich  dann  in  die  Gestalt: 

/n\  ^  dx^  dx^  ^^n 

wo  die  (n  -f-  1)  Nenner  bekannt  gegebene  Functionen  von  x,  x^,  •  -  -,  x„ 
sind,  die  jedoch  nur  in  ihren  Quotienten  zur  Geltung  kommen. 

Dem  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Integralsystem  (3) 
pg.  437  werden  wir  jetzt  zunächst  die  Gestalt  geben: 

(3)  a;i  =  x,(a;;  ^,  li,  I2,  •••,  y,  (*=i,  2, ...,«) 

und  erinnern  sogleich  daran,  dass  nach  pg.  437  nicht  |,  sondern  nur 
die  Ij,  Ig?  •  •  •)  In  als  willkürliche  Constante  anzusehen  sind.  Es  ent- 
spricht nun  aber  der  Schreibweise  (2)  unseres  Systems  besser,  wenn 
wir  die  Gleichungen  (3)  durch  irgend  n  aus  ihnen  herstellbare  Gleichungen: 

Xf^^i^Xy  X^j  X^j   •  '  •,  Xji'i     ^i>  *  ■  'j    ^n)  =  ^} 

(4)  

ersetzen,  die  wir,  um  ein  mit  dem  System  (3)  äquivalentes  Gleichungs- 
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System   (4)  zu  besitzen,  so  gewählt  denken,  dass  sie  rückwärts  nach 
Xj^,  x^,  '  ■  -,  Xn  auflösbar  sind,  d.  h.  also,  dass  die  Functionaldeterminante: 

nicht  identisch  verschwindet.  Au  Stelle  von  1^,  Ig,  •  •  •,  |„  sind  dabei 
die  Constanten  C^,  C^,  •  •  •,  C„  getreten.  Man  darf  dieselben,  wenn 
man  will,  mit  den  ^j.  Ig,  •  •  •,  |„  bez.  als  identisch  ansehen;  doch  kann 
es  zweckmässig  sein,  an  Stelle  der  |i  auch  andere  Constante  C^,  •  •  •,  C« 
zu  benutzen,  die  natürlich  dasselbe  leisten  müssen,  wie  die  li,  Ig,  •  •  •,  In- 
Dies  bedeutet,  dass  der  Satz  gilt:  Man  Tcann  über  die  Constanten  C^,C^,---,Gn 
stets  derart  verfügen,  dass  für  einen  Anfangswert  x  =  i  die  aus  (4)  m 
berechnenden  x^,  x^,  --  -,  Xn  mit  n  willMrlich  vorzuschreibenden  Grössen 
liAi,-'-,ln  identisch  werden;  und  umgekehrt  ist  durch  eine  beliebige 
specielle  Auswahl  der  C^,  •  ■ -,  Cn  ein  zugehöriges  System  von  Integral- 
fundionen  x^,  x^,  ■  ■  ■,  Xn  eindeutig  bestimmt.  Das  System  (4)  wollen 
wir  fortan  als  ein  „vollständiges"  Integralsystem  der  gegebenen  simul- 
tanen Difierentialgleichungen  (2)  bezeichnen. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (4)  auch  in  Bezug 
auf  Ol,  Og,  •  •  •,  C«  unabhängig  sind.  Anderenfalls  würde  nämlich  eine 
Relation  zwischen  den  ti,  •  • ',  i'n  bestehen,  aus  der  die  0^,  •  •  •,  0„ 
von  selbst  herausfallen.  Die  x^,  -  ■  ■,  Xn  können  dabei  nicht  auch  noch 
sämtlich  herausfallen,  da  sonst  die  Determinante  (5)  mit  0  identisch 
wäre.  Wir  sind  also  im  gedachten  Falle  auf  eine  Relation  zwischen 
X,  x^,  "-,  Xn  geführt,  die  insbesondere  auch  für  jedes  System  von  An- 
fangswerten I,  li,  •  •  •,  In  bestehen  würde.  Da  jedoch  die  |,  li,  •  •  •,  I« 
unabhängig  wählbar  sind,  so  ist  die  Annahme,  die  Gleichungen  (4) 
seien  in  Bezug  auf  C^,  Oj,  •  •  •,  0„  nicht  unabhängig,  unhaltbar. 

Bei  dieser  Sachlage  können  wir  die  Gleichungen  (4)  nach  C'i,  Cg,  •  •  •,  C« 
auflösen,  wobei  wir  geführt  werden  mögen  zu: 
cp-i^{x,  x^,  x^,  ■  •  -,  Xr)  =  Ci, 


(6) 


(p^{x,  x^,  x^,  •  •  •,  Xr)  =  C^f 

(pn{x,  X^,  X^,   •  ■  ■,    Xr^  =  0„. 


Tragen  wir  diese  Ausdrücke  der  Ck  in  (4)  ein,  so  entstehen  n  in 
X,  x^,  ■••■,  Xn  identische  Gleichungen.  Geben  wir  demnach  ein  specielles 
Wertsystem  C^,  ■•-,  Gn,  so  wird  jedes  zugehörige  Lösungssystem 
x^,X2,---,Xn  der  Gleichungen  (6)  zugleich  alle  n  Gleichungen  (4) 
für  diese  C^,  •  •  •,  0„  befriedigen.  Aber  bei  Angabe  der  Ck  ist  aus  (4) 
ein  zugehöriges  System  von  Integralfunctionen  x^,  x^,  ■  ■  -,  Xn  eindeutig 
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bestimmt.      Somit  sind   auch   die   Gleichungen  (6)  nach  x^,  x^,  •  ■  • 
auflösbar,  die  Functionaldeterminante: 


Xn 


(7) 


<7  (ajj ,  a>g ,  •  •  • ,  x^ 


verschwindet  nicht  identisch,  und  wir  Mnnen  demgemäss  die  Gleichungen 
(6)  als  ein  vollständiges  Integralsystem  „in  der  speciellen  Gestaltf'  be- 
zeichnen. Das  Besondere  ist,  dass  jede  einzelne  Gleichung  (6)  nur 
noch  eine  einzige,  jeweils  rechter  Hand  stehende  willkürliche  Constante 
enthält. 

Ein  solches  Integralsystem  unserer  simultanen  Gleichungen  (2) 
lässt  sich  nun  noch  in  höchst  mannigfaltiger  Weise  wählen.  Ver- 
stehen wir  unter  0,((p^,  •  .  .,  g^,),  .  .  .,  0„(^^,  .  .  .^  ^^)  irgend  n  ganz 
willJcürlich  gewählte  Functionen,  die  nur  der  einen  Bedingung  genügen, 
dass  die  Functionaldeterminante: 

(8)  g(^i,  ^,,  •••,  ^J 

nicht  identisch  verschwindet,  so  wird  offenbar  das  System: 


(9) 


^n(cpi,    (pi,    •  ■  •,    (fn)  =   Cn 

mit  dem  System  (6)  völlig  gleichbedeutend  sein.  Tragen  wir  also  in 
(9)  für  <Pi_,  ••-,  fpn  ihre  Ausdrücke  m  x,  x^,  •  ■  ■,  Xn  ein,  so  ergiebt  sich 
ein  neues  vollständiges  Integralsystem  in  specieller  Gestalt: 

9'l    («^J   ^1}  ^2}    '  '  '}  •'^re)  =   (^i  , 
9^2   iß")  -^IJ   ^2r   ■  ■  ■?  ^n)  =   C^  , 


(10) 


^g)n  yX,  Xi,  X2,  ■  •  •,  Xn) Cn  ■ 


Es  besteht  nun  auch  umgekehrt  der  Satz,  dass  wir  auf  diesem 
Wege  vermöge  willkürlicher  Functionen  ^  der  (p^,  (p^,  ■  ■  ■,  <p^  m  jedem 
Integralsystem  unserer  Art  hingelangen  können.  Es  hängt  dies  mit 
einer  sehr  wichtigen  anderen  Entwicklung  zusammen,  bei  welcher  wir 
der  einzelnen  Gleichung  eines  Integralsystems  specieller  Gestalt  unab- 
hängig von  den  (w  —  1)  übrigen  Gleichungen  dieses  Systems  eine 
selbständige  Bedeutung  zuerteilen.  Nennen  wir  eine  einzelne  solche 
Gleichung  ein  „Einzelintegral"  oder  kurz  ein  „Integral"  des  Systems  (2), 
so  gilt  der  höchst  wichtige  Satz:  Die  auf  der  linken  Seite  eines  Inte- 
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grals  vom  System  (2)  stehende  Function  (p{x,  x^,  •  ■ -,  Xn)  genügt  der 
'partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

in  welcher  x,  x^,  x^,  ■  •  ■,  x„  unabhängig  m  denken  sind  und  (p  die  ge- 
suchte Function  dieser  {n  +  1)  Argumente  sein  soll  Die  Befriedigung 
der  Gleichung  (11)  durch  die  bei  uns  vorliegende  Function  (p  oder 
durch  irgend  eine  andere  Function  qp  bedeutet  dabei,  dass  nach  Ein- 
tragung des  Ausdrucks  der  Function  q){x,x^,  ■■■,  x„)  in  (11)  und  Aus- 
führung der  partiellen  Differentiationen  diese  Gleichung  in  x,x^,-  ■  -j  Xn 
identisch  erfüllt  ist. 

Zum  Beweise  des  aufgestellten  Satzes  ziehen  wir  das  System  (6) 
heran.  Die  einzelne  Gleichung  (pk{x,  x^,  ■  ■  -,  Xn)  =  0,  hat  die  Bedeutung, 
dass,  wenn  wir  hier  für  x^,---,Xn  die  einem  vorgelegten  Wertsystem 
C  ■  •  -,  Cn  zugehörigen  Integralfunctionen  eintragen,  (pk{x,  x^,  •  •  •,  Xn) 
bei  jeder  Veränderung  der  unabhängigen  Variabelen  x  den  constanten 
Wert  Ck  behält.     Die  Differentiation  nach  x  liefert  somit: 

und  hieraus  schliessen  wir,  indem  wir  die  rechts  stehenden  Differential- 
quotienten -^  durch  ihre  aus  (2)  hervorgehenden  Ausdrücke  ersetzen, 
auf  das  Bestehen  der  Gleichung: 

für  alle  zusammengehörigen  Werte  x,x^,---,Xn.  Diese  Gleichung  ist 
nun  aber  gänzlich  unabhängig  von  dem  besonderen  System  der 
C  •  •'•,  Cn,  von  dem  wir  gerade  ausgingen;  die  letzte  Gleichung  muss 
demnach  insbesondere  für  jedes  willkürliche  System  |,  l^.  Ig,  •  •  •,  |„ 
unabhängig  von  einander  gewählter  Anfangswerte  bestehen,  d.  h.  die 
Gleichung  ist  in  x,  x^,  ■  ■ -,  Xn  identisch  erfüUt,  wie  bewiesen  werden 

sollte. 

Da  wir  unter  (9)  gleichfalls  ein  vollständiges  Integralsystem  der 
simultanen  Gleichungen  (2)  besitzen,  so  wird  auch  Ok{(Pi,  <Pi,  -  ■  -,  9'«) 
der  Gleichung  (11)  genügen.  In  der  That  besteht  sogar  das  Theorem: 
Sind  (Pi,  (p2,  •  ■-,  (fn  irgend  welche  n  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen (11),  so  hat  man  auch  in  0{(p^,  tp^,  ■  ■  -,  (pn)  ein  solches 
Integral,  wenn  hierbei  unter  0  eine  „willkürliche"  Function  dercp^,q)^,--,cp„ 
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verstanden  wird.  Tragen  wir  nämlich  für  cp  in  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (11)  die  Function  0  ein,  so  erhalten  wir  für  diese  linke  Seite: 

(12)  x±'^'p+x,±'^p+...  +  x.y]'^p 

=  Z/  aT.L^ä^  +  ^1  ä^  +  •  •  •  +  ^«ä^J- 

Da  aber  rechter  Hand  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  für 
alle  Werte  h  =  1,  2,  •  •  •,  n  verschwindet,  so  verschwindet  die  ganze 
rechte  Seite,  und  also  befriedigt  ^  in  der  That  die  Differentialglei- 
chung (11). 

Auch  umgekehrt  gilt:  Ist  cp{x,  x^,  •  •  -,  Xr)  irgend  eine  Function, 
welche  die  partielle  Differentialgleichung  (11)  befriedigt,  so  lässt  sich 
(p  als  Function  ^{(fi,  (p^,  ■  ■  ■,  90«)  der  unter  (6)  gemeinten  n  Func- 
tionen (p^,  cp^,  '  •  -,  cpn  allein  darstellen.  Da  nämlich  die  Functionen 
9^17  9^27  *  •  ■?  9^«  i^  Bezug  auf  x^,  x^,  •  •  •,  Xn  unabhängig  sind,  so  kann 
man  bei  gegebenen  Werten  dieser  Functionen  und  der  Variabelen  x 
die  x^,  x^,  •  ■  -j  Xn  berechnen,  d.  h.  man  kann  die  x^,  x^,  -  •  -,  Xn  als 
Functionen  der  (n  -f-  1)  Variabelen  x,  <p^,  tp^,  •  •  •,  9„  ansehen.  Dieser- 
halb  wird  sich  das  gedachte  Integral  q){x^,  x^,  •  •  •,  x,)  gleichfalls  als 
Function  von  x,  (p^,  (p^,  •  •  -,  (pn  ausdrücken  lassen: 

(13)  9P  =  0{x,  9)1,  9^2,  .  • .,  <pn). 

Da  aber  die  Gleichung  (11)  für  (p  erfüllt  ist,  so  folgt: 

Diese  Gleichung  reduciert  sich,  weil  der  unter  (12)  angesetzte  Ausdruck 
mit  null  identisch  ist,  auf: 

Da  es  sich  hier  um  eine  identische  Gleichung  handelt  und  X  gewiss 

nicht  identisch  verschwindet,  so  wird  0-    beständig   gleich   null   sein, 

d.  h.  die  in  (13)  rechts  stehende  Function  enthält  x  nicht  mehr  neben 
den  9?!,  •  •  •,  (pn  explicite.  Somit  lässt  sich  9  thatsächlich  in  die  Ge- 
stalt 0{(p^,  9)2,  •  •  •,  gj„)  setzen. 

Mit  diesem  Ergebnis  schliesst  unsere  Überlegung  vollends  ab. 
Nicht  nur  jedes  System  (9)  mit  willkürlichen  Functionen  Q^,  •  •  •,  0„ 
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einer  nicht  identisch  verschwindenden  Determinante  (8)  liefert  ein 
vollständiges  Integralsystem  von  specieller  Gestalt  für  die  simultanen 
Gleichungen  (2);  sondern,  da  jedes  Einzelintegral  (p(x,  x^,  ■■  ■,  Xn)  =  C 
links  ein  in  der  Gestalt  O  (qp^,  cp^,  ■  •  •,  (pn)  darstellbares  Integral 
der  partiellen  Differentialgleichung  (11)  hat,  so  ist  auch  die  oben 
behauptete  Umkehrung,  dass  wir  in  der  Gestalt  (9)  zu  jedem  Integral- 
system unserer  Art  gelangen  können,  thatsächlich  eingelöst.  Wir 
erkennen,  dass  die  Integration  der  simultanen  Gleichungen  (2)  und 
diejenige  der  partiellen  Differentialgleicliung  (11)  gänzlich  äquivalente 
Probleme  sind.  Bei  dieser  Sachlage  würden  wir  auch  die  Glei- 
chung (11)  an  die  Spitze  stellen  können  und  würden,  wenn  wir  in 
<Pi{^,  ^x,  ■  •  •,  ^n),  ■  •  ■,  (Pn{x,  x^,  •  ■  ■,  Xn)  n  particuläre  Integrale  derselben 
von  nicht  identisch  verschwindender  Functionaldeterminante: 

C  {X^  )  ^2  1  •  •  *  5  "^-n) 

auf  irgend  einem  Wege  gewonnen  hätten,  ein  vollständiges  Integral- 
system der  simultanen  Gleichungen  (2)  einfach  dadurch  erhalten,  dass 
wir  die  (p^{x,  x„  ■  ■  •,  Xn),  ■  •  •;  (pn{oc,  x^,  •  •  •,  Xn)  mit  n  Constanten,  wie 
in  (6),  gleich  setzen. 

§  5,    Geometrische  Deutungen  und  Beispiele. 

Die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  sind  im  Falle  n  =  2 
unmittelbar  einer  wichtigen  Deutung  fähig.  Wir  ersetzen  in  diesem 
Falle  die  Bezeichnungen  x^,  x^  durch  «/,  z  und  schreiben  die  gegebenen 
simultanen  Gleichungen: 

äx äy        äz 

^}  X{x,  y,  z)  ~  Y{x,  y,  z)  ~  Z{x,  y,  z) ' 

Wir  deuten  nun  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  der  Punkte  des 
gewöhnlichen  Raumes  R^  von  drei  Dimensionen.  Dabei  haben  freilich 
nur  die  Systeme  reeller  Werte  x,  y,  z  eine  anschauliche  Bedeutung; 
jedoch  sollen  die  complexen  Werte  der  x,  y,  z  keineswegs  ausgeschlossen 
sein,  vielmehr  sprechen  wir,  wie  man  es  auch  in  der  analytischen  Geo- 
metrie   gewohnt    ist,    vorkommendenfalls    von    „imaginären    Punkten" 

des  P^. 

Schreiben  wir  nun  ein  vollständiges  Integralsystem  zunächst  durch 

durch  die  beiden  Gleichungen  an: 

(2)  t^i(rr,  y,  z;  C„  C,)  =  0,      t^i^,  y,  z;  C„  C,)  =  0, 

so    wird   für  jede   particuläre  Auswahl   der  Constanten   C^,   C^  durch 
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dieses  Gleichungspaar  eine  Curve  im  Räume  R^  dargestellt  werden. 
Im  Anschluss  an  die  bei  den  partiellen  Differentialgleicliungen  ge- 
bräuchliche Sprechweise  sagen  wir,  dass  in  (2)  für  jede  specielle  Aus- 
wahl der  Ci,  C2  eine  „charakteristische  Gwve"-  für  die  simultanen 
Grleichungen  (1)  dargestellt  werde.  Der  ganze  Raum  B^  erscheint 
durch  eine  Schar  von  00^  charakteristischen  Curven  erfüllt;  denn  man 
kann  C^  und  C^  so  bestimmen,  dass  die  Curve  (2)  durch  einen  beliebig 
vorzuschreibenden  Punkt  ^,  r}^  ^  hindurchläuft.  Für  die  aus  (2)  zu 
berechnenden  Functionen  y  und  0  von  x  sind  die  Gleichungen  (1), 
denen  wir  auch  die  Gestalt: 

(3)  dx  :  dy:  dz  =  X{x,  y,  z)  :  Y(x,  y ,  z)  :  Z{x,  y,  z) 

geben  können,  in  x  identisch  erfüllt.  Durch  die  Verhältnisse  dx:dy:  dz 
wird  aber  in  bekannter  Weise  die  Richtung  der  Tangenten  im  Punkte 
(x^  y,  z)  bestimmt.  Es  ist  somit  die  Bedeutung  der  simultanen  Diffe- 
rentialgleichungen (1),  dass  durch  dieselben  in  jedem  Funkte  (x,  y,  z)  der 
einzelnen  charakteristischen  Curve  die  Tangentenrichtung  der  letzteren  ge- 
geben ist. 

Daraufhin  könnte  man  von  einer  beliebigen  Ausgangsstelle  ^,  ri,  t, 
durch  Aneinanderreihung  von  Bogendifferentialen,  die  aus  (3)  zu  be- 
stimmen sein  würden,  eine  durch  diesen  Punkt  (|,  iq,  ^)  hindurch- 
ziehende charakteristische  Curve  construieren.  Sind  die  Functionen 
X,  F,  Z  mehrdeutig,  so  wird  man  natürlich  vorschreiben  müssen,  mit 
welchen  Zweigen  man  die  Construction  an  der  Stelle  (|,  iq,  ^)  beginnen 
will.  Schwierigkeiten  können  bei  dieser  Construction  an  solchen  Stellen 
{Xj  y,  z)  eintreten,  an  denen  die  Quotienten  der  Functionen  X,  F,  Z 
ein  irreguläres  Verhalten  darbieten;  doch  gehen  wir  auf  derartige 
weitere  Ausführungen  der  Untersuchung  hier  nicht  ein. 

Die  einzelne  Gleichung  (2)  stellt  bei  particulären  C^,  63  eine 
Fläche  dar,  auf  welcher  eine  charakteristische  Curve  gelegen  ist. 
Knüpfen  wir  demgegenüber  an  ein  vollständiges  Integralsystem  in 
speci eller  Gestalt  an: 

(4)  ^x{^,y,^)  =  C^,        (p^{x,y,z)  =  C^, 

so  wird  die  einzelne  dieser  Gleichungen  für  einen  particulären  Wert  der 
Constanten  eine  Fläche  darstellen,  welche  schlicht  von  charakteristischen 
Curven  bedeckt  ist.  Greifen  wir  nämlich  z.  B.  auf  einer  particulären 
Fläche  9)1  =  C^  einen  Punkt  {x,  y,  z)  auf  und  berechnen  durch  Ein- 
tragen dieser  Coordinaten  (x,  y,  z)  in  die  zweite  Gleichung  (4)  den 
Wert  C2,  so  liefern  in  der  That  die  Gleichungen  (4)  für  diese  beiden 
Werte  C^,  C^  eine  charakteristische  Curve  auf  der  Fläche  (p^  =  C^ 
durch    den    Punkt    (x,  y,  z).      Man    sagt,    die    einzelne    Gleichung    (4) 
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stelle  eine  „Schar  von  Integralflächen"  oder  bei  particiilärem  C  eine 
einzelne  „Integralfläche"  der  simultanen  Gleichungen  (1)  dar. 

Zu  einer  beliebigen  Integi-alfiäclie  werden  wir  gelangen,  wenn  wir 
aus  der  Gesamtschar  aller  oo^  charakteristischen  Curven  in  „willkürlicher" 
Weise  oo\  eine  Oberfläche  hildende  Curven  herausgreifen.  Nun  ist  die 
Gesamtschar  jener  Curven  durch  den  Schnitt  der  beiden  Flächenbüschel 

(4)  gegeben.  Ordnen  wir  demnach  dem  einzelnen  0^  nicht  die  Ge- 
samtheit aller  Werte  C^,  sondern  nur  diejenigen  Werte  C^  zu,  welche 
mit  Cj  durch  die  „willkürliche"  Relation: 

(5)  O(C„0,)  =  0 

verbunden  sind,  so  haben  wir  in  gewünschter  Weise  cx)^  Curven  zu 
einer  Fläche  combiniert,  deren  Gleichung: 

(6)  ^((Piix,  y,^),  fp2^^,  y,  ^))  =  0 

sein  wird.  Wir  sind  in  dieser  Art  zu  den  Betrachtungen  von  pg.  444  ff. 
zurückgeführt.  — 

Für  w  >  2  können  wir  freilich  auch  die  bei  reellen  x,  x^,  •  •  •,  Xn 
eintretenden  reellen  Gleichungen  und  Functionen  in  einer  der  eben  be- 
sprochenen analogen  Art  der  geometrischen  Veranschaulichung  nicht 
zugänglich  machen.  Indessen  ist  es  statthaft  und  sogar  nützlich,  auch 
bei  beliebigem  n  die  soeben  für  n  =  2  benutzte  geometrische  „Sprech- 
weise" beizubehalten.  Wir  werden  dabei  x,  x^,  x^,  •  •  •,  Xn  als  recht- 
winklige Coordinaten  der  Punkte  in  einem  Räume  jR^+i  von  (w  -f-  1) 
Dimensionen  deuten.  In  diesem  i?n+i  ist  dann  durch  die  Gleichungen 
(4)  pg.  442  oder  (6)  pg.  443  die  Schar  der  oo"  charakteristischen  Curven 
des  Systems  (2)  pg.  442  daTgestellt.  Hiernach  wird  eine  „Curve"  im 
Rn+i  ein  eindimensionales  Gebilde  vorstellen*).  Die  einzelne  Gleichung 
(6)  pg.  443,  welche  eine  n-dimensionale  Mannigfaltigkeit  von  oo"~^ 
charakteristischen  Curven  darstellt,  ergiebt  eine  IntegralfläcJie  der  simul- 
tanen Differentialgleichungen. 

Zur  weiteren  Erläuterung  der  vorgetragenen  allgemeinen  Entwick- 
lungen sollen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

Beispiel  1.  Wir  wollen  für  n  =  2  den  Fall  betrachten,  dass 
die  c3o^  charakteristischen  Curven  ein  System  geradliniger  Strahlen 
oder  kurz  ein  „Strahlensystem"  im  jRg  vorstellen.  Die  beim  Übergang 
von  der  ursprünglichen  Gestalt  zur  Schreibweise  (2)  pg.  442  der 
simultanen  Gleichungen  unbestimmt  gebliebene  Function  X  soll  der 
Gleichung: 


*)  Man  bemerke  übrigens,   dass  hierbei  als  eindimensional  die  Wertmannig- 
faltigkeit einer  „complexen"  Variabelen  gilt. 

JTricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesxmgen,  29 


450     VII.   Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  mehreren  Variabelen. 

entsprechend  gewählt  werden.     Die  Folge  ist,  dass  für  das  System: 

/•^x  dx dy dz 

^  ^  Xix,  y,  z)  ~  Y{x,  y,  z)  ~  Z{x,  y,  z) 

die  nachfolgende  Relation  identisch  besteht: 

(8)  X^+Y^  +  ^=l; 

an  jeder    Stelle   x,  y,  z  werden  also  X,   Y,  Z  direet  die   Richtungs- 
cosinus der  Tangente  der  charakteristischen  Curve  darstellen. 

Soll  nun  die  letztere  Curve  eine  Gerade  sein,  so  dürfen,  wenn  wir 
auf  der  Curve  von  (x,  y,  z)  zu  {x  -\-  dx,  y -\-  dy,  z  -(-  dz)  fort- 
schreiten, die  Richtungscosinus  X,  Y,  Z  eine  Veränderung  nicht  er- 
fahren haben,  d.  h.  man  hat  (^X  =  0,  (?r=0,  dZ=^.  Diese  drei 
Gleichungen  sind  auch  hinreichend  dafür,  dass  die  in  Rede  stehende 
Curve  eine  Gerade  ist.  Die  Fortschreitungsrichtung  bestimmt  sich  aber 
aus  (7),  so  dass  wir  zu  den  drei  identisch  gültigen  Gleichungen  ge- 
langen : 


(9) 


ox         ^     dy         '     dz  ' 

ex  dy         '     dz 


Überdies  aber  gilt  zufolge  (8)  immer: 


dx    '         dx    '        dx  ' 


^y  dy  ^^      dy 

dz^  ^  dz^  ^T^ 


Durch  Combination  dieser  Gleichungen  mit  den  voraufgehenden 
ergiebt  sich,  dass  das  System  (9)  vollständig  durch  die  eine  fortlaufende 
Gleichung  ersetzt  werden  kann: 

^__^       ^_^        dX_dY 

/■(AN  dz       dy d_x dz  dy  ~ 'dx 

K^^J  X        ~         Y ~Z 

Das  identische  Bestehen  dieser  und  der  Gleichung  (8)  giebt  die  gesuchte 
Bedingung  dafür,  dass  das  System  der  charakteristischen  Curven  ein 
Strahlensystem  ist. 
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Die  Gresamtheit  aller  Secanten  zweier  windschiefen  Geraden  G^,  G^ 
bildet  ein  besonders  einfaches  Strahlensystem.  Durch  jeden  Punkt  des 
Raumes,  der  weder  G^  noch  G^  angehört,  läuft  ein  und  nur  ein  Strahl 
des  Systems  hindurch;  und  in  jeder  Ebene,  die  weder  G^  noch  G^ 
enthält,  ist  ein  und  nur  ein  Strahl  gelegen. 

Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  liefern  die  durch: 

dx:dy:dz  =  {x^  —  1)  :  {xy  —  z)  :  {xz  —  y) 

gegebenen  Differentialgleichungen.  Man  zeigt  sofort,  dass  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  derselben  durch: 

y  =  ax  -\-h,        z  =  hx  -\-  a 

gegeben  ist,  wo  a  und  h  willkürliche  Constante  sind.     Hierdurch  sind 

in  der  That  <x>^  Strahlen  dargestellt,  deren  einzelner  die  beiden  durch: 

x  —  l=0,   y  —  z  =  0     bez.     a;+l=0,   y  -\-  z  =  0 

gelieferten  Geraden  G^,  G^  schneidet.  Ein  Integralsystem  in  specieller 
Gestalt  hat  man  für  diesen  Fall  in: 

x-\-l  '      X  —  1        ^^ 

unter  a  und  /3  zwei  neue  Constante  verstanden.  Das  Ebenenbüschel 
durch  die  Gerade  G^  und  ebenso  das  durch  G^  ergiebt  lauter  Integral- 
flächen ersten  Grades.  Andere  Integralflächen  ersten  Grades  giebt 
es  nicht. 

Dagegen  erkennen  wir  sofort  die  Existenz  von  oo^  Integralflächen 
zweiten  Grades.  Irgend  eine  gegen  Gy  und  G^  windschiefe  Gerade 
heisse  G^.  Dann  bilden  alle  die  Geraden  G^,  G^  und  G^  zugleich 
schneidenden  Strahlen  eine  solche  Fläche.  Nun  giebt  es  oo^  Gerade  G^, 
und  immer  oo^  liefern  die  gleiche  F^che,  so  dass  wir  auf  diese  Weise 
zu  oo^  Flächen  gelangen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Gleichung  einer  Integralfläche  ist: 

^\x-\-l'     x  —  l) 
Zum  zweiten  Grade  führt  der  Ansatz: 

oder  in  geordneter  Form: 

Äx'  -f  D{y'  —  z')  +  (B-\-q  {xy  —  z)  +  {B-  C)  {xz-y)-Ä  =  0. 

Man  zeigt  leicht  direct,  dass  diese  oo^  Flächen  alle  Integralflächen 
zweiten  Grades  erschöpfen;  denn  es  handelt  sich  hierbei  um  alle 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  G^  und  G^  tragen. 

29* 
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Beispiel  2.  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m 
unter  Wirkung  einer  Centralkraft,  die  allein  von  der  Entfernung  r 
des  Punktes  vom  anziehenden  Centrum  abhängt,  so  existiert  ein 
Potential  V,  welches  gleichfalls  eine  Function  der  eben  genannten  Ent- 
fernung r  allein  ist.  Um  bei  gegebenem  V  die  Bewegung  des  Punktes 
zu  finden,  machen  wir  das  anziehende  Centrum  zum  Nullpunkt  eines 
rechtwinkligen  dreiaxigen  Coordinatensystems.     Alsdann  gilt: 

(11)  ^2  =  rr^  +  /  +  z\ 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  sind: 

^     ^  dt^         ex'  dv        dy '  dt^        dz' 

wobei  t  die  Zeit  bedeutet.  Die  Aufgabe  soll  sein,  die  Coordinaten 
X,  y,  z  des  materiellen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit  t  zu  bestimmen 
und  so  die  Bewegung  des  Punktes  anzugeben. 

Die  nach  den  Axen  genommenen  Componenten  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  nennen  wir: 

/1Q\  Ax  dy  dz 

Mit  Hilfe  derselben  schreiben  sich  die  drei  Gleichungen  (12)  so: 

(\^  ^  =  —  ^      ^  =  i.  ^      dw  _  1  dV 

^     ^  dt         m  dx'     dt         m  dy'      dt         ~mWz' 

Unsere  Aufgabe,  die  Bewegung  des  fraglichen  Punktes  zu  bestimmen, 
läuft  hinaus  auf  die  Integration  der  sechs  simultanen  Gleichungen  (13) 
und  (14)  mit  der  unabhängigen  Variabelen  t  und  den  sechs  gesuchten 
Functionen  x,  y,  z,  u,  v,  w.  Ein  vollständiges  Integralsystem  enthält 
sechs  willkürliche  Constante,  als  welche  man  die  zur  Zeit  ^  =  0  vor- 
liegenden „Anfangswerte"  Xq,  y^,  •  •  •,  Wq  annehmen  kann. 

Bei  der  besonderen  Bauart  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  kann 
man  nun  vier  Integrale  derselben  ohne  weiteres  leicht  angeben.  Zunächst 
folgt  durch  Combination  jener  Gleichungen: 

'^Vdt^''dt^'^-di)~d^dt+¥ydt+dldt' 
oder  da   V  von  x,  y,  z  allein  abhängt: 

Durch  Integration  findet  man  von  hieraus  die  sogenannte  „Energie- 
gleichung": 
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wo  Cq  eine  erste  Constante  ist. 

Da    V  nur   von  r  abhängt,    so   findet  sich  unter  Benutzung  der 
Gleichung  (11): 

die        dr    r  ^     dy        dr    r  '     dz         dr    r 

Trägt  man  diese  Ausdrücke  in  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (14) 
ein,  so'  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  letzteren  paarweise  combinieren: 

du  dw         d 

z 


dt 


dv  du         d   /  \         r\ 


dt         ^ dt         dt 

Die   Integration    dieser    Gleichungen   führt   zu    den    drei   „Flächenglei- 
chungen'': 

yw  —  zv  =  C^,    zu  —  xw  =  C^,    xv  —  yu  =  C^, 

aus  denen  z.  B.  sofort  hervorgeht,   dass  sich  der  Punkt  beständig  in 

der  durch: 

C,x  +  C,y  +  03^  =  0 

gegebenen  Ebene  bewegt. 

An  der  vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  fehlen  jetzt  noch  zwei 
Integrale;  wir  begnügen  uns  mit  der  Angabe,  dass  dieselben  durch 
Quadraturen  gewonnen  werden  können*). 

Aufgabe  1.     Man  integriere  die  simultanen  Gleichungen: 
dx  :  dy.  dz  =^  {z  —  2y)  :  (2a:  +  3^;)  :  {3y  +  x), 
wobei  man  benutzen  wolle,  dass  sich  diese  Gleichungen  ersetzen  lassen  durch: 

3dx  —  dy  -{-  2dz  =  0,        xdx  -\-  ydy  —  zdz  =  0\ 
und    man    untersuche    die    zugehörigen   charakteristischen  Curven    und  Integral- 
flächen. 

Aufgabe  2.    Die  pg.  331  entwickelte  Behandlung  der  Euler'schen  Gleichungen: 

^^  =  (B_COco,a,,,      B^-^=={C-A)u>,co,,      G^  ^  {A- B)  <o,<o, 
soll  im  Sinne  der  hier  gegebenen  allgemeinen  Theorie  discutiert  werden. 

*)  Hierüber  sowie  über  die  Bedeutung  der  Benennungen  „Energiegleichung" 
und  „Flächengleichung"  sei  auf  die  Lehrbücher  der  analytischen  Mechanik 
verwiesen. 
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§  6.    Die  integrierenden  Factoren  und  die  Multiplicatoren 
der  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen. 

Man  schreibe,  indem  man  die  Function  X  in  (1)  pg.  442  mit  1 
identisch    wählt,    das    vorgelegte    System    der   simultanen    Dijfferential- 

gleichungen: 

» 

(1)  dx^  —  X^dx  =  0,    dx^  —  X^dx  =  Q),--,    dXn  —  Xndx  =  ö. 

Sieht  man  die  x,  x^,  ■  •  -,  Xn  als  unabhängige  Variabele  an,  so  sollen 
die  auf  den  linken  Seiten  dieser  n  Gleichungen  stehenden  Differential- 
ausdrücke abgekürzt  durch: 

(2)  F^  =  dx^  —  X^dx,    F^  =  dx^  —  X,dx,  •  • .,    F„  =  dxn  —  X^dx 

bezeichnet  werden. 

Im  Falle  n=  1  giebt  es  für  die  eine  hier  eintretende  Gleichung 
i'i  =  0  stets  sogenannte  „integrierende  Factoren^',  deren  einzelner 
li{x,  x^  bewirkt,  dass  das  Product  ^iF^  mit  dem  totalen  Differential 
einer  Function  (p{x,  x^  der  beiden  Variabelen  x,  x^  identisch  wird: 

(3)  ^Fi  =  —  iiX^dx  +  iidx^  =  d(p  =  ^dx  +  ~^dx^. 

Die  Theorie  der  integrierenden  Factoren  im  Falle  n=  1  pflegt 
man  in  den  einführenden  Vorlesungen  über  Integralrechnung  zu  ent- 
wickeln. Insbesondere  zeigt  man,  dass  sich  bei  Kenntnis  eines  inte- 
grierenden Factors  fi(x,  icj  die  zugehörige  Function  tp  durch  Quadra- 
turen finden  lässt.  Schreibt  man  nämlich  die  mit  ^  multiplicierte 
Differentialgleichung  kurz : 

U{x,  x^)  dx  +  lJ^{x,  x^  dx^  =  0, 

so  gilt  für  (p  die  Darstellung: 

(4)  tp{x,  x,)  =Judx  -{.J[U,-  A  J  udx'\  dx,  +  G, 

wo  sich  das  Integral  mit  dem  Index  {x)  auf  x,  das  mit  dem  Index  {x^ 
auf  X,  bezieht  und  C  eine  Constante  ist. 

Wir  verallgemeinern   nun  diesen  J^nsatz  auf  den  Fall  der  n  Glei- 
chungen (1).     Ein  System  von  n  Functionen  ^,,  fi^,  •  •  -,  ^„  der  x,  x,, 
•  •,  Xn  soll  ein  System  von  integrierenden  Factoren  der  simultanen  Glei- 
chungen (1)  heissen,  wenn  hei  unabhängig  gedachten  x,  x,,  x^,  •  •  •,  Xn 
die  Summe: 
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fii-P\  +  l^2^2  H h  ^r^^» 

ein   totales   Differential    ist.     In  geordneter  Form  schreiben   wir  diese 
Summe: 

n 

(5)  ^ (ikFk  =  üdx  +U,dx,-\ h  UndXn. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  wir  hier 
das  totale  Differential  einer  Function  (p{x,  x^,  x^,  ■  •  -,  Xn)  vor  uns 
haben,  besteht  darin,  dass  für  alle  Combinationen  zweier  Indices 
i^  Jc  =  0,  1,  2,  •  •  -,  n  die  Belationen: 

identisch   bestehen.     Dabei    ist   der  Gleichmässigkeit  halber  Xq  statt  x 
und  Uq  statt  ü  geschrieben. 

Existiert  nämlich  eine  Function  (p(x,  x^,  •  •  -,  Xn)^  deren  totales 
Differential  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5)  ist,  so  gilt: 

/'7\  ^"f  —  TT      ^"^  —  TT      ...       ^=  U 

Die  Gleichungen  (6)  sind  somit  eine  Folge  der  Relationen: 

dx^dx^        dx^dx.' 

Bestehen  andererseits  die  Bedingungen  (6),  so  gelingt  in  der  That 
immer  die  Berechnung  einer  zugehörigen  Function  rp(x,  x^,  •  ■  -,  Xn)  von 
den  ü,  Ui,"-,  Un  aus  vermöge  einer  Kette  von  Quadraturen  durch  Ver- 
allgemeinerung des  der  Gleichung  (4)  zu  Grunde  liegenden  Verfahrens. 
Giebt  es  nämlich  eine  Function  (p,  so  muss  sich  dieselbe  der  ersten 
Gleichung  (7)  entsprechend  in  der  Gestalt: 

(8)  9  =  /  Udx  -f  (pi{x^,  •  ■  •,  Xn) 

(*) 
darstellen  lassen,  wo  cp^  von  x  unabhängig  ist.     Durch  Differentiation 
nach  Xk  würde  mit  Rücksicht  auf  (7)  folgen: 

(9)  11-:=^' -4/^'^^'       "='■'■"'■ 

(X) 

Giebt  es  andererseits  eine  diesen  w  Bedingungen  genügende  Function 
(f^,  welche  x  nicht  mehr  enthält,  so  wird  offenbar  die  zugehörige  in 
(8)  gelieferte  Function  (p  die  von  uns  gesuchte  sein  5  denn  sie  genügt 
allen  {n  -f  1)  Gleichungen  (7). 
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Indem  solchergestalt  die  Untersuchung  auf  die  Bestimmung  der 
Function  tp^  reduciert  ist,  bezeichnen  wir  die  aus  den  U  zu  berechnende 
rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  durch   F*: 


Vk=  Uk  —  ö —  /  Udx,  (*  =  i, 

(05) 


Wir  überzeugen  uns  alsdann  zunächst,  dass  F*  thatsächlich  von  x  unab- 
hängig ist;  denn  es  ist: 


dv^_du^      du 

dx         dx        dxj^ 


zufolge  (6)  mit  null  identisch.     Weiter  ergiebt  sich  aus  (6): 

dx^        dxj^^ 

so  dass  das  oben  formulierte  Kennzeichen  eines  totalen  Differentials 
am  w-gliedrigen  Ausdruck: 

(10)  y^dx^  +  y^dx^  H \.  y.dxn 

erfüllt  ist. 

Nun  aber  muss  zufolge  (9)   offenbar  ^  =  Ft  für  alle  w  =  1,  2, 

•■  ',  n  gültig  sein,  und  also  ist  der  Ausdruck  (10)  das  totale  Diffe- 
rential von  (f^.  Die  Aufsuchung  der  Function  cp  für  den  (n -\- 1)- 
gliedrigen  Ausdruck  (5)  unter  den  Bedingungen  (6)  ist  in  dieser  Weise 
auf  die  Bestimmung  einer  Function  g)^  aus  einem  entsprechenden 
w-gliedrigen  Differentialausdruck  (10)  reduciert.  Da  wir  schliesslich 
für  einen  zweigliedrigen  Ausdruck  die  Formel  (4)  besitzen,  so  ist  durch 
das  eingeleitete  Recursionsverfahren  die  Existenz  der  fraglichen  Function 
<p(x,  Xj^,  '  ■  -^  Xn)  bewiesen  und  zugleich  eine  Methode,  dieselbe  durch 
eine  Kette  von  Quadraturen  zu  berechnen,  gewonnen. 

Für  die  Systeme  integrierender  Factoren  gelten  nun  folgende  Sätze. 

Hat  man  ein  erstes  System  integrierender  Factoren  ^i,  ^2}  '    '>  f^n, 

n 

und  ist  ^  HkFj,  das  totale  Differential  der  Function  (p(x,  x^,  ■  ■  -,  Xn), 

k  =  l 

SO  gewinnen  wir  in: 

(11)  fp(x,  X^,   "  ■,  Xn)  =  C 

ein  zugehöriges  Integral  der  simultanen  Differentialgleichungen  (1).  Da 
nämlich  zufolge  (5)  und  (2)  bei  unabhängig  gedachten  x,  x^,  •  •  -,  Xn'. 
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n  

dcp 


=    (Jl  =  f*l7       ^^  ^2  ^2? 


=    Un  =  (In 


dx^ 1  — ri;      sx,  "^ä         r-.;  .      Sx 

gilt,  so  folgt  durch  Combination  dieser  Gleichungen: 

Die  Function  (p  befriedigt  somit  die  zum  System  (1)  gehörige  partielle 
Differentialgleichung,  so  dass  nach  pg.  445  ff.  in  (11)  in  der  That  ein 
Integral  des  Systems  (1)  vorliegt, 

Haben  wir  umgekehrt  in  cp  ==  C  irgend  ein  Integral  der  simulianen 
Gleichungen  (1),  so  liefern  die  n  Functionen: 


(13) 


d(p  dq> 


ein  System  von  integrierenden  Factor en.     Man  zeigt  nämlich  mit  Hilfe 
der  partiellen  Differentialgleichung  (12)  jetzt  einfach,  dass: 

n 
k  =  l        * 

d.  i.  gleich  dem  totalen  Differential  von  q)  ist. 

Ist  ein  vollständiges  Integralsystem  unserer  simultanen  Gleichungen 
(1)  gegeben  in: 

so  haben  wir  dem  Ansatz  (13)  entsprechend  n  Systeme  integrierender 
Factoren: 


(0        ^"fi         (i) 

^1  -a^'    ^2 


8x  ' 


.('•) 


)x. 


-,       a'  =  5—,  (J  =  l,2,--,n). 


Die  n-gliedrige  Determinante: 


(14) 


^r 


ri  ?    r2  ? 


(n) 


dieser  w  Factorensysteme  nennen  wir  nach  Jacobi  einen  „Multiplicator'' 
des  Systems  der  simultanen  Gleichungen  (1)  und  bezeichnen  denselben 
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mit   M.      Der    Multiplicator    M    ist    identisch     mit    der    Functional- 
determinante  der  cp^,  tp^,  •  •  •,  cpn  in  Bezug  auf  x^,  x^,  •  •  -,  x»: 


(15) 


M  = 


<7  (ajj ,  ajj ,  •  •  • ,  x^ 


welche  nach  pg.  444  in  x^,  x^,  •  ■  -,  Xn  nicht  identisch  verschwindet. 

Ersetzen    wir    das    hier  zu   Grunde  gelegte  vollständige  Integral- 
system durch  ein  beliebiges  anderes: 

so  möge  dieses  entsprechend  auf  den  Multiplicator  M'  führen.     Aber 
es  ist: 


dx. 


dcp^  dxj^    ■"  d(pi  dx^    ' 


+ 


d(p„di 


und  also  folgt  auf  Grund  des  Multiplicationsgesetzes  der  Determinanten 
für  den  neuen  Multiplicator  M': 


(16) 


M'  = 


^(qpi,  qpg,  •■•,  qoj 


M. 


Hieran  schliesst  sich  der  folgende  Satz:  Ist  M  der  mm  System 
der  Integrale  <Pi,  <P2f  •  ■  •,  ffn  geMrende  Multiplicator  der  simultanen 
Gleichungen  (1),  so  hat  man  in: 

(17)  M'  =  0{<p„  cp„  • . .,  g),)  .  ilf 

stets  wieder  einen  Multiplicator  der  Gleichungen  (1),  wenn  hierbei 
^{^1}  ■  ■  '7  'Pn)  eine  willkürlich  gewählte  Function  (fi,  •  •  -,  g^n  ist. 
Wählen  wir  nämlich  ein  neues  Integralsystem  mit  den  Functionen: 


'l=J^<^<Pl>      ^2  =  9>2;-'-;      ^n  =  <Pn, 


^. 


0  im  Sinne  des  zu  beweisenden  Satzes  gebraucht,  so  ist: 

O     ^    ...     ^ 
0,   1,  0,  •••,    0 


^(ti,  qpj,  •••,  qp„) 


0,   0,  1, 


0 


=  a>, 


0,  0,  0,  •••,  1 

und  also  geht  die  Richtigkeit  des  fraglichen  Satzes  aus  (16)  hervor. 

Der  fragliche  Satz  lässt  sich  dahingehend  umkehren,  dass  man  durch 
den  Ansatz  (17)  zu  jedem  weiteren  Multiplicator  des  Systems  (1)  gelangt. 
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Es  hängt  dies  zusammen  mit  einem  anderen  wichtigen  Theoreme, 
welches  zunächst  vorauszusenden  ist:  Jeder  MuUiplicator  M  des  Systems 
(1)  stellt  eine  Function  der  x,  x^,  •  ■  -,  Xn  dar,  für  welche  die  partielle 
Differentialgleichung : 


(18)  |f  +  ^(^)  +  ^(^  + 


_^mxi^^ 


H) 


,  Xn    identisch    besteht,    d.  h.    M   ist    ein   Integral   dieser 


Gleichung. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  verstehen  wir  unter  (pi  =  C^,  •  •  -, 
(p^  =  Cr,  wie  oben  das  dem  Multiplicator  M  zu  Grunde  liegende 
Integralsystem.  iV^  sei  diejenige  w-gliedrige  Determinante,  welche  man 
erhält,  wenn  man  die  Glieder  der  Z;**'°  Verticalreihe  in  der  Functional- 
determinante: 


dx^'    dx^' 


aqpi 

dx„ 


dx^'    dx^'    "  ■'    dx^ 


durch  -5—  ,   -3—  , 

dx  '    ox  ' 


^fn 


dx 


ersetzt.    Da  nach  (11)  pg.  445  die  Identitäten: 


^^i  "^^  ,r  ^^i 


dx  ~       ^  -^'dx. 
j  =  i  * 

bestehen,  so  gilt  offenbar: 

(19)  Nu  =  —  XkM. 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (18)  schreibt  sich  somit: 


(20) 


dx  +  ^^    dx,        dx      ^^  dx,  ■ 


Hier  zeigt  man  nun  durch  directe  Rechnung,  dass  der  rechter  Hand 
stehende  Ausdruck  in  x,  x^,  x^,  ■  •  •,  Xn  identisch  verschwindet.  Um 
nämlich  die  Ableitung  einer  w-gliedrigen  Determinante  nach  einer  der 
Variabelen,  etwa  x,  zu  bilden,  muss  man  die  Glieder  der  i*«"  Vertical- 
reihe durch  ihre  Ableitungen  nach  x  ersetzen  und  alle  w  für  i  =  1,  2,  •  •  •,  w 
so  entspringenden  Determinanten  addieren.  Für  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (20)  berechnen  wir  so: 
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-2 

*  =  i 


dx-^dx'        '  dx^ 


dx-i  dx'        '  dx^ 


+  •••  + 


dx^dXj^'     '   dx  '     '  ^a;^ 


dxi  dxj^'     '   dx  '     '  ^^n 


+  •••  + 


'  3a;^  dx 


8Xi'       '     dx  ^       '   ^^n^^k 


>    • 


Hier  sind  in  den  Determinanten  unter  dem  Summenzeichen  jedesmal 
die  erste,  die  ¥^  und  die  w*"  Vertikalreihe  aufgeführt,  wobei  nur  für 
^  =  1  eine  einfache  Abänderung  der  Schreibweise  eintreten  muss. 
Man  erkennt  nun  sofort,  dass  die  Ä;*°  Determinante  im  h^"^  Glied e  der 
Summe  gegen  die  ¥^  unter  den  vor  dem  Summenzeichen  stehenden 
Determinanten  fortfällt;  ebenso  ergiebt  sich  auf  Grund  eines  Elementar- 
satzes der  Determinantentheorie,  dass  sich  die  **®  Determinante  im 
^ten  (Jiiede  der  Summe  gegen  die  Ti^  Determinante  im  i^"^  Gliede  ge- 
rade forthebt,  wenn  hierbei  i  und  li  irgend  zwei  verschiedene  unter 
den  n  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •,  w  sind.  Somit  ist  in  der  That  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (20)  mit  null  identisch;  d.  h.  es  ist  M,  wie  be- 
hauptet, ein  Integral  der  Differentialgleichung  (18). 

Aber  nicht  nur  jeder  Multiplicator  befriedigt  (18),  sondern  es  gilt 
auch  umgekehrt  der  Satz:  Jede  die  partielle  Differentialgleichung  (18) 
befriedigende  Function  M  von  x,  x^,  •  -  -,  Xn  ist  ein  Multiplicator  des 
Systems  (1).  Verstehen  wir  nämlich  unter  M  einen  Multiplicator,  der 
aus  irgend  einem  particulären  Integralsystem  von  (1)  wie  oben  her- 
geleitet ist,  und  ist  Jf^  irgend  ein  Integral  von  (18),  so  setze  man  den 
Quotienten  von  M■^^  und  M  gleich  q}(x,  x^,  •  •  •,  Xj^: 

M^  =  M'  (p{x,  x^,  •  •  •,  Xn). 

Nun  soll  für  M^  und  also  für  Mcp  die  Differentialgleichung  (18)  gelten, 
d.  h.  wir  haben  die  Gleichung: 


diMcp) 
dx 


+2 

k  =  l 


d{Mq>Xj) 


dxj. 


fP 


8M        ^^nd{MXj) 


dx 


+z 


-\-M 


1+2^^ 


*  =  ! 


dx^ 


k  =  t 


=  0. 


dxi 
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Überdies  bestellt  für  M  die   Grleichung  (18),  und  da  M  sicher  nicht 
mit  0  identisch  ist,  so  wird  q)  die  Gleichung: 

befriedigen.    Infolge  dessen  ist  <p  nach  einem  pg.  446  bewiesenen  Satze 
in  der  Gestalt  (p  =  0{(p^,  ••',  cpn)  darstellbar.     Es  folgt  also: 

so  dass  iHfi  nach  (17)  in  der  That  ein  Multiplicator  ist. 

Hiermit  haben  wir  zugleich  eine  independente  Erklärung  eines 
Multiplicators  des  Systems  (1)  gewonnen,  insofern  wir  als  Multiplicator 
irgend  ein  Integral  M  der  Differentialgleichung  (18)  definieren  können, 
welches  eine  nicht  identisch  verschwindende  Function  der  x,  x^,  •  •  •,  Xa 
darstellt.  Auch  ist  aus  der  letzten  Überlegung  die  noch  unbewiesene 
obige  Behauptung  evident,  dass  jeder  Multiplicator  M'  in  dem  zum 
Integralsysteme  (pk  =  Ck  gehörigen  M  durch  die  Formel  (17)  dar- 
stellbar ist. 

Für  w  =  1  fallen  die  Multiplicatoren  mit  den  integrierenden  Factoren 
selber  zusammen.  Die  hier  entwickelten  Sätze  kommen  für  diesen  Fall 
auf  bekannte  Theoreme  über  die  integrierenden  Factoren  einer  einzelnen 
Gleichung  dx^  —  Xi(a;,  x^)  dx  =  0  zurück. 

Aufgabe  1.  Man  stelle  die  Diflferentialgleichung  der  Multiplicatoren  für 
das  in  Beispiel  2)  pg.  452  betrachtete  System: 

dx  —  udt  =  0,      dy  —  vdt  =  0,      dz  —  wdt  =  0, 

du-^^^dt  =  0,      dv--^^dt=^0,      dw-^~dt  =  0 
m  dx  m  dy  m  ö z 

auf  und  zeige,  dass  einer  der  Multiplicatoren  mit  1  identisch  ist. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  dass  auch  beim  System  der  Euler'schen  Glei- 
chungen : 

dcoi  —  acOgMjdf  =  0,       doa^  —  bco^co^dt  =  0,       da^  —  ca^ca^dt  =  0 

die  Einheit  1  einen  Multiplicator  liefert. 

§  7,    Reduction  des  Differentialgleicliungssystems  bei  Kenntnis 
einiger  Integrale.     Princip  des  letzten  Multiplicators. 

Man  führe  an  Stelle  der  x,  x^,  x^,  •  •  •,  Xn  neue  Veränderliche 
V)  yx,y2,  ••  '7  Vn  durch  die  Gleichungen: 

(1)       y  =  ^(x^x^,---,Xn),    2/i  =  ^l(^,%,"-,^»),  •",    yn  =  fl>n{x,X^,'-',Xn) 

ein  und  yerlange,  dass  diese  Gleichungen  nach  x,  x^,  •  •  •,  Xn  auflösbar 
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seien,  dass  also  die  Functionaldeterminante  der  ip,  ^^^  •  •  •,  t/;„  in  Be- 
zug auf  X,  x^,  ■  '  ■,  Xn  nicht  identisch  verschwinde.  Unter  diesen  Um- 
ständen lassen  sich  die  (n  -\-  \)  Gleichungen: 

^2/  =  1^  ^^  +  H  ^^1  +  •  •  •  +  U  dxr., 


nach  den  Differentialen  dx,  dx^,  •  •  •,  dx„  auflösen.  Wenn  wir  dem- 
nach die  n  Differentialausdrücke: 

F^  =  dxj^  —  X^dx,    F^  =  dx^  —  X^dx,  •  •  •,    F»  ==  dx.t  —  X^dx 

auf  die  neuen  Variabelen  transformieren,  so  werden  sie  die  Gestalt 
annehmen : 

(2)  F,  =  Ä^'^dy  +  <(?!/,  +  •  •  •  +  4*Vy„,       (.=1.2....,«). 

wo  wir  die  Ä  als  Functionen  der  y  berechnet  denken.  Indem  wir  die 
in  (2)  rechts  stehenden  Ausdrücke  gleich  null  setzen,  entspringt  das 
System  unserer  simultanen  Differentialgleichungen  in  der  auf  die  y  trans- 
formierten Gestalt.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  jedes  Integral  des 
ursprünglichen  Systems  auf  die  y  umgerechnet  ein  Integral  des  Systems 
der  transformierten  Differentialgleichungen  darstellt.  Auch  ist  natürlich 
^^hFk  in  den  y  ein  totales  Differential,  wenn  dies  bei  Gebrauch  der 
X  zutrifft. 

Das  transformierte  System  wollen  wir  jetzt  auf  eine  ebenso  ein- 
fache Form  bringen,  wie  sie  beim  ursprünglichen  vorliegt.  Man  wird 
zu  diesem  Ende  die  n  Gleichungen: 

(3)  J^'^dy  +  A':^dy,  +  -  •  •  -f  A^^y^  =  0 

nach  dy^,  dy^,  •  •  •,  dyn  auflösen,  wobei  sich  diese  Differentiale  in 
Vy  Vxy  '  '  '}  Vn  und  dy  darstellen.  Wir  wollen  diese  Operation  unter 
der  Annahme  unabhängiger  y,  y^,  •  •  ■,  ynSin  die  Gleichungen  (2)  knüpfen, 
aus  denen  wir  durch  geeignete  lineare  Combinationen  die  n  Gleichungen: 

(4)  G,  =  dy,  -  Y,dy  ==  af^F,  +  a'^^^F,  +  •  •  •  +  ai'^i^„ 

gewinnen.  Das  transformierte  System  in  der  neuen  Gestalt  entspringt 
dann  durch  NuUsetzen  der  Differentialausdrücke  G^^;  die  a\  sind  Func- 
tionen der  y,  y^^  •  •  •,  ^„,  die  wir  zu  berechnen  vermögen. 

Jetzt  möge  ein  System  integrierender  Factoren  v-^,  v^,  •  •  ■,  Vn  für 
^i;  ^2>  ■  '  *;  ^«    vorliegen.     Indem    wir    das    vollständige  Differential 
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^VkGk  auf  Grund  von  (4)   in  den  F  darstellen,   zeigt  sich,   dass   ein 
correspondierendes   System  integrierender  Factoren  für  i^i,  •  •  •,  Fn  in: 


(5) 


gewonnen  wird.  Bei  der  Art,  wie  wir  die  Multiplicatoren  aus  n  Systemen 
integrierender  Factoren  herstellten,  folgt  unter  Benutzung  des  Mul- 
tiplicationssatzes  der  Determinanten,  dass  jedem  Multiplicator  M  des 
ursprünglichen  Systems  Fk  =  0  ein  Multiplicator  N  des  transformierten 
Systems  Gk  =  0  mgehört,  der  mit  M  verbunden  ist  durch  die  Gleichung: 


(i^  =  4' Vi  +  ^^^2  H-  • 

•  +  4"V„, 

^n  =  »n  Vi   +  a^n^V^   +   • 

1      (») 

(6) 


M=N 


af, 

(2) 

•,    a^ 

»T, 

«?', 

(n) 

Da  wir  die  a^*^  berechnen  können,  so  können  wir  aus  einem,  bekannten 
Multiplicator  M  für  die  Gleichungen  Fk  =  0  stets  einen  solchen  für  das 
transformierte  System  G^  =  0  berechnen. 

Von  diesen  allgemeinen  Entwicklungen  können  wir  nunmehr  eine 
sehr  wichtige  Anwendung  machen.  Wir  nehmen  an,  dass  von  den 
Integralen  der  n  simultanen  Gleichungen  Fk  =  0  bereits  einige  be- 
kannt seien.  Die  Anzahl  dieser  bekannten  Integrale  sei  s  <  w;  sie  seien 
gegeben  durch: 

(7)  (pi  =  Ol,    9?2  =  ^2;  •  ■  •;    ^1  =  ^»• 

Sollen  hierin  s  Gleichungen  eines  vollständigen  Integralsystems  von 
specieller  Gestalt  (cf.  pg.  443  u.  f.)  vorliegen,  so  müssen  die  Functionen 
^17  92  7  '  '  ')  9«  ^^  ^^^  -^^^  "^^^  einander  unabhängig  sein,  dass  sich 
unter  den  n  Grössen  x^,  x^,  •  •  •,  Xn  wenigstens  in  einer  Art  s  aus- 
wählen lassen,  die  umgekehrt  als  Functionen  von  (p^,  q)^,  •  •  •,  (ps  be- 
rechenbar sind.  Anderenfalls  müssten  nämlich  alle  s-gliedrigen  De- 
terminanten der  Matrix: 


dx^' 

dx' 

^9, 
dx^  ' 

dtp, 
cx„ 
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identisch  verschwinden;  und  dann  könnten  wir  leicht  ersichtlich  in  (7) 
nicht  einen  Bestandteil  eines  vollständigen  Integralsystems  haben. 

Es  ist  nun  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  an- 
nehmen, dass  die  (Px,  q)^,  •  -  • ,  (ps  in  diesem  Sinne  bezüglich  der  s 
letzten  Variabelen  Xn-s+i,  ■  ■ -,  Xn  unabhängig  seien.  Unter  diesen 
Umständen  haben  wir  eine  zulässige  Transformation  (1)  in: 

(8)  y==x,  y^  =  x^,---,  yn-s  =  Xn-s,  yn~s+i  =  (Pi,  ■■-,  yn  =  (ps- 

Bei  dieser  Transformation  nehmen  die  letzten  s  Diflferentialglei- 
chungen  des  transformierten  Systems: 

(9)  Gn-s-\-k  ==  dcpk  —  Yn-s+kdy  =  0 

eine  sehr  einfache  Gestalt  an.  Transformieren  wir  nämlich  rückwärts 
auf  die  ursprünglichen  Variabelen,  so  folgt: 

j^dx-\-  2j  äF^^^'  ~  ^n-,^kdx  =  0. 

Da  aber  zufolge  der  ursprünglichen  Differentialgleichungen  dXi  =  Xidx 
ist,  so  folgt: 

\j^  +Zj  J^.  ^J^^  —  Yn-s+kdx  =  0. 
1  =  1        '      -■ 

Nun  verschwindet  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  nach  pg.  445 
identisch;  es  wird  also  auch  Yn-s^k  identisch  null  sein,  so  dass  die 
Gleichung  (9)  die  Gestalt  gewinnt: 

Gn-aJf-k  =  d(pk  =  0. 

Wir  haben  also  das  Ergebnis:  Bilden  wir  vermöge  der  s  bereits  he- 
hannten  Integrale  (7)  die  Transformation  (8),  so  ist  die  neue  Gestalt 
des  Systems  der  simultanen  Differentialgleichungen: 

(10)  dy^—Y^dy=0,-,    dyn-s—Yn-sdy=0,    dcp^^^O,  ■  - -,  d(p,=0. 
Die  letzten  s    Gleichungen  sind  direct  integrabel  und  führen  auf: 

9^1  =  C'i,    9^2  =  C'g,  •  •  •,    (ps  =  Cs 

zurück.  Tragen  wir  diese  constanten  Werte  für  die  tpk,  d.  i.  für  die 
«/„_,_l-i.-in  die  Functionen  Y^,  •  •  •,  Yn—s  ein,  so  besteht  die  zur  voll- 
ständigen Integration  noch  zu  lösende  Aufgabe  in  der  Integration  der 
{n  —  s)  Gleichungen: 

(11)  c?2/i  —  Yj^dy  =  0,  dy^  —  Y^dy  =  0,  •  •  •,  dyn-s  —  Yn-»dy  =  0 
mit  den  {n  —  s  +  1)  Variabelen  y,  y^,  y^,  •  •  •,  yn-,. 
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Um  nun  endlich  auf  die  Multiplicatoren  einzugehen,    so  müssen 
wir  die  Relationen  zwischen  den  Differentialen   der  neuen  und   denen 
der    alten   Variabelen  heranziehen.     Zufolge   (8)  gilt,    wenn   wir  jetzt 
wieder  x,  x^,  ■  •  -,  Xn  als  unabhängig  denken: 
(12)  dy  =  dx,    dy^  =  dx^,  ■  ■  ■ ,    dyn-s  =  dXn-,, 


(13) 


d<P^=-^dx+2jj^dx,, 


(t  =  l,  2,  •  •  -,«). 


Aus  (4)  und  (12)  ergeben  sich   somit  für  unsere  Transformation 
(8)  als  specielle  Werte  der  af: 


(14) 


Die  Gleichung  (13)  aber  nimmt,  wenn  wir  dxi  =  Fi  +  Xidx  eintragen, 
die  Gestalt  an: 


(^n-s  +  k  =  2j'd^,^'~^ 


dx 


+2^-7-1 


dx\ 


und  da  der  rechter  Hand  in  Klammern  eingeschlossene  Ausdruck  iden- 
tisch verschwindet,  so  folgt  aus  (4)  für  die  in  (14)  noch  nicht  ge- 
nannten  a.   : 


f^^\  >-*  +  *)  ^''i-         An-s-Vlc)  _^'Pk      _  (n- 


dx„' 


j^Q  l^  l^  2,  •  ■  ■,  s  zu  nehmen   ist.     Die  in  (6)  rechts  stehende  De- 
terminante   reduciert    sich   demnach   offenbar  auf  die  Functionaldeter- 

minante: 

^(^Pijjp22_;_ljp£)_ 

so   dass  zwischen  zwei  einander  correspondierenden  Multiplicatoren  M 
und  N  gegenwärtig  die  Relation  besteht: 


(16) 


M=N 


^(^n- 


■s+l)  •• 


Als   Multiplicator    des    Systems    (10)    befriedigt    N   die    partielle 
Differentialgleichung  (cf.  pg.  459): 

Fr  icke,  analyt.-functionentb.  Vorlesungen,  30 
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dN       djNY,)        djNY,)  ,    HNY^_,)       ^ 

dy^      dy,      "I"      8y,     "1  f"     dy„_,      ~^ 

identisch.  Dieserhalb  können  wir,  da  hier  Ableitungen  nach  den  (p^ 
überhaupt  nicht  mehr  auftreten,  für  die  (pk  die  Constante  Ck  eintragen, 
ohne  dass  die  letzte  Gleichung  aufhört  in  y,  y^,  •  •  •,  ^/„_,  identisch 
zu  bestehen.  Setzen  wir  demnach  in  den  entwickelten  Ausdruck  von  N 
für  9)j,  (f^,  •  •  •,  cp,  die  obigen  Constanten  C^,  C^,  •  •  ■,  C^  ein,  so  haben 
wir  nach  den  Theoremen  von  pg.  459  ff.  in  dem  jetzt  allein  noch  von 
2/j  yi>  '''}  Vn—s  abhängenden  N  einen  Multiplicator  des  reducierten 
Systems  (11). 

Den  im  Anschluss  an  das  System  (11)  aufgestellten  Satz  können 
wir  demnach  noch  folgendermassen  ergänzen:  Kennt  man  neben  den  s 
Integralen  auch  noch  einen  Multiplicator  M  der  ursprünglichen  simul- 
tanen Gleichungen,  so  kann  man  vermöge  (16)  und  durch  nachherige 
Eintragung  der  Constanten  C^,  C^,  ■  ■  -,  C,  an  Stelle  der  g)^,  q)^,---,  (p, 
immer  auch  einen  Multiplicator  N  für  das  reducierte  System  (11)  angehen. 

Zu  einem  besonders  wichtigen  Specialfalle  gelangen  wir  für 
s  =  n  —  1.  Die  nach  N  aufgelöste  Gleichung  (16)  nimmt  hier  die 
Gestalt  an: 

(17)  N.  ^ 


Wir  tragen  in  den  entwickelten  Ausdruck  von  N  für  g)^,  tp^,  ■  ■  -,  (pn-i 
die  Constanten  C^,  C^,  •  •  •,  Cn—i  ein  und  gelangen  dergestalt  zu  einem 
sogen,  „letzten  Multiplicator".  Das  reducierte  System  (11)  besteht  hier 
nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  mit  den  beiden  Variabelen  y,  y^. 
In  diesem  FaUe  kommen  die  Multiplicatoren  (cf  pg.  457)  einfach  auf 
die  integrierenden  Factoren  zurück;  und  die  Kenntnis  eines  einzigen 
Multiplicators  genügt  somit  nach  pg.  454,  um  die  Integration  dieser 
letzten  Differentialgleichung  durch  Quadraturen  zu  vollenden.  So  ent- 
springt das  wichtige,  als  „Princip  des  letzten  Multiplicators"  bezeichnete 
Theorem:  Kennt  man  vom  System  der  simultanen  Differentialgleichungen 
F^  =  0,  •  •  ■,  Fn  =  0  bereits  (n  —  1)  unabhängige  Integrale,  sowie 
ausserdem  .einen  Multiplicator  M,  so  ist  die  vollständige  Integration  durch 
Quadraturen  zu  erreichen. 

Aufgabe.  Man  erläutere  die  hier  entwickelten  Principien  der  Multipli- 
catortheorie  an  der  pg.  331  durchgeführten  Integration  der  Euler'schen  Glei- 
chungen. Dass  hier  ein  mit  1  identischer  Multiplicator  existiert,  wurde  bereits 
am  Schlüsse  von  §  6  pg.  461  bemerkt. 
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§  8.    Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Die  Integration  eines  Systems  simultaner  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  einer  unabhängigen  und  n  abhängigen  Variabelen 
ist  nach  pg.  445  aufs  engste  verwandt  mit  der  Lösung  einer  zuge- 
hörigen partiellen  Differentialgleichung  mit  (n  -\-  1)  unabhängigen 
und  einer  abhängigen  Variabelen.  Indem  wir  jetzt  auf  die  partiellen 
Differentialgleichungen  ausführlicher  eingehen,  recapitulieren  wir  zu- 
nächst den  durch  die  genannten  Entwicklungen  bereits  erledigten  Fall. 

Es  seien  n  unabhängige  complexe  Variabele  x^^,  x.^,  •  ■  ■,  Xn  vor- 
gelegt, und  durch  z  werde  eine  von  ihnen  abhängende  complexe  Ver- 
änderliche bezeichnet.  Die  vorzuschreibende  partielle  Differentialglei- 
chung   erster    Ordnung   sei    linear   und   homogen   in  den  n   Quotienten 

(1)  ^.i  +  ^»8|  +  -'-  +  ^"^.  =  «- 

Die  Coefficienten  X^,  X^,  ■  •■,  X„  sollen  irgend  welche  Functionen  der 
x^,  x^,  ■••,  Xn  sein-,  dagegen  sollen  die  X^,  •  •  •,  X„  die  abhängige 
Variabele  z  nicht  enthalten,  so  dass  letztere  in  der  Differentialgleichung 
explieite  überhaupt  nicht  auftritt*). 

Dies  ist  die  zum  System  simultaner  Gleichungen: 

Xj  Xj  X„ 

gehörende  partielle  Differentialgleichung.  Die  schon  genannten  Ergeb- 
nisse von  pg.  445  u.  f.  liefern  demnach  ohne  weiteres  endgültige  Angaben 
über  die  Integrale  z  der  Gleichung  (1),  d.  h.  über  diejenigen  Functionen 
z  =  (p{x^^  iCg,  •  •  •,  X,),  deren  einzelne,  in  die  Differentialgleichung  (1) 
eingetragen,  letztere  zu  einer  in  x^,  x^,-  ■  ■,  Xn  identisch  lestehenden  Glei- 
chung macht.  Es  gilt  der  Satz:  Es  existieren  (w  —  1)  particuläre 
Integrale: 

(2)  (Pi{x^,  X^,   •  •  -,    Xr),      9>2(^1)   ^2J    •  •  •'   ^»)'    *  •  •>      <3Pn-l(^l?  ^2;    *  '  *?  ^'^ 

der  Differentialgleichung  (1)  derart,  dass  auch  jede  willkürliche  Function: 

(3)  ^(qPi,  (P2,  ■  •  ■>  fn-l) 

dieser  (p  ein  Integral  z  der  Gleichung  (1)  liefert,  und  dass  andererseits 


*)  Natürlich  sollen  betreffs  der  Regularität  der  Quotienten  der  X^ ,  X^ ,  •  ■  • ,  X^ 
alle  diejenigen  Voraussetzungen  gültig  sein,  welche  den  analytischen  Entwick- 
lungen von  pg.  432  flf.  zu  Grunde  liegen. 
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jedes  Integral  von  (1)  in  der  Gestalt  (3),  d.  i.  als  Function  der 
^11  9^27  '  '  '■>  ^n—i  darstellbar  ist. 

Unter  Beibelialtung  der  bisherigen  Bezeichnung  der  Variabelen 
verallgemeinern  wir  jetzt  unsere  Aufgabe  dahin,  dass  es  sich  um  Inte- 
gration der  linearen  Differentialgleichung: 

(4)  ^.|^  +  ^3i  +  ---  +  -P»£.=  « 

handeln  soll,  wo  die  P^,  •  •  •,  P„,  Q  irgendwie  gegebene  Functionen 
von  x^,  ■  •  •,  Xn  und  z  sind.  Den  Begriff  eines  Integrals  dieser  Glei- 
chung wird  man  natürlich  immer  wieder  in  der  bisherigen  Weise 
fassen. 

Vermöge  einer  wichtigen  Überlegung  können  wir  die  vorgelegte 
Aufgabe  auf  die  Integration  einer  solchen  Differentialgleichung  zurück- 
führen, in  welcher,  wie  in  (1),  die  abhängige  Variabele  explicite  nicht 
auftritt.  Doch  müssen  wir  hierbei  vorab  den  Begriff  eines  Integrals 
etwas  weiter  entwickeln. 

Jedes  der  bisher  von  uns  in  Betracht  gezogenen  Integrale  einer 
oder  mehrerer  Differentialgleichungen  gehörte  einer  zum  mindesten 
einfach  unendlichen  continuierlichen  Schar  von  Integralen  an.  Nun 
kennt  man  aber  bereits  bei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Variabelen  sogenannte  „singulare"  Integrale,  deren  ein- 
zelnes keiner  solchen  Schar  angehört,  vielmehr  isoliert  für  sich  steht. 
Wir  werden  derartige  isoliert  auftretende  Integrale  auch  in  höheren 
Fallen,  so  oft  sie  sich  einfinden  sollten,  als  „singulare"  Integrale  be- 
zeichnen. Bei  der  hier  zunächst  vorliegenden  Untersuchung  der  Glei- 
chung (4)  müssen  wir  indessen  etwaige  singulare  Integrale  von  der  Be- 
trachtung einstweilen  ausschliessen. 

Es  sei  nun  z  irgend  ein  nicht -singuläres  Integral  von  (4).  Wir 
denken  dasselbe  definiert  durch  eine  Gleichung,  welche  wenigstens 
einen  Parameter  C  enthalten  wird.  Letzteren  schaffen  wir  auf  die 
rechte  Seite  der  Gleichung,  die  so  die  Gestalt  gewinnt: 

(5)  (p{z,  X^,  X^,   ■  •  •,    Xr)  =  C. 

Für   die  partielle  Ableitung  von  z  nach  Xi  findet  sich  hieraus   unab- 
hängig von  dem  besonderen  Werte  C: 

dcp 

(Q)  If-— _lfL. 

^  ^  dx.  ~        d^ 

dz 
Durch  Eintragung  dieser  Ausdrücke  in  (4)  folgt: 
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Denken  wir  0  aus  (5)  berechnet  und  in  (7)  eingetragen,  so  muss  eine 
in  x^,  x^j  •  ■  -,  Xn  identische  Gleichung  resultieren.  Man  kann  auch 
sagen,  dass  die  Gleichung  (7)  ohne  weitere  Umformung  für  alle  die- 
jenigen Wertsysteme  z,  x^,  x^,  •  ■ -,  Xn  erfüllt  sein  muss,  welche  (5) 
befriedigen.  Nun  kommt  zur  Geltung,  dass  C  willkürlich  wählbar  ist, 
und  dass  andererseits  C  in  (7)  nicht  mehr  auftritt.  Jedes  willkürlich 
aufgegriffene  Wertsystem  z,  x^,  x^,  •  •  •,  Xn  wird  bei  einem  richtig  ge- 
wählten C  die  Gleichung  (5)  befriedigen:  Die  Gleichung  (7)  muss  in 
x^,  x<^,  •  •  •,  Xn,  z  somit  identisch  bestehen,  d.  h.  cp  ist  ein  Integral 
dieser  Gleichung. 

Diese  Überlegung  ist  nun  auch  leicht  der  Umkehrung  fähig.  Hat 
man  in  (p{s,  x^,  •  •  •,  x„)  irgend  ein  Integral  von  (7),  so  wird  die 
Gleichung  cp  =  C  ein  Integral  is  von  (4)  liefern.  Die  Gleichung  (7) 
ist  nun  aber  von  der  einfachen  und  bereits  erledigten  Art,  da  die 
Pj,  •  •  •,  P„,  Q  die  abhängige  Variabele  9?  nicht  enthalten.  Indem  wir 
somit  geeignete  n  particuläre  Integrale  (p^,  cp^^,  •  •  •,  (pn  von  (7)  heran- 
ziehen, wird  uns  jedes  nicht- singulare  Integral  von  (4)  durch  den  Ansatz: 

(8)  ^(9Pi,  (p^,  •■■,  (pn)  =  0 

geliefert,  unter  0  eine  willkürliche  Function  der  (p^,  •  •  •,  cpn  verstanden. 
Im  Gegensatz  zu  (5)  ist  in  (8)  rechter  Hand  0  und  nicht  C  ge- 
schrieben; dies  ist  wegen  der  Willkür  von  0  ohne  Einbusse  der  All- 
gemeinheit der  in  (8)  dargestellten  Integrale  z  statthaft.  — 

Die  geometrische  Deutung  oder  Sprechweise,  die  pg.  447  ff.  ent- 
wickelt wurde,  soll  hier  in  vollem  Umfange  beibehalten  werden,  zumal 
wenn  sie  sich  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen  bezieht.  Letzteres 
findet  bei  der  Gleichung  (4)  für  n  =  2  statt.  Wir  nennen  in  diesem 
besonderen  Falle  die  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  und  schreiben 
die  Differentialgleichung: 

(9)  p(x,  y,^)^+  Q{x,  y^^)^  =  -^(^^  yy  ^)' 

Alle  nicht-singulären  Integrale  werden  uns  in  der  oben  gekennzeichneten 
Weise  von  der  partiellen  Differentialgleichung: 

dx    ^    ^  dy    ^        dz 
und  damit  von  den  simultanen  Gleichungen : 
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/.j^v  dx        dy        dz 

^  ^  Pix,  y,  z)  —  Qix,  y,  z)  —  M{x,  y,  z) 

geliefert.  Nach  pg.  448  gehört  zu  diesen  Gleichungen  eine  den  Raum 
ausfüllende  doppelt -unendliche  Schar  von  „charakteristischen  Curven",  die 
fortan  auch  als  mr  Differentialgleichung  (9)  gehörig  angesehen  werden 
sollen.  Greifen  wir  eine  einfach  unendliche  Schar  charakteristischer 
Curven,  die  eine  Oberfläche  bilden,  auf,  so  haben  wir  eine  „Integral- 
fläche" der  Differentialgleichung  (9)  gewonnen.  Ist  (p{x,  y,  z)  =  0 
die  Gleichung  dieser  Integralfläche,  so  finden  wir  hieraus  durch  Auf- 
lösung nach  z  ein  Integral  der  Gleichung  (9);  und  wir  wissen,  dass 
wir  auf  diesem  Wege  zu  allen  nicht -singulären  Integralen  von  (9) 
gelangen  können. 

Aufgabe  1.     Man  integriere  die  nachfolgende  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

d  z  d  z  ,7V 

x^  +  2/ g-  =  «  -  («a;  +  by), 

in  welcher  a  und  6  Constante  sind.  Die  simultanen  Gleichungen  (10)  nehmen 
hier  die  Gestalt  an: 

dx        dy  dz 

X  y  z  —  {ax  -\-  hy) 

Sieht  man  x  als  unabhängige  Variabele  an,  so  ist  y  sofort  als  Function  von  x 
darstellbar.  Für  z  als  Function  von  x  entspringt  alsdann  eine  leicht  lösbare 
lineare  Differentialgleichung. 

Aufgabe  2.     Die  charakteristischen  Curven   der  folgenden  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung: 

dz    ,    ,  dz 
dx  cy 

unter  a,  fe,  c  gegebene  Constante  verstanden,  sind  lauter  parallele  Gerade,  deren 
Richtungscosinus  proportional  zu  a,  h,  c  sind.  Die  Integralflächen  sind  demnach 
die  Cylinderflächen ,  deren  geradlinige  Erzeugende  die  eben  genannte  Richtung 
haben.  Man  führe  die  Integration  der  vorgelegten  Gleichung  unter  geometrischer 
Deutung  der  erhaltenen  Resultate  vollständig  durch. 


§  9.    Vollständige  Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 

Das  in  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  vorgelegte  und 
durch  die  sich  anschliessende  Entwicklung  behandelte  Problem  soll 
jetzt  dahin  verallgemeinert  werden,  dass  mehrere,  etwa  q,  Diffe- 
rentialgleichungen dieser  Art  integriert  werden  sollen.  Die  gesuchte 
Function  wollen  wir  sogleich  durch  das  Symbol  cp  bezeichnen; 
dieselbe  soll  also  zu  gleicher  Zeit  den  q  partiellen  Differentialgleichungen 
genügen: 


(1) 
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p(2)  d^      ,      p{2)  Iq^      I      .  .  .      I      p(2)  1^    ,^  Q 


1   dx^    '       2   ga;^    I  I       '^  dx 


pq)  8^      ,      p[q)  ^   _j_   .  .    .   _|_   pil)  ^   ^^   Q 


m  t?ewew  c?ie  qn  Coeffidenten  P  Functionen  von  x^,  x^,  •  •  -,  Xn  allein  sein 
sollen.  Um  diese  Differentialgleicliungen  kurz  bezeichnen  zu  können, 
definieren  wir  ein  „Operationssymbol"  X;  durch: 

(2)  X.  =  Pf)^  +  P«^  +  •  •  •  +  P^'^~- 

Xj  bezeichnet  also  diejenige  Operation,  welche  auf  cp  ausgeübt  die 
linke  Seite  der  «*^"  Differentialgleichung  (1)  liefert.  Die  vorgelegten 
Differentialgleichungen  können  wir  damit  abgekürzt  so  schreiben: 

Für  das  einzelne  Symbol  X  bestätigt  man  sehr  leicht  die  Regeln: 

X{(p^  ■  cp^)      =  9l><(92)  +  <P2^(fPi)- 
Diese  Formeln  sind  als  Specialfälle  in  der  allgemeineren  und  gleichfalls 
leicht  zu  beweisenden  Gleichung  enthalten: 

(5)  X{^(cp,,cp„.. .,  ^,))  =  1^  X  (<p,)  +  1^^  X(9),)  +  ...  4-  1^  X  (9,,). 

Grundlegend  ist  nun  folgende  Definition:  Die  Gleichungen  (1)  oder 

(3)  heissen  von  einander  abhängig,  falls  es  wenigstens  ein  System  nicht 
durchgängig  identisch  verschwindender  Functionen  ly,  k^,  •  •  •,  K  ^^^ 
%7  ^2J  '  '  ')  ^n  9^ß^i,  /****  welches  die  Gleichung: 

(6)  A,  X,(9))  +  A^X^Cg))  +  •  •  •  +  kqXq{<p)  =  0 

identisch  besteht;  giebt  es  kein  solches  Functionssystem  k-^,  k^,  ■  ■  ■,  kg, 
so  heissen  die  Gleichungen  (1)  unabhängig  von  eitiander.  Das  identische 
Bestehen  der  Gleichung  (6)  ist  so  gemeint,  dass  in  dem  geordneten  Aus- 
druck   dieser  Gleichung  die  Coefficienten  aller  n  Differentialquotienten 

-^  in  den  x^,  x^,  •  ■  -,  Xn  identisch  verschwinden: 

ox^. 

il)         .        A,Pl^^H-A,Pf +  A3Pf +  -..  +  APl^^=0,      (.=M,...,n). 


Haben  wir  den  Fall  der  Abhängigkeit   der   Gleichungen   (1),    so 
können  wir  jedenfalls  die  linke  Seite  einer  Gleichung,  etwa  Xq{(p),  aus 
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(6)  durch  die  linken  Seiten  der  übrigen  Gleichungen  identisch  dar- 
stellen: 

Xq((p)  =  ftiXi(9))  +  ^2^2(9')  H f-  ^s-i^s-iW 

Jedes  Integral  qo  der  ersten  (q  —  1)  Gleichungen  (1)  genügt  demnach 
der  q^°-  Gleichung  ohne  weiteres  auch  mit.  Die  letzte  Gleichung  (1) 
ist  dann  überhaupt  überflüssig  und  kann  fortgelassen  werden.  Offenbar 
dürfen  wir  von  vorn  herein  die  Annahme  machen,  dass  wir  mit  einem 
System  von  einander  unabhängiger  Gleichungen  (1)  zu  thun  haben. 

Unter  diesen  Umständen  gilt  der  Satz:  Die  Anzahl  q  muss  ent- 
weder <  n  sein,  oder  wir  müssen  q==  n  haben,  wobei  im  letzteren  Falle 
die  Determinante  der  n^  Functionen  P  nicht  identisch  verschwinden  darf. 
Ist  nämlich  q'^n  oder  q  =  n,  und  verschwindet  im  letzteren  Falle  die 
Determinante  der  P  identisch,  so  können  wir  durch  Auflösung  der 
n  Gleichungen  (7)  immer  ein  brauchbares  Functionssystem  k^,  X^,  ••-,  A^ 
finden,  für  welches  die  Gleichung  (6)  identisch  besteht.  Dann  also 
sind  die  q  Gleichungen  (1)  von  einander  abhängig. 

Liegt  der  Fall  q  =  n  vor,  so  darf,  wie  wir  sahen,  die  Determi- 
nante der  P  nicht  verschwinden.  Lassen  wir  demnach  unter  den  n  Glei- 
chungen (7)  die  ¥^  aus  und  bestimmen  aus  den  übrigen  (w  —  1)  Glei- 
chungen ein  System  nicht  durchgängig  identisch  verschwindender 
Ai,  Ag,  •  •  •,  A«,  so  ist  für  diese  A: 

(8)  ^.p«;'  +  i.T'!'  +  ■  ■  ■  +  i.pi»' 

sicher  nicht  identisch  null.  In  diesem  Falle  wird  die  Gleichung  (6) 
nach  Fortheben  des  Factors  (8)  offenbar  -^  =  0.      Durch    geeignete 

Combinationen  der  Gleichungen  (1)  folgt  also  jetzt  das  System  der 
n  Gleichungen: 

(9)  1^  =  0,     ^  =  0,  .  . .,     1^  ==  0. 

Es  kann  hiernach  q)  keine  der  Variabelen  x^,  x^,  •  •  •,  x„  enthalten. 
Haben  wir  den  höchsten  Fall  von  n  unabhängigen  Differentialgleichungen 
Xj(9))  =  0,  •  •  •,  X„(9p)  =  0,  so  giebt  es  nur  die  eine  triviale  Lösung, 
dass  (p  mit  einer  Constanten  identisch  ist. 

Es  besteht  nun  ein  höchst  wichtiger  Algorithmus,  vermöge  dessen 
wir  das  System  (1)  durch  Hinzufügung  weiterer  Differentialgleichungen 
ergänzen  können.  Indem  wir  zunächst  unter  (p  eine  beliebige  Func- 
tion der  x^,  x^,  •  ■  ■,  Xn  verstehen,  üben  wir  die  Operation  X»  auf 
y^kisp)  aus,  wobei  *,  it  irgend  zwei  verschiedene  unter  den  Indices 
1,  2,  •  •  •,  q  sind.     Wir  gewinnen   Xj(Xa:(9?))   und  bilden  entsprechend 
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Xj(Xj(9));  die  Differenz  dieser  beiden  Ausdrücke  lässt  sich  in  eine  be- 
merkenswerte einfache  Gestalt  umrechnen.  Wir  finden,  indem  bei  den 
nachfolgenden  Summen  der  Summationsbuchstabe  immer  die  Zahlen 
1,  2,  •  •  -,  n  durchlaufen  soll: 

x,(x,>))-x,(x,(,))=2(^"g-^r'l^) 

i  '  ■ ' 

_  V  r  p('')  A  Z'  V  p(*)  ^^  _  p(*)  A  /  V  pw  l^\ 

~^    \S'     dx\^   ^ra  dx)  ^l     dx^  \^   ^ra   dxj_ 

In    der   letzten  Doppelsumme   hebt   sich    nun   das    Glied   mit    g^  g^ 
gegen  dasjenige  mit  ^     Z.      gerade  fort,  so  dass  schliesslich  überhaupt 

keine  zweiten  Differentialquotienten  von  (p  mehr  übrig  bleiben.  Wir 
finden  demnach: 

m  ^^^      l  '  ' 

Indem  wir  hier  endlich  die  auf  l  bezogenen  Summen  mit  Hilfe  der 
Symbole  X»,  X^  ausdrücken,  gelangen  wir  zu  der  wichtigen  Formel: 

(10)      x,(x,(y))  -  x,(x,w)  =2  [x,(i^:')  -  x^p«:)]^. 


7W=1 


Den  rechts  in  der  Klammer  des  einzelnen  Gliedes  stehenden  Ausdruck 
denken  wir  als  Function  der  x^,  x^,  •  ■  ■,  Xn  berechnet  und  finden  auf 
diese  Weise,  dass  Xi(Xk{(p))  —  Xk0^i((p))  entwickelt  immer  wieder  einen 
Ausdruck  darstellt,  der  dasselbe  Bildungsgesetz  wie  die  linken  Seiten 
unserer  Differentialgleichungen  (1)  befolgt,  d.  h.  linear  in  den  n  Ab- 
leitungen von  (p  aufgebaut  ist  mit  Coefficienten,  die  Functionen  von 
Xt ,  Xo  j  '  '  ' )  '^n  sina. 

Jetzt  nehme  man  an,  dass  (p  ein  Integral  der  q  Gleichungen  (1) 
darstellt.  Dann  ist  \k{(p)  mit  null  identisch  und  dasselbe  wird  dem- 
nach auch  von  Xj(Xa;(9p))  gelten.  Da  aus  demselben  Grunde  Xk(y<i{(p)) 
identisch  verschwindet,  so  ist  zufolge  (10)  die  fragliche  Function  cp  zu- 
gleich auch  ein  Integral  der  Differentialgleichung: 


(11)         i[M^^-Mm§i='>- 
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Wir  besitzen  hiernacli  in  der  linken  Seite  der  Gleichung  (10) 
einen  Algorithmus,  vermöge  dessen  wir  aus  irgend  zweien  unter  den 
Gleichungen  (3)  eine  neue  wie  die  bisherigen  gebaute  Differential- 
gleichung gewinnen,  welche  von  allen  Integralen  g)  der  Gleichungen 
(3)  gleichfalls  befriedigt  wird.  Wir  wollen  diese  als  (q  -j-  1)*®  Glei- 
chung den  früheren  anreihen,  sofern  sie  von  jenen  unabhängig  sein 
sollte;  und  wir  wollen  den  hiermit  eingeleiteten  Ergänzungsprocess  so 
lange  fortführen,  als  er  noch  zu  neuen,  von  den  his  dahin  erhaltenen 
unabhängigen  Differentialgleichungen  zu  führen  im  Stande  ist.  Wir 
mögen  so  schliesslich  zu  den  r  Gleichungen  gelangen: 

(12)  X,  (qp)  =  0,     X,  (9))  =  0,  .  .  .,     X.(9)  =  0, 

wobei  alsdann  r^q  und,  wie  wir  schon  wissen,  r  ^  n  gelten  wird. 

Das  System  (12)  wird  hiernach  die  fundamentale  Eigenschaft 
haben,  dass  für  die  linJcen  Seiten  irgend  zweier  dieser  Gleichungen  hei 
beliebigem  cp  eine  Relation: 

(13)  Xi(X,((p))  —  X,(X,(9))  =  X,M(p)  +  ^2X2(9)  -\ -f  l,Xr{(p) 

in  den  x^,  Xg,  •  •  •,  Xn  identisch  besteht.  Man  sagt,  die  Gleichungen  (12) 
bilden  ein  „vollständiges  System  von  linearen  Differentialgleichungen" 
und  spricht  auch  wohl  kurz  von  einem  „vollständigen  System".  Da  das 
System  (12)  genau  dieselben  Integrale  hat,  wie  das  ursprüngliche 
System,  so  können  wir  uns  hinfort  allein  auf  die  Untersuchung  voll- 
ständiger Systeme  beschränken. 

Ist  r  =  n,  so  giebt  es  nur  die  eine  triviale  Lösung,  dass  tp  mit 
einer  Constanten  identisch  ist.  Der  Fall  r  <Cn  wird  uns  somit  aus- 
schliesslich interessieren.  Zu  seiner  vollen  Erledigung  sind  erst  noch 
ein  paar  Zwischenentwicklungen  einzuschalten. 

§  10.    Transformationen  bei  vollständigen  Systemen. 

Unter  cp  zunächst  wieder  eine  beliebige  Function  von  x^^jX^,  •  •  -,  Xn 
verstanden,  setzen  wir: 

fZ,  (<p)  =  4'^X,(9))  +  4'U9>)  +  •  •  •  +  Ä'r'M9>), 
Z,  (<p)  =  Äf'  X,  (9)  +  Af'  X,  (9)  +  •  •  •  +  Ä'r'  M9>) , 


[Zr(q>)  =  A'^XM  +  4'XM  +  ■■■  +  Al'^icp), 

wobei  die  r^  Coefficienten  Ä  gegebene  Functionen  der  x^,  x^,  •  •  -,  Xn 
einer  nicht-verschwindenden  Determinante  sein  sollen.  Zufolge  dieser 
letzteren  Bedingung  werden  wir  die  Gleichungen  (1)  nach  den  X 
auflösen  können  und  mögen  so  finden: 
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(2)  X,(cp)  =  B^'ZM  +  I^:^ZM  +   •  •  •  +  S'r'Zr(q>) 

fUj.  1=1  2  ■  •  •,  r.  Wir  wollen  das  System  der  Differentialglei- 
chungen: 

(3)  Z,((p)=0,      Z,{cp)  =  0,--;      Zr{<p)  =  0 

als  ein  mit  dem  ursprünglichen  System  (12)  pg.  474  „äquivalentes 
System"  bezeichnen.  Es  ist  aus  (1)  und  (2)  ohne  weiteres  evident, 
dass  äquivalente  Systeme  immer  die  gleichen  Integrale  haben.  Wir 
machten  von  diesem  Princip  bereits  bei  dem  System  (9)  pg.  472  Ge- 
brauch. 

Es  liegt  nun  die  Annahme  nahe,  dass  mit  dem  System  (12) 
pg.  474  auch  das  äquivalente  System  (3)  ein  „vollständiges"  ist.  Um 
dies  zu  prüfen,  entwickeln  wir,  wieder  bei  beliebiger  Function  qp,  aus 

(1)  die  Formel: 

Zi{Z,{(p))  —  Z^iZiicp)) 

-2  k  X.  (24?  Ki<p))  -  4^  X.  {2^1  K(<p))]  • 

Zur  Umgestaltung  der  rechten  Seite  machen  wir  von  der  ersten  Regel 
(4)  pg.  471  für  die  Operationssymbole  X,  Gebrauch-,  die  rechte  Seite 
der  letzten  Gleichung  nimmt  so  die  Gestalt  an: 

^  2"  K  ^'  K'  ^»  w)  -  ^'' ""'  K'  ^"•('"))] 

{        m 

oder,  wenn  wir  auch  noch  die  zweite  Regel  (4)  pg.  471  anwenden: 

+  Kx,(4')-<'x,(^«))x.,w]. 

Wir  können  dafür  auch  schreiben: 

J  (4^^«  -  <U«)  [X,  (X..W)  -  x„(x,  W)] 


l,  m 

+2 


'<»w[2'(^;"^K)-^;"'<.K))]}- 


Den  Coefficienten  von  X„,(g))  in  der  letzten  Summe  können  wir  aus 
den  Coefficienten  Ä  der  Substitution  (1)  als  Function  der  x^,  x^,  •  ■  ■,  x„ 
berechnen.  Den  Ausdruck  Xi(Xm(g>))  —  y^mO^^ii^))  können  wir  nach  (13) 
pg.  474  durch  eine  lineare  Combination  der  X  ersetzen.  Gehen  wir 
vermöge  (2)  zu  den  Z,  so  entspringt  die  Existenz  einer  Formel: 
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(4)     Z,(Z,(g)))  — Z,(Z,(9))  =  fiiZ,(<p)  +  fi,Z,{(p)  -| \-  ^,Z.(9)) 

für  jedes  Indexpaar  i,  Je.  Der  zur  Ergänzung  des  Differentialgleichungs- 
systems ausgebildete  Algorithmus  kann  hiernach  auch  bei  dem  System 
(3)  zu  keinen  neuen  Differentialgleichungen  führen. 

Die  Differentialgleichungen  (3)  werden  überdies  notwendig  von 
einander  unabhängig  sein.     Bestände  nämlich  eine  Relation: 

f*lZl(9P)  +  (^2^2(9')  H h  ^rZr((p)  =  0 

identisch,  so  würde,  da  die  Determinante  der  Ä  nicht  identisch  ver- 
schwindet, daraus  eine  entsprechende  Relation  für  die  X((p)  folgen, 
was  gegen  die  Voraussetzung  verstösst.  Man  hat  also  den  Satz:  Ist 
eines  von  zwei  äquivalenten  Systemen  ein  vollständiges,  so  gilt  dies  auch 
vom  anderen.  — 

Wir  betrachten  weiter  die  bei  einer  Transformation  der  unab- 
hängigen Variabelen  eintretenden  Verhältnisse.  An  Stelle  derx^,X2,---,Xn 
sollen  neue  Variabele  y^,  y^,  •  •  •,  «/„  treten,  welche  mit  jenen  durch  die 
n  Relationen  verbunden  sind: 

(5)  X^=g^(y^,y^,--;yn),    ^2=92iyvy2,-'-,yn),-  ■■,    Xn=gn{y^,y^,-,yn)- 

Diese  Gleichungen  sollen  nach  den  y  auflösbar  sein  und  mögen  dabei 
die  Form  annehmen: 

(6)  yi  =  \(x^,X^,---,yn),    yi  =  \{x^,X^,---,Xn\-'-,    yn  =  hn{x^,X^,'--,Xn) 

Um  die  einzelne  unserer  Differentialgleichungen  auf  die  neuen 
Variabelen  y  zu  transformieren,  knüpfen  wir  an: 

dx.        dy,  dx^  "f  dy^  dx.'^  r-  g^^  g^. 

und  haben  alsdann  für  alle  Je  =  1,  2,  •••,  r: 


C7)  S^rt^i:^'''' 


-»(*) 


Q^     in  der  folgenden  Bedeutung  gebraucht: 

/)(*)  _  pW^    ,     -pik)  ^Vi  _.  ^iic)  ^Vi 

^i       ^1  dx,  "T-  ^2  ao:,  "T        r-  ^„  ^^• 

Wir    denken    die    Q   in   den  y^,  y^,  ■  ■  ■,  y„   dargestellt   und    definieren 
das  Operationssymbol  Y^  durch: 

Alsdann  schreibt  sich  die  Gleichung  (7)  einfach: 
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(9)  X,(qp)  =  Yki^p), 

und  unser  auf  die  Variabelen  y^V^,  •••y  Vn  transformiertes  System  ist: 

(10)  Yi(9p)  =  o,  y,{cp)  =  o,--;  rr{cp)  =  o. 

Die  Gleichungen  (9)  gelten  für  alle  durch  (5)  verbundenen  Wert- 
systeme der  X  und  y,  d.  h.  sie  bestehen  bei  Gültigkeit  der  Relationen  (5) 
identisch.  Dabei  hat  man  cp  in  (9)  linker  Hand  durch  die  x,  rechts 
durch  die  y  ausgedrückt  zu  denken.  Die  Integrale  von  (10)  ent- 
springen demnach  aus  denen  des  ursprünglichen  Systems  einfach  durch 
Umrechnung  auf  die  neuen  Variabelen  y. 

Setzt  man  in  (9)  linker  Hand  Xi{(p)  für  (p  und  demnach  rechts 
Yi{(p)  statt  (p  ein,  so  folgt  wieder  als  Identität: 

X,(X,(9P))  =  Y,(Y,(9P)) 
und  also  wird  in  demselben  Sinne  gelten: 

X,(X,(9))  -  X,(X,(9))  =  Y,(Y,(9)))  —  Y,(Y,((p)). 

Aus  dem  Bestehen  der  Relation  (13)  pg.  474  ergiebt  sich  demnach 
sofort  eine  Gleichung: 

Y.-(Y*(9)))  —  Y,(Y,(gj))  =  v,Y,{(p)  +  v,Y,{(p)  H h  Vr^cp), 

wo  die  V  die  auf  die  y  umgerechneten  Functionen  X  sind.  Es  folgt 
hieraus  leicht:  Auch  in  der  transformierten  Gestalt  (10)  bilden  unsere 
Bifferentialgleichungen  ein  vollständiges  System. 

§  11.    Jacobi'sclie  Systeme.     Anzahl  der  verschiedenen  Integrale. 

Es  wird  sich  nun  vor  allem  um  die  Anzahl  wesentlich  verschie- 
dener Integrale  (p^,  cpc^,  ■  •  -,  cp^  unseres  vollständigen  Systems  handeln 
und  um  einen  Weg,  auf  dem  man  zur  Kenntnis  dieser  Integrale  ge- 
langen kann.  Verschieden  sollen  diese  Integrale  ^i,  g>2?  *  *  V  9^*  i^ 
dem  Sinne  heissen,  dass  keine  in  den  x  identische  Relation  zwischen 
ihnen  bestehen  darf.  Wie  im  Falle  einer  einzelnen  Gleichung  (1) 
pg.  467  werden  wir  nach  solchen  Integralsystemen  (p^^,  (p^,  •  •  ■,  (ps 
suchen,  dass  nicht  nur  jede  willkürliche  Function  0((pi,  (p^,  •  •  ■,  (p») 
allen  Gleichungen  des  vollständigen  Systems  genügt,  sondern  dass  auch 
umgekehrt  jedes  Integral  des  vollständigen  Systems  in  der  Gestalt 
0((pj^,  (p2f  •  •  •,  (ps)  darstellbar  ist. 

Um  zu  diesem  Ziele  zu  gelangen,  wollen  wir  das  vollständige 
System  durch  ein  äquivalentes  von  besonderer  Gestalt  ersetzen.  Es 
ist  hierbei  zweckmässig,  die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  des 
Systems    durch    m,    die   Anzahl    der   unabhängigen   Variabelen    durch 
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{m  -\-  n)  zu  bezeichnen.  Durch  Auflösung  der  m  Gleichungen  nach 
den  m  in  ihnen  linear  vorkommenden  Differentialquotienten  ~,  — -, 
•  •  ',  -ö—  gelangt  man  zu  folgendem  mit  dem  gegebenen  äquivalenten 
System : 

'y  (fß)   —^   -\-  P-^^      ^y        I     p(i)      ^9        I  ,     p(i)      dcp 


(1) 


^m  +  l  -      ^^m+2  ^        "      ^^m  +  n 


Y    /'^A    ^^       \      p(2)        ^9  1      p(2)        gy  I  ,      W2)        gqp  ^ 


x„(9.) - j^_^ + p,  85-—+^.  ä^:7.+"'+  "  5-;;t:.°° 

Ein  vollständiges  System  von  dieser  Gestalt  soll  fortan  als  ein 
„Jacohi'sches  System"  bezeichnet  werden.  Dann  gilt  jedenfalls  der  Satz, 
dass  jedes  vollständige  System  mit  einem  Jacobi'schen  System  äquivalent 
ist.  Die  Sätze  über  Existenz  und  Berechnung  der  Integrale  dürfen 
wir  demnach  an  das  Jacobi'sche  System  (1)  knüpfen. 

Da  unser  System  (1)  ein  vollständiges  ist,  so  besteht  für  jedes 
Indexpaar  i,  h  eine  Relation: 

M^k{<p))  -  MMq>))  =  h  y^xW)  +  K^^M  +  ■-•  +  A..X^(9). 
Diejenigen  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,   welche  die 

m  ersten  Differentialquotienten  ^-'^-,   k-^,  •••,   ^  enthalten,  sind  die 

cx^     ox^  0  x^^ 

folgenden: 

Trägt  man  aber  die  Ausdrücke  (1)  in  die  Rechnungen  von  pg.  473 
ein,    so    zeigt    sich    leicht,    dass    in    dem    entwickelten    Ausdruck   von 

XKX*(9'))  -  X,(X,(9^))  Glieder  mit  |^,  |^,  •  •  .,   p-  überhaupt  nicht 

auftreten.  Somit  müssen  die  eben  gemeinten  A^,  Ag,  •  •  •,  A«  sämtlich 
mit  null  identisch  sein.  Es  gilt  also  der  Satz:  Bei  einem  JacoM sehen 
Systeme  besteht  für  jedes  Indexpaar  i,  k  die  Gleichung: 

(2)  X,(X,(9)))  —  X,(X,(9))  =  0 

identisch.  Wegen  der  Bauart  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (10) 
pg.  473  kann  man  auch  sagen,  dass  für  jedes  Indexpaar  i,  Je  die  n  Glei- 
chungen: 
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(3)  X,(Pr')-X,(P;")  =  0,  X,(i^;')-X,(i^'')  =  0,..,  X,(P':')-X.(Pr)=0 

identisch  gelten. 

Wir  haben  nun  alle  Vorbereitungen  getroffen,  um  den  Haupt- 
satz über  die  Anzahl  der  Integrale  des  Systems  (1)  formulieren  zu 
können:  Das  JacoMsche  System  (1)  und  damit  überhaupt  jedes  voll- 
ständige System  von  m  Differentialgleichungen  mit  {m  -\-  n)  unabhängigen 
Varidbelen  besitzt  n  wesentlich  verschiedene  Integrale. 

Dieses  wichtige  Theorem  soll  durch  den  Schluss  der  vollständigen 
Induction  bewiesen  werden.  Die  erste  Gleichung  )^^{(p)  =  0,  für  sich 
genommen,  besitzt  nach  der  Betrachtung  zu  Anfang  des  §  8  pg.  467  ins- 
gesamt (m  -\-  n  —  1)  wesentlich  verschiedene  Integrale.  Wir  wollen 
ein  zugehöriges  Integralsystem  durch  (p^,  cp^,  •  •  •,  <pm  +  n  bezeichnen 
und  können  nach  den  Entwicklungen  von  pg.  443  ff.  annehmen,  dass 
die  (m  -\-  n  —  1)  Gleichungen: 

(4)    y2=(Pi{0i;i,-;^m  +  n),  2/3  =" 9^3 (^ir*>^»' +  «)/•>  ?/m  +  «  =  9'«  +  «K?'"?^'«  +  «) 

nach  x^,  x^,  •  •  -,  Xm  +  „  auflösbar  seien. 

Man  wolle  nun  an  Stelle  der  x^,  x^,  ■  ■  -,  x^  +  n  die  y^,  t/g,  •  •  •,  ym+n 
als  neue  Variabele  einführen  und  schreibe  der  Gleichmässigkeit  halber 
y^  statt  x^.  Die  erste  Gleichung  Xi(<3p)  =  0  nehme,  auf  die  y  trans- 
formiert, die  Gestalt  an: 

Die  Gleichung  ist  identisch  erfüllt,  wenn  man  93  =  2/2  setzt;  es  muss 
demnach  Q^^^  identisch  verschwinden.  Ebenso  folgert  man  das  iden- 
tische Verschwinden  von  Q''^\  ■  ■  ■,  C  +  «-  Weiter  ergiebt  sich  aus  den 
Rechnungen  von  pg.  476  für  Q['^  der  Wert  1,  so  dass  die  auf  die  y 
transformierte  erste  Differentialgleichung: 

(5)  .  Y.(^)  =  |^  =  0 

lautet. 

Durch    Combination    der    {m  —  1)    übrigen    Gleichungen  mit   der 

Gleichung  (5)  kann  man  in  jenen  Gleichungen  die  Glieder  mit  ^ 
zum  Fortfall  bringen.  Durch  Auflösung  derselben  nach  den  (m  —  1) 
Differentialquotienten  ü^^  ^7  •  •  •>  J^  gewinnt  man  den  Übergang 
zu  dem  äquivalenten  System: 
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(6) 


Y.W  =1^  =  0, 


dcp 


Y.W  =  a^  +  «i- 


^(2)        d  cp 


^y, 


TO+  1 


+  € 


dcp 


a« 


m  +  2 


+ 


+  QT 


^m{fp) 


^2/., 


m  +  l 


^y, 


m  +  2 


+'--+«ra'^ 


'y. 


m  +  ?i 


Dasselbe   ist   wiederum  ein  Jacobi'sches,   und  also  gelten  den  Formeln 
(3)  entsprechend  die  Identitäten: 

Y,K')-Y4«f>)  =  0 

für  alle  Indexpaare  h,  l.     Nun  aber  ist  Qf^  identisch  null,  so  dass  die 
letzte  Gleichung  bei  der  besonderen  Gestalt  von  Y^  die  Form  annimmt: 

Es  folgt,  dass   die  {m  —  1)  ■  n  Coefficienten  Q  des  Systems  (6)  Func- 
tionen von  y<i,  y^,  ■  •  •,  Vm  +  n  allein  sind  und  y^  nicht  mehr  enthalten. 

Hiernach  haben  wir  in  y^{(p)  =  0^  .  .  .^  Y^,(9))  =  0  ein  Jacobi- 
sches System  von  {m  —  1)  Gleichungen  mit  (m  -{-n  — ^  1)  unabhängigen 
Variabelen.  Nehmen  wir  also  an,  für  dieses  sei  unser  Theorem  bereits 
bewiesen,  so  hat  letzteres  System  insgesamt  n  wesentlich  verschiedene 
Integrale  0^(y^,  ■■■,  ym  +  n),  •  ■  ■,  ^„(y^,  •••,  ym  +  n).  Diese  aber  ge- 
nügen offenbar  auch  der  ersten  Gleichung  (6),  und  liefern  somit,  in 
der  Gestalt  O^icp^,  •  •  •,  cpm+n),  •  •  •,  ^«(9>2?  "  •  >  <Pm  +  n)  geschrieben, 
d.  h.  auf  die  x^^,  •  •  •,  Xm  +  n  transformiert,  Integrale  von  X^(^(p)  =  0. 
Also  hat  in  der  That  auch  das  Gesamtsystem  (6)  oder  (1)  im  ganzen 
n  wesentlich  verschiedene  Integrale,  d.  h.  unser  Theorem  würde  auch 
für  das  System  (1)  gelten. 

Man  braucht  jetzt  nur  noch  hinzuzunehmen,  dass  für  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  (n  +  1)  unabhängigen  Variabelen  in  der  That 
insgesamt  n  wesentlich  verschiedene  Integrale  existieren,  um  von  hieraus 
inductiv  die  allgemeine  Gültigkeit  unseres  Satzes  zu  erkennen.  — 

Wir  bezeichnen  ein  System  wesentlich  verschiedener  Integrale  der 
Gleichungen  (1)  foi-tan  durch  9?^,  (p^,  •  •  •,  g)„^  da  die  bisher  so  be- 
nannten Functionen  nicht  weiter  benutzt  werden.  Für  eine  alsbald 
durchzuführende  Entwicklung  ist  es  dann  noch  wichtig,  den  Satz  zu 
beweisen,  dass  die  n  Functionen  cp^,  q)^,  •  •  •,  (p„  bereits  bezüglich  der 
n  Variabelen  Xm-{.i,  Xm+2,  ••■,  oCm  +  n  unabhängige  Functionen  sind. 
Bestände  nämlich  eine  Relation: 
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(7)  0(X^,    X^,    ■  ■  .,    Xm,     (Pt,    <P2,    •'■,    <Pn)  =  0 

identisch,  so  müsste  offenbar  die  Anwendung  der  Operation  X^-  auf  O 
ein  mit  null  identisches  Ergebnis  liefern.  Man  berechne  nun  X,(0) 
nach  der  Regel  (5)  pg.  471  und  findet  so  die  Identität: 

II  X,(^.)  +  ■  •  ■  +  ||;X,W  +  H  X,(^,)  +  •  ■  •  +  II;  M9.)  =  0. 

Aber  zufolge  (1)  ist  von  Xiix^),  -  ■  -,  Xi(Xm)  allein  Xi{Xi)  von  null 
verschieden  und  zwar  gleich  1;  die  Xi{cpi),  ■  •  •,  Xi((pn)  sind  indes  sämt- 
lich identisch  null,  da  qj^,  ■  •  •,  <pn  Integrale  der  Gleichung  Xi{<p)  =  0 
sind.     Die  letzte  Gleichung  liefert  also: 

3—  =  0     für     i  =  1,  2,  '  •  ',  m. 

Die  Relation  (7)  enthält  demnach  X-^,  •  •  •,  Xm  nicht  mehr  explicite, 
stellt  vielmehr  eine  zwischen  den  9?^,  •  •  •,  (pn  allein  bestehende  Be- 
ziehung dar.  Da  eine  solche  jedoch  nicht  existiert,  so  ist  die  An- 
nahme der  Relation  (7)  unzulässig,  und  also  ist  unsere  letzte  Be- 
hauptung gerechtfertigt. 

Für  die  wirkliche  Berechnung  der  Integrale  qp^,  •  •  •,  9?»  ist  in  den 
vorstehenden  Entwicklungen  zugleich  ein  Weg  vorgezeichnet.  Man  hat 
dabei  öfter  wiederholt  einzelne  Differentialgleichungen  zu  integrieren 
und  zwischendurch  immer  wieder  Transformationen  auf  neue  Variabele 
zu  vollziehen,  sowie  zu  äquivalenten  Systemen  überzugehen.  Betreffs 
Vereinfachungen  der  Integrationsmethode  verweisen  wir  namentlich  auf 
die  Untersuchungen  von  A.  Mayer*),  sowie  auf  die  Darstellung  von 
E.  Goursat  in  dem  pg.  427  genannten  Werke  pg.  53 ff. 

§  12.    Systeme  linearer  totaler  DiflFerentialgleichungen. 

Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme  liefert  uns  die  Mittel  zur 
Behandlung  der  Systeme  totaler  Differentialgleichungen.  Wir  schliessen 
uns  den  eben  gebrauchten  Bezeichnungen  am  besten  an,  wenn  wir  die 
unabhängigen  Variabelen,  deren  Anzahl  m  sei,  durch  x^,  x^,  •  •  •,  Xm 
benennen  und  unter  Xm  +  i,  Xm  +  2,  ■  •  ■,  ^m  +  n  vi  gesuchte  Functionen 
der  unabhängigen  Variabelen  verstehen.  Als  gegeben  gelten  die 
n  totalen  Differentiale  dieser  Functionen,  und  zwar  in  der  Gestalt: 


*)  „Über  die  Integration  simultaner  partieller  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  derselben  unbekannten  Function" ,  Mathem.  Annalen  Bd.  4  (1871). 
„Über  unbeschränkt  integrabele  Systeme  von  linearen  totalen  Differentialgleichungen 
und  die  simultane  Integration  linearer  partieller  Differentialgleichungen" ,  Mathem. 
Annalen  Bd.  5  (1872). 
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(1) 


OT+1 


dx 


«»  +  2 


^F^^Ux,J^Ffdx,  +  ----\.pf^dx^, 


dx 


>(i) 


•m-\-n 


p^;^  dx,  +  F''^  dx,-\ h  p^"^  ^^  , 

n  1      I  n  2      1  '  «  m ' 


WO    die    m  •  n    Coefficienten   P   Functionen    der    (m  -\-  n)    Variabelen 
x^,  •  •  •,  x,n+n  sind.     Man  sagt,   es   sei  in  (1)   ein  System  linearer 


"17    -^2? 


totaler  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  m  unabhängigen  Varia- 
belen und  n  gesuchten  Functionen  vorgelegt. 

Wir  fragen  nun  nach  der  Existenz  eines  Integralsystems: 

(2)        Xm+l  =  tii^i,    OC^,    •  '  •,    OCm),    •  •  •,     Xm  +  n  =  tn(3C,,    X^,    •  •  •,    Xm) 

der  Gleichungen  (1).  Dasselbe  müsste  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn 
man  in  den  P  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  die 
Xm+i,  •••,  Xm+n  durch  ihre  Ausdrücke  ipj^,  ■  •  ■ ,  tp^  in  den  x^,  x^,  •■■,Xm 
ersetzt  und  zugleich  linker  Hand  die  totalen  Differentiale: 


(3) 


dXm-\-i  =  ^  dx,  -f-  ^dx^  -f~ 


einträgt,  lauter  in  x,,  x^,  -v-,  Xm  identische  Gleichungen  entspringen. 
Offenbar  läuft  dies  darauf  hinaus,  dass  die  m  •  n  partiellen  Differential- 
gleichungen : 


(4) 


^^m  +  1  __    p(l) 

^^m+l           p(2) 
dx^            ^1  ' 

'} 

^^m  +  l  _  p 

dx^              1 

^^m+n           p(l) 

^^m+n  _  p(2) 

dxj               «  ' 

') 

(m) 


durch  die  Functionen  (2)  identisch  befriedigt  sein  müssen. 

Ein  beliebiges  System  von  Anfangswerten  der  unabhängigen 
Variabelen  sei  in  |j.  Ig?  '•',  Im  fixiert.  Wir  schreiben  vor,  dass  die 
Functionen  a;«+i,  •  •  •,  Xm-\-n  für  diese  Anfangs  werte  der  Argumente 
mit  den  willkürlich  gewählten  Werten  |m+i,  •  •  •,  Im+n  identisch 
werden.  Giebt  es  alsdann  stets  noch  ein  dieser  Forderung  genügendes 
Integralsystem  (2),  so  sagen  wir,  das  System  der  totalen  Differential- 
gleichungen (1)  sei  „vollständig  integrierbar".  Ein  solches  Integral- 
system ist,  wenn  es  existiert,  in  der  gedachten  Weise  auch  eindeutig 
bestimmt;  denn  man  erkennt  aus  (1),  dass  bei  einer  Differential- 
änderung der  Argumente  von  1^,  •  •  •,  i,m  zu  1^  -f-  dx,,  ■  ■  -,  Im  +  dxm 
die  correspondierenden  Änderungen  der  Functionen  (2)  aus  (1)  eindeutig 
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berechenbar  sind.  Natürlich  gilt  als  Voraussetzung,  dass  die  Coef- 
ficienten  P  in  der  Umgebung  der  „Stelle"  li,  Ig;  '  •  '>  ^»»+»  reguläre 
Functionen  darstellen. 

Es  ist  nun  leicht  eine  notwendige  Bedingung  dafür  aufzustellen, 
dass  das  System  (1)  vollständig  integrierbar  ist.  Es  bedeute  l  eine 
der  Zahlen  1,  2,  •  --,  n,  während  *  und  h  der  Indicesreihe  1,  2,  •  •  •,  m 
entnommen  seien.     Differenzieren  wir  die  erste  der  Gleichungen: 

^^m  +  l  _    p(.)  ^^m+l  ^   pik) 

dx,    ~  ^i  '        dx^         ^t 
nach  Xk,  die  zweite  nach  Xi,  so  folgt: 

^^rn  +  l^dPP  dPP_dx^^  dPf^     dX^^„ 

dx^dx.  dx^    ^    dx^_^^        dx^       ~^  "^^^m  +  n       ^ ^k      ' 

d^x^^^dF?  dPfl_dx^^  dFf^    dx^^^ 

dx^dxj^         dx^'^  dx^j^^      dx,     "T"         "•"  aa;^+„      dx.    ' 

insofern  doch  Xk  oder  Xi  im  einzelnen  P  nicht  nur  explicite,  sondern 
auch  noch  implicite  als  Argument  der  Functionen  Xm+i,  ■  •  ■,  Xm-it-n 
auftritt.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  vermöge  (4)  auch 
so  schreiben: 

dXj^dx,  —    dx,    "T"  ^1     dx^_^,  "T"  ^2     dx^_^.^  "T"  ^        n     dx^_^.^' 

^!^H:i_?:l^  p(oi:^l^P«_^  +  ...  +  p(oi:^. 
dx.dx,—  dx,  "f"^i  dx^^,^    2  dx^^,^      ^    «  ax^+„ 

Nun  müssen  hier  die  linken  und  also  auch  die  rechten  Seiten  über- 
einstimmen. Definieren  wir  daher  zur  Abkürzung  der  Formeln  die 
Operationssymbole : 

so  ziehen  wir  die  Folgerung,  dass  für  alle  Indicescombinationen  i,  k,  l 
und  für  alle  in  Betracht  kommenden  Wertsysteme  der  x  die  Gleichung 
gelten  muss: 

.x,(p;")-x,(p|")  =  o. 

Nun    war    das    System    der   Anfangswerte    li,  Ig?  '  '  'f  ^w+«    gänzlich 

willkürlich   wählbar.      Es    ergiebt    sich    also    das    Theorem:    Soll    das 

System   der    totalen   Differentialgleichungen    (1)    vollständig    integrierhar 

sein,  so  muss  notwendig  für  jede  ComUnation  i,  k  =  1,  2,  •  •  ■,  m  und 

jeden  Index  1=  1,  2,  •  ■  -,  n  die  Relation: 

31* 
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(6)  X,(p!'^)-X,(P«)  =  0 

in  den  x^,  x^,  ■  •  -,  Xm+n  identisch  erfüllt  sein. 

Dieses  Theorem  gestattet  noch  eine  kürzere  Ausdrucksform,  wenn 
wir  dem  System  der  totalen  Differentialgleichungen  (1)  das  nach- 
folgende System  von  m  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(7) 


'X^  (9,)  =  1^  +  1^/) 


L  p(l) 


dx. 


dcp 


dx^ 


+  Pl 


m  +  2 


■m  +  2 


+ 


^p(2) 


dcp 


dx, 


=  0. 


0. 


'm-}-n 


dcp 


x»  =  |^+PS' 


)(m)       ^qo 


H 

dx,    ■      T    -^  2 


+  pj 


d(p 


dx„ 


+  •  •  •  +  p: 


(m)__9qp 
"    dx,„ 


=  0 


adjungieren.  Aus  den  Entwicklungen  von  pg.  478  ff.,  insbesondere 
durch  Vergleich  der  eben  aufgestellten  Grleichungen  (6)  mit  (3)  pg.  479 
folgt  alsdann:  Damit  das  System  der  totalen  Differentialgleichungen  (1) 
vollständig  integrierbar  ist,  muss  jedenfalls  das  System  der  m  partiellen 
Differentialgleichungen  (7)  ein  vollständiges  und  damit  ein  Jacohi'sches 
System  sein. 

Die  so  formulierte  Bedingung  erweist  sich  nun  auch  als  aus- 
reichend für  die  vollständige  Integrierbarkeit  des  Systems  (1);  und  es 
zeigt  sich  dabei,  dass  die  Ausführung  dieser  Integration  mit  der  Inte- 
gration des  vollständigen  Systems  (7)  zugleich  mit  geleistet  ist.  Nach 
pg.  479  hat  dieses  letztere  System  n  Integrale  (piix^^,  x^,  ••-,  a^w-f«), 
•  •  •,  (pnipc^,  ^i,  •  ■  ■,  ^m+w);  und  es  zeigte  sich  pg.  480,  dass  dieselben 
in  Bezug  auf  die  n  Variabelen  rr^+i,  •  •  •,  Xm-Sf-n  unabhängig  sind. 
Bilden  wir  demnach  vermöge  dieser  n  Integrale  den  Ansatz: 

(8)  g)^  =  Ci,       9)2  =   Cg,    •  •  •,       (p^  =  Cn, 


SO    lassen   sich   diese   Gleichungen  nach  Xm-\-i,  Xm+2f  * 
lösen  und  mögen  solchergestalt  ergeben: 

(9) 


'TO  -\-n 


auf- 


OO'i 


7n-\-n 


^n(x^, 


^m,) 


C^y   ■  ■  ',    Cn). 


Wir  behaupten,  dass  wir  damit  gerade  die  n  gesuchten  Integrale  des 
Systems  (1)  gewonnen  haben,  wobei  alsdann  die  n  willkürlichen  Constanten 
Ol,  •••,  C„  derart  bestimmbar  sind,  dass  für  die  Anfangswerte  1^,  •••,  1« 
die  n  Functionen  (9)  die  beliebig  vorgeschriebenen  Werte  ^m+i,  ••■,  ^m+». 
annehmen. 
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Um  dies  zu  zeigen,  müssen  wir  die  totalen  Differentiale  dXm+i, 
•  •  •,  dXm+n  berechnen.  Dabei  knüpfen  wir  zweckmässig  an  die  Glei- 
chungen (8)  an,  welche  ergeben: 


(10) 


ll;''-.  +  lf;<^-»  +  - 

•  +  f^r'^'      dXm  +  n  =  0, 

^—  dx.  4-  3—  dx.  -\-  • 

•  -i-  ^                dXm  +  n  =  0. 

Die  hieraus  zu  berechnenden  dXm+i,  •  •  •,  dXm+n  müssen,  in  die  n  Glei- 
chungen (1)  eingetragen,  die  letzteren  in  x^,  x^,  •  •  •,  Xm^n  identisch 
erfüllen*).  Dies  wird  zutreffen,  wenn  umgekehrt  die  in  (1)  fertig  vor- 
liegenden dxm+i,  •  •  •,  dXm+n  in  (10)  eingetragen  hier  n  identisch  be- 
stehende Gleichungen  ergeben.  Die  l^^  Gleichung  (10)  liefert  aber 
hierbei: 

pdx,  +  ...+  ^-^dx    +  ^^  (P^^^dx,  +  .  •  •  +  F^r^dx  )  -f  . . . 


4_  JlL,  (P^^dx,  +  •  •  •  +  P^'^^dx)  =  0 

I     gaj  \     »  1     '  '  n  mf 


und    nimmt,    nach    den    Differentialen    dx^,  •  •  -,  dXm   angeordnet,   die 
folgende  Gestalt  an: 

X^((pi)dxi  -f  \ispi)dx^  -f \-  Xm((pi)dXm  ==  0. 

Sie  besteht  somit  in  der  That  identisch,  da  cpi  ei^es  der  Integrale  des 
vollständigen  Systems  (7)  ist. 

Auf  Grund  des  ausgesprochenen  Theorems  besitzen  wir  in  der 
pg.  479  ff.  dargelegten  Integrationsmethode  der  vollständigen  Systeme 
zugleich  eine  Methode  der  Lösung  unseres  vollständig  integrierbaren 
Systems  (1),  welche  sich  aus  wiederholten  Integrationen  von  Systemen 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  und  zwischengeschobenen  Trans- 
formationen zusammensetzt.  Neuere  Untersuchungen,  namentlich  die 
pg.  481  genannten  von  A.  Mayer,  haben  erhebliche  Vereinfachungen 
des  Integrationsverfahrens  entdeckt.  Es  sei  bemerkt,  dass  man  nach 
der  Mayer'schen  Methode  sogar  mit  der  Integration  eines  einzigen 
Systems  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ausreicht. 

*)  Eigentlich  sollte  man  in  (1)  und  (10)  zunächst  die  ^^r^,  •••,  ^m  +  n 
durch  ihre  Ausdrücke  (9)  ersetzen  und  dann  nach  Eintragung  der  aus  (10)  be- 
rechneten dx^.j^,  ■  ■  •,  dx^,^  in  (1)  n  in  den  x^,  •  •  •,  x^,  C^,  ■  ■  -,  C^  identisch 
bestehende  Gleichungen  fordern.  Doch  sieht  man  leicht,  dass  die  im  Texte  auf- 
gestellte Bedingung  gerade  auf  dasselbe  hinausläuft. 
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Als  Beispiel  wählen  wir  den  Specialfall  m  =  2,  w  =  1.  Wir 
wollen  hierbei  die  beiden  unabhängigen  Variabeien  x  und  y  nennen, 
durch  z  aber  die  gesuchte  Function  bezeichnen.  Die  totale  Differential- 
gleichung setzen  wir  in  die  Gestalt: 

(11)  Vdx-^  qdy-\-B.dz  =  ^, 

wo  P,  Q,  R  Functionen  von  x,  y,  z  sind.  Die  beiden  hier  eintretenden 
Functionen  P['\  P^^  sind  —  ^- ,  —  |-,  und  wir  haben  die  beiden 
Operationssymbole : 

dx       M  dz'  dy        E  dz' 

Die  Bedingung  der  vollständigen  Integrierbarkeit  ist  durch  die  eine 
Relation  gegeben: 

x(-|)-^(-|)  =  o. 

Durch  Entwicklung  derselben  gelangt  man  zu  dem  Satze:  Die  totale 
Differentialgleichung  (11)  lesitzt  stets  und  nur  dann  ein  Integral: 

(12)  ip{x,y,z)  =  C, 
ivenn  die  Relation: 

in  X,  y,  z  identisch  besteht*). 

An  Stelle  der  Relationen  (10)  tritt  hier  die  eine  Gleichung: 

^£dx  +  l^dy-\-^^dz==0. 
ex  '    dy     ^    '    dz 

Man  erkennt  leicht,  dass  dieselbe  bis  auf  einen  Factor  [i  mit  der 
Differentialgleichung  (11)  identisch  sein  muss;  d.  h.  es  muss  eine  Func- 
tion }i(x,  y,  z)  existieren,  für  welchen  die  drei  Gleichungen: 


*)  Deutet  man  die  Gleichung  (12)  durch  eine  Flächenschar  im  Räume  von 
drei  Dimensionen,  so  ist  der  Sinn  der  Differentialgleichung  (11),  dass  im  Punkte 
X,  y,  z  der  einzelnen  Fläche  die  Tangentialebene  durch: 

P(X  -x)^q{Y-y)J^B{Z-z)  =  () 
gegeben  ist,  wo   bei  stehenden  x,  y,  z  die  X,  Y,  Z  variabele  Coordinaten  sein 
sollen.     Eine  ausführliche  geometrische  Theorie   der   Differentialgleichungen  (11) 
entwickelte  A.  Voss  in  der  Abhandlung  „Geometrische  Interpretation  der  Diffe- 
rentialgleichungen Pdx  +  Qdy  -f  Rdz  =  0",  Mathem.  Ann.  Bd.  16  (1880). 
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identisch  bestehen.   Eine  solche  Function  ft  wird  man  als  „integrierenden 
Factor"  der  Differentialgleichung  (11)  bezeichnen. 

Aufgabe  1.  Man  leite  aus  (14)  drei  partielle  Differentialgleichungen  für 
den  integrierenden  Factor  fi  ab,  indem  man  die  Ableitungen  ^ — ^  und  ^ — ^— 
berechnet  und  die  entstehenden  Ausdrücke  gleich  setzt  etc. 

Aufgabe  2.  Man  zeige  vermöge  der  eben  genannten  partiellen  Differential- 
gleichungen für  fi,  dass  die  Relation  (13)  eine  Folge  der  Existenz  eines  Factors  ftist. 

Aufgabe  3.  Man  bestimme  einen  integrierenden  Factor  für  die  Differential- 
gleichung : 

(y  -^  z)dx-\-  (z  -\-  x)dy  -\-{x-{-y)dz  =  0, 

für  -welche  die  Relation  (13)  erfüllt  ist. 

Ein  erster  Factor  dieser  Art  ist  ft  =  1,  ein  zweiter  n'==yz-\-zx-\-  xy. 
Man  stelle  die  zugehörigen  Integralgleichungen  cp  =  G  und  qp'  =  C  auf  und 
untersuche  die  Beziehung  zwischen  beiden. 


§  13.    Die  charakteristischen  abwickelbaren  Flächen  einer 
nicht -linearen  Gleichung  f(x,y,z,p,q)  =  0. 

Die  bisher  betrachteten  partiellen  Differentialgleichungen  waren  in 
den  Ableitungen  der  gesuchten  Function  linear.  Wir  wenden  uns  jetzt 
zu  heliehigen  Differentialgleichungen,  beschränken  uns  jedoch  einstweilen 
auf  den  Fall  zweier  unabhängiger  Variabelen  x,  y  und  einer  abhängigen  z. 
Für  die  partiellen  ersten  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  benutzen  wir 
die  Bezeichnungen: 

/^x  dz  dz 

(1)  P  =  rx^     ^  =  d-y 

und  schreiben  die  vorgelegte  Differentialgleichung: 

(2)  fix,  y,  z,  p,  q)  =  0. 
Jede  Function: 

(3)  z  =  (p(x,  y), 

welche  in  (2)  eingetragen  eine  in  x,  y  identisch  bestehende  Gleichung: 

d(p     d(p\ 


liefert,    heisst    ein  Integral    der  partiellen  Differentialgleichung   erster 
Ordnung  (2). 

Es  ist  nun  wichtig,  dass  wir  hier  gleich  anfangs  eine  geometrische 
Deutung  der  x,  y,  z  durch  rechtwinklige  Raumcoordinaten  in  Benutzung 
nehmen,  wobei  wieder  die  complexen  Werte  der  x,  y,  z  keineswegs 
ausgeschlossen   sein    sollen.     Die    einzelne  Gleichung  (3)  liefert  dabei 
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eine  Oberfläche,  welche  wir  als  „Integralfläche"  der  Differentialgleichung 
(2)  bezeichnen. 

Um  den  Zusammenhang  der  Integralflächen  mit  der  Differential- 
gleichung aufzudecken,  verstehen  wir  unter  (x,  y,  z)  irgend  einen  Punkt 
auf  einer  einzelnen  Integralfläche  und  unter  p  und  q  die  zugehörigen 
ersten  Ableitungen  von  (p.  Bei  einer  Integralfläche  müssen  alsdann  an 
jeder  einzelnen  Stelle  (x,  y,  z)  solche  Werte  p,  q  vorliegen,  dass 
f{x,  y,  z,  p,  q)  =  0  ist;  und  jede  Fläche,  für  welche  dies  zutrifft,  ist 
eine  Integralfläche. 

Dieses  Theorem  gestattet  nun  eine  sehr  nützliche  geometrische 
Ausdrucksweise.  Wir  stellen  in  variabelen  Coordinaten  Xj^,  y^,  z^  die 
Normale  der  Integralfläche  an  der  betrachteten  Stelle: 

(A\  x^—x  _  y^  —  y  _  z^—  z 

^^>  P      ~      q      ~    —1    ' 

sowie  auch  die  Tangentialebene: 

(5)  p{x^  —  ^)  +  qiVi  —  y)  —  (z^  —  z)  =  0 

dar.  Lassen  wir  nun  zunächst  alle  Strahlen  (4)  durch  den  Punkt 
(x,  y,  z)  zu,  deren  p,  q  durch  die  Relation  (2)  an  x,  y,  z  gebunden 
sind,  so  erhalten  wir  oo^  einen  Kegel  der  Spitze  (x,  y,  z)  bildende 
Strahlen.  Wir  bezeichnen  denselben  als  den  „NormalenJcegel"  des 
Punktes  (x,  y,  z)  und  finden  als  seine  Gleichung  sofort: 

(6)  f{.,y,.,    _|E|,    -^-^)  =  0. 

Ist  die  Differentialgleichung  im  besonderen  in  p  und  q  linear,  so  stellt 
der  Normalenkegel  eine  Ehene  dar. 

Die  zu  den  eben  gemeinten  Strahlen  (4)  orthogonalen  Ebenen  (5) 
umhüllen  ihrerseits  einen  zweiten  Kegel  mit  der  Spitze  (x,  y,  z),  den 
wir  als  „TangentiaTkegeV  des  Punlctes  (x,  y,  z)  bezeichnen.  Die  Gerade, 
längs  deren  die  Ebene  (5)  den  Tangentialkegel  berührt,  wird  auf 
letzterer  durch  die  consecutive  Ebene: 

0  +  dp)  {x^  —  x)-\-{q-{-  dq)  (y^  —y)  —  {z^—z)  =  0 
ausgeschnitten.     Dabei  werden  dp  und  dq  in  Übereinstimmung  mit: 

zu  wählen  sein,  da  die  Gleichung  (2)  auch  für  die  abgeänderten  Werte 
der  p,  q  besteht.  Benutzen  wir  für  die  partiellen  Ableitungen  von  f 
nach  p  und  q  die  Bezeichnungen: 

m  g  =  ^-  lj'  =  «. 
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so  ergiebt  sich  leicht:    Bie  einzelne  Ebene  (5)  berührt  den  Tangential- 

Ttegel  längs  der  Geraden: 

/oN  x^—x  _  y^—y  _     Zx  —  z 

Durch   Elimination  von  p  und  q  aus   diesen  beiden   Gleichungen   und 
der  Gleichung  (5)  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Tangentialkegels. 

Ist  die  Differentialgleichung  in  p  und  q  linear,  so  können  wir  sie 
in  die  Form  setzen: 
(9)  pP  +  qQ  =  B, 

wo  P,  Q,  R  Functionen  von  x,  y,  z  allein  sind.    In  diesem  Falle  zieht 
sich  der  Tangentialkegel  auf  den  einzelnen  Strahl: 


(10) 


x^—x_yi  —  y_z^ 


Q  B 


zusammen. 

Ist  P=0  und  Q  von  null  verschieden,  so  liegt  die  Gerade  (8) 
in  der  Ebene  x^  =  x,  und  entsprechend  wird  sie  in  der  Ebene  y^=  y 
liegen,  falls  ^  =  0  und  P  4=  0  ist.  Verschwinden  P  und  Q  für  die 
specielle  Ebene  (5)  gleichzeitig,  so  schliesst  man,  dass  diese  Ebene  den 
Tangentialkegel  längs  mehr  als  einer  Geraden  berührt.  Weiter  unten 
werden  wir  auf  „singulare^'  Integralflächen  aufmerksam  machen,  bei  denen 
sogar  für  jede  SteUe  P  und  Q  gleichzeitig  verschwinden.  Zunächst 
merken  wir  an:  Zum  einzelnen  Funkte  {x,  y,  z)  gehört  ein  durch  die 
Differentialgleichung  selbst  bestimmter  Tangentialkegel.  Eine  Integral- 
fläche berührt  in  jedem  ihrer  Punkte  {x,  y,  z)  den  zugehörigen  Tangen- 
tialkegel; und  jede  Fläche,  von  der  letzteres  gilt,  ist  eine  Integralfläche 
der  Differentialgleichung  (2). 

Man  knüpfe  wieder  an  eine  einzelne  Integralfläche  und  construiere 
vom  Punkte  {x,  y,  z)  derselben  aus  ein  Bogendifferential  auf  dieser 
Fläche  in  Richtung  der  Geraden  (8),  längs  deren  die  Tangentialebene 
(5)  den  Tangentialkegel  berührt.  Ist  {x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  z  +  dz)  der 
Endpunkt  dieses  Differentials,  so  ergiebt  sich  aus  (8): 

^^-,s  dx dy  dz 

^^^^  'P~~Q~pP-\-qQ' 

Wir  erkennen:  Bei  Angabe  von  x,  y,  z,  p,  q,  d.  h.  bei  Angabe  eines 
Elementes  einer  Integralfläche  (nach  Lage  und  Orientierung  im  Baume) 
ist  das  fragliche  Bogendifferential,  was  seine  Bichtung  anlangt,  bereits 
aus  der  Differentialgleichung  (2)  allein  bestimmt. 

Indem  wir  im  Punkte  x  +  dx,  y  +  dy,  z  -\-  dz  nach  derselben 
Vorschrift  ein  weiteres  Bogendifferential  anreihen  und  in  der  gleichen 
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Weise  fortfahren,  gewinnen  wir  auf  der  Integralfläche  eine  durch  den 
Punkt  (x,  y,  z)  hindurchlaufende  Curve,  die  wir  im  Anschluss  an  eine 
pg.  448  eingeführte  Sprechweise  als  eine  „charakteristische"  Curve  be- 
zeichnen. Offenbar  wird  die  ganze  Integralfläche  von  charakteristischen 
Curven  dieser  Art  bedeckt  sein. 

Wir  kehren  nochmals  zu  dem  in  (11)  gegebenen  Bogendifferential 
zurück  und  wollen  die  Abänderungen  dp  und  dq  von  p  und  q  be- 
stimmen, welche  beim  Fortgang  von  (x,  y,  z)  zum  Punkte  (x  -\-  dx, 
y  -\-  f^Vy  ^  -\-  ^^)  auf  der  gedachten  Integralfläche  eintreten.  Zu  diesem 
Ende  gehen  wir  auf  der  Integralfläche  von  {x,  y,  z)  zunächst  parallel 
zur  a;^ -Ebene  zum  Punkte  (x -\- dx,  y,  z-\-dxZ),  wo  dxZ  die  zum 
obigen  dx  gehörende  partielle  Änderung  von  z  ist.  Da  auch  in  diesem 
benachbarten  Punkte  die  Differentialgleichung  (2)  durch  unsere  Inte- 
gralfläche befriedigt  wird,  so  gilt: 

f{x  +  dx,   y,   z-\-  d:cZ,  p  +  da^p,   q  +  d^q)  =  0, 

wo  dxP  und  dxq  im  entsprechenden  Sinne  wie  d^z  gemeint  sind.  Ge- 
brauchen wir  für  die  partiellen  Ableitungen  von  f  neben  den  in  (7) 
erklärten  Bezeichnungen  noch  die  folgenden: 

(12)  |^=X,    l^=Y,    ^  =  Z, 
^     ^  dx  '     dy  '     dz  ' 

so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung: 

(13)  Xdx  -f  ZdxZ  +  PdxP  +  Qdxq  =  0 
und  wir  erhalten  entsprechend: 

(14)  Ydy  +  Zd,z  -f  Pdyp  +  Qdyq  =  0. 

Nun  findet  man  aber  unter  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  dx  und 
dy  bestehende  Relation  (11): 

Die  Gleichung  (13)  nimmt  damit,  wenn  wir  zugleich  dxZ  =  pdx  setzen, 
die  Gestalt  an: 

(X  -^pZ)dx-i-  P{dxP  +  d>jP)  =  0- 

Hier  aber  ist  d^p  -\-  dyp  das  von  uns  gesuchte  Differential  dp,  so 
dass  wir  für  dasselbe  die  Gleichung  finden: 

{X-^pZ)dx  +  Pdp  =  0. 

Entsprechend  folgt  aus  (14): 

{Y-{-qZ)dy+Qdq  =  Q. 
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Vereinigen  wir  diese  Relationen  mit  (11),  so  entspringt  die  funda- 
mentale fortlaufende  Gleichung: 

dx  _dy  _         dz        _     —  dp     ^     —  dg 
(15)  lP~"Q~pP-\-qQ~'X-^pZ         Y-i-qZ 

Wir  erkennen  das  grundlegende  Theorem:  Ist  durch  Angabe  eines  Wert- 
sijstems  {x,  y,  z,  p,  q)  ein  Element  einer  Integralfläche  (nach  Lage  und 
Orientierung)  gegeben,  so  ist  nicht  nur  die  Richtung  des  öfters  genannten 
Bogenelenientes,  sondern  sogar  das  consecutive  Flächenelement  {x  +  dx, 
y-\-dij,  z-\-dz,p-\-dp,q-{-  dq)  an  der  Stelle  {x -{- dx,  y -\- dy,  2 -\-  dz) 
der  Integralfläche  bereits  allein  aus  der  Differentialgleichung  bestimmt. 

Wir  können  diesem  wichtigen  Satze  unter  Benutzung  der 
charakteristischen  Curven  auch  den  Ausdruck  verleihen:  Zwei  Inte- 
gralflächen, welche  sich  an  der  Stelle  {x,  y,  z)  berühren,  werden  sich 
längs  der  ganzen  von  hier  ausziehenden  charakteristischen  Curve  berühren. 

Denken  wir  die  sämtlichen  Flächenelemente  längs  einer  charakte- 
ristischen Curve  an  einander  gereiht,  so  entspringt  ein  Gebilde,  das 
man  als  einen  „charaUeristischen  Streifen"  bezeichnet.  Der  geometrischen 
Anschauung  entspricht  es  besser,  wenn  wir  an  Stelle  des  einzelnen 
Elementes  {x,  y,  z,  p,  q)  die  zugehörige  Ebene  (5)  reihen.  Die  un- 
endlich vielen  längs  der  charakteristischen  Curve  auf  einander  folgen- 
den Ebenen  liefern  alsdann  als  Enveloppe  eine  sogen,  „charakteristische 
abwickelbare  Fläche'',  welche  die  Integralfläche  längs  der  charakteristi- 
schen Curve  berührt.  Legen  wir  ein  beliebiges  Anfangselement  durch 
die  Werte  |,  r],  t,  ^,  ^  der  x,  y,  z,  p,  q  fest,  so  ist  nun  einfach  die 
Bedeutung  der  simultanen  Differentialgleichungen  (15)  mit  den  fünf 
Variabelen  x,y,  z,  p,  q,  dass  die  Integration  derselben  von  den  Anfangs- 
werten l,  7],  l,  n,  'n  aus  die  gesamte  zugehörige  abwickelbare  Fläche 
oder  den  ganzen  charakteristischen  Streifen  ergiebt 

Wir  haben  hierbei  die  Anfangswerte  zum  besseren  Anschluss  an 
die  Entwicklungen  von  pg.  436  ff.  durch  |,  tj,  ^,  :t,  jc  bezeichnet.  Sollen 
dieselben  ein  Flächenelement  einer  Integralfläche  darstellen,  so  muss 
natürlich  die  Gleichung  gelten: 

(16)  f{i,  V,  e,  ^,  >c)  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  dann  schon  von  selber,  dass  alle  weiteren  bei 
Integration  von  (15)  eintretenden  Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q  die  Glei-- 
chung  (2)  befriedigen.     Es  ist  nämlich  zufolge  (15): 

df=^  Xdx  -f  Ydy  +  Zdz  +  Pdp  +  Qdq 
beständig  null,    wie  man  sofort  erkennt,  wenn   man  für  die  dx,  dy, 


(17) 
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dz,  dp,   dq    die    ihnen    proportionalen    Grössen   P,   Q,-  •  ■    nach    (15) 
einträgt*). 

Die  Integration  der  Gleichungen  (15)  denken  wir  nun,  indem  wir 
etwa  X  als  unabhängige  Variabele  fassen,  in  den  Gleichungen: 

{y==%i{^i  i,  V,  l,  n,  ^), 

^  =  X2(^'->    l,    V,    ^    ^,    ^), 

p  =  %i{^\  l,  n,  ^,  ^,  3f), 
^^  =  X4(^;  ly  n,  i,  ^,  ^) 

geleistet.  Nach  pg.  437  werden  wir  hierbei  nicht  l,  sondern  nur 
'Y],  l,  7t,  X  als  Parameter  auffassen;  und  da  überdies  noch  die  Glei- 
chung (16)  gelten  muss,  so  haben  wir  nur  drei  wesentliche  Parameter: 
Die  gesamten  oo*  Flächenelemmte  {x,  y,  z,  p,  q),  welche  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  entsprechen,  schliessen  sich  solchergestalt  m  oc^  charakte- 
ristischen Streifen  zusammen,  deren  analytische  Darstellung  durch  das 
aus  der  Integration  der  simultanen  Gleichungen  (15)  entspringende  Glei- 
chungssystem (17)  geleistet  ist. 

Mit  der  Integration  der  simultanen  Gleichungen  (15)  ist  nun  zu- 
gleich die  Integration  unserer  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung 
(2)  im  Princip  geleistet.  In  der  That  werden  wir  die  Integralflächen 
der  letzteren  aus  dem  vollständigen  Integralsysteme  (17)  der  Glei- 
chungen (15)  ableiten  können. 

§  14.    Durchführung  der  Integration  der  Gleichungen 

f(x,  y,  z,  p,  q)  =  0. 

Die  Anfangsebene  x'=  ^  schneidet  eine  einzelne  Integralfläche 
unserer  partiellen  Differentialgleichung: 

0-)  f{x,  y,  2,  p,  q)  =  o 

in  einer  Curve,  welche  wir  im  Anschluss  an  die  soeben  benutzte  Be- 
zeichnungsweise durch: 

(2)  t  =  t(v) 

dargestellt  denken.  Für  den  einzelnen  Punkt  (|,  tj,  ^)  dieser  Curve 
können  wir  den  zugehörigen  Wert  q,  den  wir  mit  x  bezeichnen  werden, 
darstellen  durch: 


*)  Man  kann  diese  Überlegung  auch  so  einkleiden:  Offenbar  ist  durch 
f(x,  y,  z,  p,  (i)  =  C  ein  Einzelintegral  (cf.  pg.  444)  der  simultanen  Gleichungen 
(15)  dargestellt.  Der  Wert  der  Constanten  C  berechnet  sich  aus  dem  speciellen 
Wertsyateme  |,  ?],  |:,  jt,  x  zu  C  =  0,  und  also  gilt  beständig  f{x,  y,  z,p,^=='  0. 


(5) 
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(3)  ^  =  ||  =  ^'(^)' 

Der  zugehörige  Wert  n  von  p  ist  alsdann  zu  bestimmen  aus: 

(4)  m,  V,  i>{n),  ^,  ^'(^)]  =  ö. 

Diese  Erwägung  kehren  wir  nun  geradezu  um:  Wir  schreiben  in 
der  Anfangsebene  x  =  l  eine  „willJcürliche  Curve"  durch  eine  Gleichung 
von  der  Gestalt  (2)  vor,  und  definieren  auf  diese  Weise,  indem  wir  tj 
als  variabel  denken,  ^,  a,  %  als  Functionen  von  ^  durch  die  Gleichungen 
(2),  (3)  und  (4).  Hierdurch  sind  längs  der  willkürlichen  Curve  (2) 
lauter  „Flächenelemente" 

[^,  n,  i'in),  ^iv),  ^'('j)] 

an  einander  gereiht;  und  wir  machen  jetzt  jedes  einzelne  Element  zum 
Ausgangspunkt  für  die  Construction  eines  charakteristischen  Streifens. 
Alle  diese  oo^  Streifen  werden  dargestellt  sein  durch: 

Z  =  lA^',  I;  ^;  ^(^)^  ^(^)'  ^'(^)]> 
P  =  Z.s[^5  ^;  '^^  ^(^)^  ^(^)'  ^'(^)]j 

Sicher  ist,  dass  wir  die  ursprünglich  gedachte  Integralfläche 
reconstruiert  haben,  falls  wir  die  vorstehende  Entwicklung  an  die  zu- 
gehörige Schnittcurve  (2)  anknüpfen.  Aber  es  gilt  sogar  der  Satz, 
dass  wir  bei  einer,  wie  beabsichtigt,  ivillUirlich  ausgewählten  Curve  (2) 
in  (5)  jedesmal  eine  zugehörige  Integralfläche  unserer  Differentialgleichung 
dargestellt  haben. 

Dass  nämlich  die  gesamten  in  (5)  vorliegenden  Wertsysteme 
X,  y,  z,  p,  q  die  Differentialgleichung  (1)  befriedigen,  erkennt  man  als 
eine  Folge  der  Gleichung  (4),  und  zwar  vermöge  der  an  (16)  pg.  491 
angeschlossenen  Überlegung.  Die  ersten  beiden  Gleichungen  (5),  für 
sich  genommen,  stellen  eine  Fläche  dar,  und  man  würde  durch  Elimi- 
nation von  7}  die  Flächengleichung  in  der  Gestalt  z  =  q){x,  y)  ge- 
winnen können.  Unsere  Behauptung  wird  demnach  bewiesen  sein, 
wenn  wir  zeigen  können,  dass  die  in  der  dritten  und  vierten  Gleichung 
(5)  dargestellten  p,  q  thatsächlich  die  zu  der  eben  gemeinten  Fläche  ge- 

hörenden  Werte  j^,  j-  liefern. 

Bei  dieser  Untersuchung  muss  man  beachten,  dass  in  den  Glei- 
chungen (5)  X  und  rj  die  unabhängigen  Variabelen  sind.  Will  man  z 
bei  constantem  y  nach  x  differenzieren,  so  hat  man  solche  Änderungen 
von  X  und  r)  zu  benutzen,  dass: 
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zutrifft.  Hierbei  ist  mit  dxi  diejenige  Änderung  von  Xi  bezeichnet, 
welche  man  erhält,  wenn  man  rj  allenthalben  in  Xi,  d.  i.  auch  in  den 
Argumenten  von  ^,  :t,  ^'  um  drj  wachsen  lässt.  Diesen  Änderungen 
von  X  und  rj  entspricht  die  Abänderung: 


(6) 


dx  Sn 


dx 
Sri 


dx 


von  z.  In  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen (5),  wenn  wir  bei  constantem  x  die  Veränderliche  y  um  dy 
wachsen  lassen: 


(7) 


d«z 


dri 


y^-^-äy. 


Nun  soll  bewiesen  werden,  dass  das  in  (6)  dargestellte  d^z  mit 
pdx,  das  in  (7)  dargestellte  d^z  mit  qdy  gleich  ist.  Es  handelt  sich 
somit  darum,  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen  zu  zeigen: 


(8) 


^  Sri   ~^  dx   Sri 


^Xt  ^Xi 
dx   Sri  ' 


«^  = 


^Xi 
Sri 


Da  wir  in  (5)  ein  vollständiges  Integralsystem  der  Gleichungen 
(15)  pg.  491  besitzen,  so  können  wir  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen (8)  auch  so  schreiben: 


P  Sn   ^  P  Sri  \^^^  P)  Sri 


Ist  demnach  die  zweite  Gleichung  (8)  richtig,  so  ist  offenbar  die  erste 
unmittelbar  mit  bewiesen.     Wir  setzen  demnach: 


(9) 


« i^>  n)=-j~ 


.^Xx         dz 


dy 


Sri 


dri         ^  dri 


und  hätten   zu  zeigen,  dass  diese  Function   (o(x,  tj)  längs  der  ganzen 
durch  die  ersten  leiden  Gleichungen  (5)  dargestellten  Fläche  verschwindet. 
Aus    den   Gleichungen  (15)  pg.  491   ergiebt  sich,  wenn  man    bei 
constantem  ri  nach  x  differenziert: 

dz  .       dy 

Durch  Differentiation  nach  i^  folgt  weiter: 
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dn^x        arj     '    arj  aa;  "^  ^aTjaa; 


Diese  Gleichung  benutze  man  zur  Umgestaltung  von: 
und  findet: 


aa;        dxdn        dxdn        ^dxdn 


dx~~  dn        dn  ^x       dxdn ' 

dx~  dn'^  dn  P  '^  ^n      p 

Da  nun  f(x,  y,  z,  p,  q),  vermöge  (5)  als  Function  von  x  und  n 
gedacht,  identisch  verschwindet,  so  ist  auch  die  partielle  Ableitung  von 
f  nach  ri  gleich  null: 

dn  ^n  on  dn 

Daraufhin  gestaltet  sich  die  letzte  Gleichung  so  um: 

a«        Z  (dy        dz\ ^ 

Wi^PVd^       dn)~       P 

Integrieren  wir  nunmehr  bei  constantem  tj  nach  x,  d.  h.  integrieren 
wir  längs  eines  charakteristischen  Streifens  zwischen  den  Stellen  Xq 
und  X,  so  folgt,  wenn  (Oq  der  zu  Xq  gehörige  Wert  von  »ist: 


ydX 


-f. 
(10)  o  ==  coo  •  e  ^'o 

Jetzt  nehme  man  endlich  Xq  =  1'^  dann  wird: 

Da  hiernach  für  Xq  =  ^  der  erste  Factor  in  (10)  rechter  Hand  ver- 
schwindet, so  wird  die  ganze  rechte  Seite  gleich  null.  Wir  gewinnen 
somit  ra  =  0,  und  also  sind  alle  aufgestellten  Behauptungen  thatsäch- 
lich  eingelöst. 

Der  vorstehenden  von  Cauchy  herrührenden  Entwicklung  wurde 
von  Bertrand  der  Einwurf  gemacht,  dass  der  Schluss  auf  das  be- 
ständige Verschwinden  von  cj  nur  so  lange  bindend  sei,  als  der  zweite 
Factor  in  (10)  rechter  Hand  endlich  ist.  Nun  wird  man,  um  überhaupt 
auf  die  simultanen  Gleichungen  (15)  pg.  491  die  Integrationsmethoden 
von  pg.  435  ff.  anwenden  zu  können,  von  einer  solchen  Anfangsebene 
a;  =  I,  bez.  einem  solchen  Anfangselement  |,  rj,  ^,  ^,  >c  ausgehen,  für 
welches  P,  Q,  X,  Y,  Z  endlich  und  die  der  unabhängigen  Variabelen 
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X  entsprechende  Function  P  von  null  verschieden  ist.  In  der  nächsten 
Umgebung  von  x  =  ^  vrird  alsdann  co  längs  des  einzelnen  Streifens 
(5)  sicher  null  sein. 

Sollte  aber  weiterhin  durch  Verschwinden  von  P  sich  eine 
Schwierigkeit  ergeben,  so  bemerke  man,  dass  man  bei  Integration 
längs  eines  Streifens  statt  x  jede  der  Variabelen  y^  z,  p,  q  gerade  so 
gut  als  unabhängig  ansehen  kann.     Die  Differentialgleichung: 

d  log  CO Z 

dx     ~~¥ 

wird  man  auf  Grund  von  (15)  pg.  491  alsdann  sofort  durch  eine  der 
folgenden  vier  Grleichungen  ersetzen: 

d  log  CO Z      d  log  00 Z 

d  log  CO  Z  d  log  CO  Z 

dp      ""  X-\-pZ'  dq       ^  Y-{-  qZ' 

Wir  erkennen:  Eine  Schwierigkeit  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  auf 
dem  gerade  betrachteten  Streifen  eine  Stelle  erreicht  wird,  an  welcher  die 
Gleichungen: 

(11)  P=0,    Q  =  0,    X-i-pZ=0,    Y-\-qZ=0 

zugleich  bestehen.  Hier  würde  sich  allerdings  die  Endlichkeit  von  co 
auf  dem  bisherigen  Wege  nicht  beweisen  lassen. 

Nun  ist  auf  einem  charakteristischen  Streifen  das  Eintreten  ein- 
zelner Punkte,  in  denen  die  vier  Gleichungen  (11)  simultan  bestehen, 
keineswegs  ausgeschlossen.  Man  muss  sogar  mit  der  Existenz  einer 
Fläche  (p(x,  y,  z)  =  0  rechnen,  auf  welcher  überall  die  Gleichungen 
(11)  zugleich  gelten.  Längs  einer  Fläche,  von  der  dies  gilt,  ist 
f{x,  y,  0,  p,  q)  offenbar  constant  und  also  beständig  gleich  null, 
falls  an  irgend  einer  Stelle  /"  =  0  vorliegt.  Im  letzteren  Falle  würden 
wir  durch  g?  =  0  thatsächlich  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung 
dargestellt  finden,  das  wir  indessen  als  ein  „singuläres"  anzusehen 
haben  (siehe  oben  pg.  468  sowie  die  Entwicklungen  des  folgenden 
Paragraphen). 

Bei  jedem  nicht- singulären  Integral  kommen  wir  jetzt  leicht  durch 
Heranziehung  eines  functionentheoretischen  Schlusses  zum  Ziele.  Wir 
hatten  schon  erkannt,  dass  auf  dem  einzelnen  Streifen  in  der  Um- 
gebung des  Anfangswertes  |  die  Function  a  mit  null  gleich  ist.  Nun 
beachte  man  doch,  dass  bei  constantem  rj,  d.  i.  auf  dem  Streifen, 
y,  z,  p,  q  sowie  auch  (o{x,  yf)  als  analytische  Functionen  der  complexen 
Variabelen  x  anzusehen  sind.     Da  gilt  dann  ohne  weiteres  der  Satz: 
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Da  (o(x,  rj)  in  der  nächsten  Umgebung  von  x  =  ^  mit  null  gleich  ist, 
so  ist  diese  Function  längs  des  ganzen  Streifens  mit  null  identisch. 
Der  Bertrand'sche  Einwurf  ist  demnach  für  alle  nicht -singulären  Inte- 
grale als  gegenstandslos  erkannt. 

§  15.    Benennungen  der  Integrale  von  f{x,y,z,p,q)  =  0.     Beispiel. 

Das  Integral  unserer  partiellen  Differentialgleichung,  welches  wir 
im  voraufgehenden  Paragraphen  herstellten,  hängt  von  einer  „willkür- 
lichen^^ Function  t,  =  il}{jq)  ab,  welche  wir  durch  eine  in  der  Anfangs- 
ebene a;  =  I  gelegene  Curve  geometrisch  zu  deuten  hatten.  Man  be- 
zeichnet dies  Integral  nach  Lagrange  als  „das  allgemeine  Integral". 
Nach  der  Überlegung  am  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  ist  diese 
Benennung  insofern  gerechtfertigt,  als  man  vom  allgemeinen  Integral 
aus  durch  geeignete  Auswahl  der  Function  ■^{yi)  zu  jedem  einzelnen 
nicht- singulären  Integrale  unserer  Differentialgleichung  gelangen  kann. 

Man  wähle  jetzt  eine  bestimmte  Function  ij;  aus,  in  deren  Ausdruck 
jedoch  zwei  willkürliche  Parameter  a,  h  enthalten  sein  sollen: 

(1)  t  =  'il>{ri,a,h). 

Als  Gleichung  der  zugehörigen  Integralfläche  gewinnt  man  durch 
Elimination  von  i]  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (5)  pg.  493: 

(2)  (p{x,y,z,a,h)  =  0. 

Wir  erhalten  sonach  allen  Wertsystemen  der  Parameter  a,  b  ent- 
sprechend ein  Bündel  von  oo^  Integralflächen.  Sehen  wir  a  und  b  als 
willkürlich  an,  so  sagen  wir  mit  Lagrange,  es  liege  in  (2)  „ein  voll- 
ständiges Integral"  unserer  partiellen  Differentialgleichung  vor.  Die 
Rechtfertigung  dieser  Benennung  ist  in  folgender  Überlegung  ent- 
halten. Man  kann  über  a  und  b  so  verfügen,  dass  die  Curve  (1)  durch 
einen  vorgeschriebenen  Punkt  der  Anfangsebene  a;  =  |  hindurchläuft 
und  daselbst  eine  vorgeschriebene  Tangente  besitzt.  Wir  erkennen: 
Jeder  charakteristische  Streifen  liegt  wenigstens  auf  einer  unter  den  cx»^ 
Flächen  (2);  durch  diese  Gleichung  (2)  erscheinen  also  alle  cx)^  unsere 
Differentialgleichung  befriedigenden  Flächenelemente  in  oo^  Flächen  an- 
geordnet. 

Gegenüber  „dem"  allgemeinen  Integrale  kann  man  „ein"  voll- 
ständiges Integral  je  nach  der  Auswahl  der  Function  ip  auf  unendlich  viele 
Arten  ansetzen;  und  es  ist  im  einzelnen  Ausdruck  (2)  natürlich  keines- 
wegs jedes  particuläre  Integral  unserer  Differentialgleichung  enthalten. 
Umgekehrt  aber  wird  sich  aus  jedem  besonderen  vollständigen  Integrale 

Fricke,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  32 
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(2)  die  Diiferentialgleichung  leictit  wieder  herstellen  lassen.  Indem  man 
nämlich  aus  den  drei  Gleichungen: 

a  und  h  eliminiert,  wird  man  mr  Differentialgleichung  zurückgeführt 
werden.  Beiläufig  folgt,  dass  überhaupt  jedes  Bündel  von  oo^  durch 
eine  Gleichung  (2)  darstellbaren  Flächen  uns  ein  vollständiges  Integral 
einer  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  darstellt. 
Vorhin  wurde  das  vollständige  Integral  (2)  aus  dem  allgemeinen 
Integrale  abgeleitet.  Man  kann  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen. 
Setzt  man  nämlich  für  h  eine  willkürliche  Function  g{a)  von  a  ein, 
so  haben  wir  in: 

(3)  (p(x,y,  z,  a,g{a))  =  0 

aus  allen  oo^  Flächen  (2)  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Integral- 
flächen ausgesondert.  Die  Enveloppe  dieser  Schar,  deren  Gleichung 
durch  Elimination  von  a  aus  (3)  und  der  durch  Differentiation  nach 
dem  Parameter  a  entspringenden  Gleichung: 

o 

^9)(a?,  y,0,  a,g{a))  =  0 

gewonnen  wird,  berührt  sich  mit  jeder  einzelnen  Fläche  der  Schar  (3) 
längs  einer  charakteristischen  Curve  und  stellt  offenbar  wiederum 
eine  Integralfläche  dar.  Die  Schnittcurve  der  letzteren  mit  der  Ebene 
X  =  ^  ist  die  Enveloppe  der  Curvenschar: 

(4)  ^  =  ',p{r),a,giä)). 

Wir  behaupten  nun:  Bei  geeignet  gewählter  Function  g(a)  kann  man  in 
dieser  Art  durch  Bildung  einer  Enveloppe  zu  jeder  particulären  Integral- 
fläche und  in  diesem  Sinne  zum  allgemeinen  Integrale  gelangen.  Schreibt 
man  nämlich  in  der  Anfangsebene  a?  =  |  eine  beliebige  Curve  vor,  so 
ist  letztere  an  jeder  ihrer  Stellen  mit  einer  Curve  des  Systems  (1)  in 
Berührung  und  stellt  demnach  in  der  That  die  Enveloppe  einer  im 
System  (1)  enthaltenen  einfach  unendlichen  Schar  dar. 

Wir  weisen  endlich  noch  beiläufig  auf  die  Enveloppe  aller  od^ 
Flächen  (2)  hin,  deren  Gleichung  wir  durch  Elimination  von  a  und  h 
aus: 

(5)  .p  =  0,    ||=.o,     ||=0 

ZU  bilden  haben.  Diese  Enveloppe  wird  mit  der  einzelnen  Fläche  (2) 
immer  an  einer  oder  mehreren  Stellen  in  Berührung  sein.    Wir  haben 
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also  hier  wieder  eine  Integralfläclie  gewonnen,  und  zwar  sind  wir  zum 
„singulären^'  Integrale  geführt,  von  dem  bereits  wiederholt  die  Rede 
war.  An  Stelle  weiterer  allgemeiner  Erörterungen  sei  es  gestattet  auf 
die  Verhältnisse  hinzuweisen,  welche  das  singulare  Integral  betreffend 
bei  dem  gleich  zu  betrachtenden  Beispiele  vorliegen. 

In   der  That  wollen  wir  jetzt  zum  Schlüsse  die  vorstehenden  all- 
gemeinen Ausführungen  am  Beispiele  der  Differentialgleichung: 

(6)  px-\-qy  —  s-i-pq  =  0 

noch  kurz  erläutern.  Die  simultanen  Gleichungen  (15)  pg.  491  nehmen 
in  diesem  Falle  die  einfache  Gestalt  an: 

Wählt  man  als  Anfangswert  1  =  0,  so  werden  die  Werte  rj,  t„  tc,  x 
verbunden  sein  durch  die  Relation: 

(8)  3C7J  —  ^  +  ;rx  =  0. 

Die  Integration  der  Gleichungen  (7)  zeigt  dann  ohne  weiteres,  dass  p 
und  q  constant  gleich  7t  bez.  x  sind;  der  einzelne  charakteristische 
Streifen  ist  also  ein  ebener.  Damit  aber  wird  die  Integration  des 
System  (7)  leicht  durchführbar,  und  wir  finden  für  das  allgemeine 
Gleichungssystem  (17)  pg.  492  hier  insbesondere  die  Gestalt: 


dx             dy              dz 

—  dp        —  dq 

«  +  2      y  +  p      2+Pi 

0                 0 

(9) 


^  =  _3r  +  |±^(a;  +  x), 


p  =  7t,  q  =  X. 

Um  jetzt  sogleich  ein  vollständiges  Integral  zu  gewinnen,  schreiben 
wir  in  der  Anfangsebene  x  ==  0  eine  Gerade  durch: 

^  =  hrj-\-  ah 

vor,  wo  a  und  h  willkürliche  Parameter  sind.  Dabei  ist  x  =  h,  und 
man  hat  zufolge  (8)  offenbar  jr  =  a  zu  setzen.  Die  beiden  ersten 
Gleichungen  (9)  werden: 

by  -\-  ab  =  (a  -\-  rj)  (x  +  b), 
3-\-ah  =  (2a-\-  n)  {x  +  &), 
und  sie  führen  durch  Elimination  von  ri  auf  das  vollständige  Integral: 
(10)  ax-\-by  —  z-\-ab  =  0, 

welches  geometrisch  ein  Bündel  von  oo^  Ebenen  darstellt.  Nach  Vor- 
schrift der  Gleichungen  (5)   finden  wir  als  Enveloppe  dieses  Ebenen- 

32* 
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bündeis   das  durch  xy  -{-  z  =  0  dargestellte   hyperbolische   Paraholoid. 
An    dieser    singulären   Integralfläche    bestätigt    man    unmittelbar    das 
gleichzeitige  Bestehen  der  vier  Gleichungen  (11)  pg.  496. 
Aufgabe  1.     Man  behandele  die  Differentialgleichung: 

px  +  q.y  +  pq.  '^  o, 

bei   welcher   die   Integration    der   simultanen    Gleichungen   (15)    pg.  491    in    ge- 
schlossener Form  gelingt. 

Aufgabe  2.  Man  discutiere  den  Fall  einer  Differentialgleichung  f{p,  q)  =  0, 
welche  x,  y,  z  nicht  enthält.  Hier  wird  man  mit  ebenen  charakteristischen 
Streifen  zu  thun  haben. 

§  16.    Betrachtung  der  Differentialgleichungen 

f{z,  X^,  ■  -,  Xn,  P^,  ■  -,  Pn)  =  0. 

Die  in  den  drei  voraufgehenden  Paragraphen  entwickelten  Methoden 
übertragen  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  mit  n  unabhängigen  Variabelen 
^1)  ^tj  •  ■  •?  ^n  und  einer  gesuchten  Function  z.  Für  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  z  nach  den  x  benutzen  wir  die  Bezeichnung: 
/IN  dz_  dz_  dz 

^  ^  -^1      a^c/   ^2  —  ^^^ ,  •  •  •;  i'«  —  ^, 

und  wir  denken  die  Differentialgleichung  selber  gegeben  durch: 
(2)  f{z,  x^,  x^,  •  •  -,  Xn,  i)i,  p^,  '  ■  •,  p„)  =  0. 

Die  partiellen  Ableitungen  von  f  bezeichnen  wir  so: 

Eine  Function: 

(4)  Z  =  (p{x^,    X^,    ■  ■  ■,    Xn), 

welche  in  (2)  eingetragen  eine  in  den  x  identische  Gleichung: 
T\^,  x^,  x^,  •■■,  Xn,   ^,    ä^j  •••    d^J  =  ^ 

liefert,  wird  als  ein  Integral  der  Gleichung  (2)  zu  bezeichnen  sein. 

Wir  benutzen  auch  hier  bei  beliebigem  n  eine  geometrische  Sprech- 
weise, indem  wir  x^,  x^,  •  •  •,  Xn,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Raumes  von  (w  -j-  1)  Dimensionen  deuten.  Die  Begriffe  einer  ,,Curve" 
und  einer  „Fläche"  in  diesem  Räume  wurden  bereits  oben  (pg.  449) 
fixiert.  Das  durch  eine  Gleichung  (4)  dargestellte  w-dimensionale  Ge- 
bilde wird  als  eine  „Integralfläche"  der  Differentialgleichung  (2)  zu  be- 
zeichnen sein. 
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Wir  können  nun  die  Massnahmen  von  pg.  488  ff.  hier  ohne 
weiteres  verallgemeinern.  Einer  einzelnen  Stelle  einer  Integralfläche 
kommt  ein  Wertsystem  (2,  x^,  ■  ■  ■,  Xn,  Pt,  ■  ■  -,  Pn)  zu,  durch  welches 
wir  ein  „Flächenelement"  der  Integralfläche  bestimmt  zu  denken  haben. 
Auf  diesem  Flächenelement  markieren  wir  ein  Bogenelement,  indem 
wir  die  Differentiale  dx^,  ■■■,  dx„  der  unabhängigen  Variabelen  in 
Übereinstimmung  mit: 

(5)  "Ä  ^  Ä"  ~  Pn 

gewählt  denken.  Natürlich  sollen  hierbei  die  in  den  Nennern  stehen- 
den Functionen  P,-  für  die  unser  Flächenelement  bestimmenden  Werte 
8,  x^,  •  ■  -,  Xn,  p„  •■-,  Pn  gebildet  sein.  Das  Differential  ds  für  das  zu 
construierende  Bogenelement  entnehmen  wir  aus: 

d2  =  p^dx,  +  p^dx,  H h  PndXn  =  ^  Ol  ^i +i'2  A  H \- PnPn)- 

Die  Richtung  des  auf  dem  FläcJienelemente  construierten  Bogendifferentials 
ergiebt  sich  aus: 

,^.  dx,       dx,  _        _  ^  _  ^^ 

(6)  -p^=^-~  P„        PrPt  +  ---\-PnPn 

Man  berechne  weiter  die  Änderungen  dpi  der  pi,  welche  sich  ein- 
stellen, wenn  wir  auf  der  Integralfläche  zum  Endpunkte  {x^ -\- dx^, 
...  ^J  _|_  dxn)  des  in  Rede  stehenden  Bogendifferentials  gehen.  Zu- 
nächst haben  wir  für  diese  dpii 

Gehen  wir  andrerseits  auf  der  Integralfläche  zu  demjenigen  benach- 
barten Punkte,  bei  dem  nur  eine  einzelne  Coordinate  Xi  um  dxt  und 
natürlich  entsprechend  2  um  d^.z  =  pidXi  abgeändert  ist,  so  wird,  da 
auch  für  diesen  benachbarten  Punkt  die  Gleichung  (2)  bestehen  muss, 
das  zugehörige  Differential  von  f  verschwinden.     So  ergiebt  sich: 

Nun  folgt  aus  (1)  offenbar  ^|:  =  ^;  Die  letzte  Gleichung  führt  dem- 
nach unter  Benutzung  der  Relationen  (5)  auf: 
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Der  hier  in  Klammer  stehende  Ausdruck  ist  aber  zufolge  (7)  direct  das 
gesuchte  Dijfferential  dpi.  Es  folgt:  Beschreiben  wir  auf  der  Integral- 
fläche das  oben  marMerte  Bogendifferential,  so  erfahren  die  0,  x^,  •  ■  •  x„, 
Pi>  •  ■  ■)  Pn  solche  Abänderungen,  welche  mit: 

dx^  dx^  dz  —  dp^  —  dp^ 


(8) 


P^  K       v.P.-V---^PnK      x,-\-p,z  X^+PnZ 


I 


in  Übereinstimmung  sind. 

Hier  erkennt  man  nun  wieder  den  Umstand  als  fundamental,  dass 
die  simultanen  Differentialgleichungen  (8)  allein  von  der  Differential- 
gleichung (2)  abhängen,  dagegen  von  der  besonderen  Integralfläche,  an 
welche  wir  hier  anknüpften,  gänzlich  unabhängig  sind.  Alle  Folge- 
rungen, welche  oben  (pg.  491)  für  n  =  2  auf  diese  Thatsache  ge- 
gründet wurden,  lassen  sich  demnach  auch  hier  ziehen.  Wir  sehen 
etwa  x^  als  unabhängige  Variabele  für  die  simultanen  Gleichungen  (8) 
an  und  denken  die  vollständige  Integration  der  Gleichungen  (8)  von 
den  Anfangswerten  l^,  •  •  •,  |„,  t,,  :r^,  •  •  •,  3r„  aus  durchgeführt.  Dabei 
ergebe  sich: 

(9)  .xi^tpi  {x^ ;  %i,  t„  7Ck)y  a  =  2, 3,  •  ■  •,  n), 

Pm  =  %m(^i ;    h,    tf    ^k)  ,  (m  =  l,  2,  •  •  • ,  n). 

Indem  wir  x^  als  variabel  ansehen,  finden  wir  durch  diese  Gleichungen 
00^  Flächenelemente  dargestellt,  welche  einen  „charakteristischen  Streifen" 
und  damit  eine  „charakteristische  abwickelbare  Fläche"  liefern. 

Wie  oben  bauen  wir  aus  diesen  Streifen  alle  Integralflächen  unserer 
Differentialgleichung  auf.  Nur  würde  wieder  der  singulare  FaU,  dass 
für  eine  Integralfläche  überall  die  2w  Gleichungen: 

(10)  P,  =  0,  •••,  P„  =  0,    Xi+PiZ=0,  •••,  X„  +  p„Z==0 

zugleich  bestehen,  auszuschliessen  sein;  denn  hier  würden  wir  an  keiner 
Stelle  der  Fläche  den  Integrationsprocess  der  Gleichungen  (8)  in  An- 
satz bringen  können.  Um  jetzt  sogleich  das  „allgemeine  Integral"  her- 
zustellen, verstehen  wir  unter: 

(11)  ^=^(^2;  is,  '•;  y 

eine  „willkürliche  Function"  der  (n — 1)  Argumente  i,^,---,i,„.  Es 
soll  alsdann  ein  Integral  z  gebildet  werden,  welches  sich  für  x^  =  li 
auf  0{x^,  x^f  •  •  •,  Xn)  reduciert.  Man  wird  die  zugehörige  Integral- 
fläche aus  allen  oo""^  charakteristischen  Streifen  aufbauen,  deren  An- 
fangselemente durch: 
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und  einen  zugehörigen  aus  f{l,  li,  •  •  •,  I»,  ^x,  ■  •  ',  ^n)  =  ^  '^^  be- 
stimmenden Wert  ^1  gegeben  sind.  Das  Integral  selbst  wird  man  ge- 
winnen, indem  man  aus  den  ersten  n  Gleichungen  des  Systems: 


(12) 


(«  =  2,3,  ••   ,n), 
(m=l,  2,  •■  •,  n) 


aie  (n  —  1)  Grössen  Ig,  •  •  •,  In  eliminiert. 

Zum  Beweise  dieser  Angaben  hat  man  einmal  zu  zeigen,  dass  die 
in  (12)  vorliegenden  Wertsysteme  z,  Xi,  pm  beständig  die  Differential- 
gleichung befriedigen,  sodann  dass  die  aus  den  ersten  Gleichungen  (12) 
zu  berechnenden  Ableitungen  ||-   auch  wirklich  die  durch  die  letzten 

Gleichungen  gegebenen  pi  sind.  Die  bei  w  =  2  vorliegenden  Verhält- 
nisse sind  hier  wieder  durchaus  vorbildlich.  Indessen  verweisen  wir 
wegen  der  weiteren  Ausführung  auf  die  Darstellung  in  dem  pg.  427 
genannten  Werke  von  Goursat  (§  50,  pg.  109  ff.).  Desgleichen  be- 
ziehen wir  uns  auf  dieses  Werk  betreffs  des  Übergangs  vom  allge- 
meinen zum  „vollständigen  IntegraV-,  hier  hat  man  natürhch  auch 
wieder  nur  mit  der  genauen  Verallgemeinerung  der  oben  (pg.  498)  für 
n  =  2  geschilderten  Verhältnisse  zu  thun. 

§  17.    Theorem  von  Poisson. 

Für  den  Fall  einer  in  p^,  p„  ■  ■ -,  Pn  linearen  Differentialgleichung 
fh,  iTi,  •  •  •,  i>i,  •  •  •)  =  ö  haben  wir  oben  die  Möglichkeit  der  Reduc- 
tion  auf  eine' 'solche  Differentialgleichung  dargethan,  in  welcher  die 
gesuchte  Function  explicite  nicht  mehr  auftritt.  Die  gleiche  Re- 
duction  ist  in  genau  derselben  Weise  bei  jeder  Differentialgleichung 
f(z  X  ,  ■• -,  Pi,  ■■  •)  =  ^  durchführbar.  Es  wird  demnach  keine 
wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit  sein,  wenn  wir  gleich  an- 
fangs die  Annahme  machen,  dass  z  nicht  explicite  in  der  Differential- 
gleichung auftritt.     Letztere  soll  also  die  Gestalt  haben: 

(1)  f{x^,  x^,  ■  ■  -,  Xn,  Pi,  Pi,  ■■-,  Pn)^0.   ' 
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Es  ist  nun  von  Poisson*)  ein  höchst  wichtiges  Theorem  auf- 
gefunden, welches  bei  der  Integration  der  Gleichung  (1)  wesentliche 
Dienste  leistet.  Dieses  Poisson'sche  Theorem  soll  hier  aufgestellt 
werden. 

Das  Besondere  an  der  Differentialgleichung  (1)  ist,  dass  die  oben 
mit  Z  bezeichnete  partielle  Ableitung  von  f  nach  z  identisch  ver- 
schwindet. Die  simultanen  Differentialgleichungen  (8)  pg.  502  nehmen 
demnach  hier  die  Gestalt  an: 

(n\        dx^  dx^  ^^n —  dpi  —  dp^  —  dp^ 

wobei  das  Glied  mit  dem  Differential  dz  zunächst  ausgelassen  ist.  Da 
z  in  den  Nennern  P»,  X^  nirgends  auftritt,  so  haben  wir  in  (2)  ein 
System  simultaner  Differentialgleichungen  mit  2n  Variahelen  Xi,  p^.  Wir 
denken  bei  der  vollständigen  Integration  dieses  Systems  etwa  x^  wieder 
als  unabhängige  Variabele  und  finden  nach  Ausführung  dieser  Inte- 
gration z  selbst  in  der  Gestalt: 

(3)  ^  =J  (Pi  +  i>2  ^  H \-Pn^)dx^-^  C 

durch  eine  Quadratur.  Nach  pg.  502  u.  f.  ist  solchergestalt  die  Integra- 
tion der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  im  wesentlichen  auf  diejenige 
der  simultanen  Gleichungen  (2)  zurückgeführt.  Das  Poisson'sche 
Theorem  wird  nun  zeigen,  wie  man  aus  zwei  „Einzelintegralen" 
(cf.  pg.  444)  des  Sytems  (2)  durch  einen  gewissen  einfachen  Algo- 
rithmus neue  Integrale  dieses  Systems  herzustellen  vermag. 
Hat  man  in: 

(4)  (p(x^,    •••,    Xn,    Pi,    ■■■,Pn)  =  C 

irgend  ein  Einzelintegral  von  (2),  so  genügt  nach  pg.  445  die  in  (4) 
gegebene  Function  cp  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(5)  J(^.|?-^.|^)  =  o- 

Für  den  hier  links  stehenden  Ausdruck  wollen  wir  eine  abkürzende 
Schreibweise  einführen.  Sind  il;  und  %  irgend  zwei  Functionen  der 
2n  Veränderlichen  Xi,  pk,  so  verstehen  wir  unter  dem  Symbol  (t^,  %) 
die  Summe: 


I 


*)  Siehe    dessen   bezügliche  Abhandlungen    in  den   Bänden  13  und   15  des 
„Journal  de  l'^ßcole  polytechnique". 
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(6)  y^'  ^)—^^\dPi  dx,        dx^dpj 

und  wollen  hinfort  (t/;,  %)   als   einen  „Poisson' sehen  Klammerausdruc¥' 

benennen. 

Da  die  P,  und  Xi  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  pi  und 
rr,-  sind,  so  kann  man  die  Differentialgleichung  (5)  für  cp  einfach  in  der 
Gestalt: 

(7)  (A  qp)  =  0 

anschreiben.  Jedes  Integral  (p  dieser  Gleichung  liefert,  mit  einer  Con- 
stanteu  gleich  gesetzt,  ein  Einzelintegral  des  Systems  (2). 

Für  den  Poisson'schen  Klammerausdruck  gelten  offenbar  die  Regeln: 

(8)  {i^,x)  =  -(x,t),       (C,X)  =  ^, 

wenn  C  irgend  eine  constante  Grösse  bedeutet.  Grundlegend  ist  eine 
nach  Jacobi  benannte  Relation  für  den  fraglichen  Ausdruck,  die  wir  in 
folgender  Weise  aufstellen.  Wir  definieren  durchaus  im  Sinne  von 
pg.  471  die  beiden  Operationssymbole: 


^~ Zj\dPi  dx.        dx^  dpj' 
~^\dPi  dx,        dx.  dpj 


Ist  alsdann  tp  irgend  eine  dritte,  nicht  notwendig  mit  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (4)  identische  Function  der  Xi,  pi,  so  gilt  offenbar: 

Üben  wir  hier  links  nochmals  die  Operation  Y,  rechts  nochmals  X  aus, 

so  folgt: 

Y  (X(9)))  =  {%,  (t/',  <p)),  .  X  (Y(9P))  =  (i^,  {%,  (p)). 

Unter  Benutzung  der  ersten  Formel  (8)  und  der  unmittelbar  ersicht- 
lichen Regel  {t,  —x)  =  —  {i>,%)  folgt: 

Y(X(9)))  -  X(Y(9)))  =  ((9,  ^),  x)  +  {ix,  <P),  ^)- 

Der  hier  links  stehende  Ausdruck  wurde  nun  pg.  473  ausführlich  unter- 
sucht, und  wir  wollen  von  den  damaligen  Ergebnissen  insbesondere 
benutzen,  dass  in  diesem  Ausdruck  und  also  auch  in  der  entwickelten 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  alle  Glieder  mit  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  von  9  sich  fortheben.  Daraufhin  bilde  man  folgende 
in  den  (p,  ip,  X  symmetrisch  gebaute  Summe: 
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(Ö)  ((9^,  ^),  %)  +  (if,  X),  9)  +  {{%>  9),  t)' 

Aus  der  Structur  des  Poisson'schen  Klammerausdrucks  ist  ersichtlich, 
dass  der  entwickelte  Ausdruck  von  (9)  eine  Summe  von  lauter  Gliedern 
darstellt,  deren  einzelnes  das  Product  einer  Ableitung  zweiter  Ordnung 
und  zweier  Ableitungen  erster  Ordnung  der  g),  ip,  i  ist.  Dabei  rühren 
vom  mittleren  Bestandteile  ((^,  y),  (p)  nur  solche  Glieder  her,  welche 
allein  erste  Ableitungen  von  (p  enthalten.  Da  wir  nun  schon  erkannten, 
dass  in  ((cp,  t),  X)  +  ((%,  fp),  ^)  alle  Glieder  mit  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  von  (p  ausfallen,  so  kann  die  ausgerechnete  Summe  (9)  über- 
haupt keine  zweite  Ableitung  von  cp  und  also  wegen  der  Symmetrie 
auch  keine  von  t^  und  x  enthalten.  Das  vorhin  erkannte  Gesetz,  dass 
jedes  Glied  der  entwickelten  Summe  (9)  eine  zweite  Ableitung  enthält, 
führt  dieserhalb  zu  dem  Ergebnis,  dass  die  fragliche  Summe  identisch 
verschwindet:  Für  je  drei  Functionen  <p,  t,  %  ^^^  ^h  Pk  gilt  die  Re- 
lation: 

(10)  {((p,  ^),  x)  +  ((^,  x)>  <P)  +  ((X,  9>),  ^)  =  0 

identisch.  Man  bezeichnet  diese  Gleichung  als  die  „Jacobi'sche  Identität^'  *). 
Das  Poisson'sche  Theorem  kann  man  nun  als  eine  unmittelbare 
Folge  der  Jacobi'schen  Identität  ableiten.  Sind  q)^  und  (p^  irgend  zwei 
Integrale  der  Gleichung  (7),  d.  i.  der  Differentialgleichung  (5),  so 
gelten  die  beiden  Gleichungen: 

(11)  (/•,9'i)  =  0,     {q>„f)^0 
identisch.     Setzt  man  dies  in  die  Jacobi'sche  Identität: 

(12)  ((9^2,  f),  fi)  +  ((f,  cp,),  cp,)  +  ((9>,,  cp,),  f)  =  0 
ein  und  berücksichtigt  die  zweite  Gleichung  (8),  so  folgt: 

((9>i,  9>2)y  /■)  =  —  (f,  (<Pi,  (P^))  =  0. 

Hieraus  entspringt  der  Poisson'sche  Satz:  Hat  man  in  cp^  und  tp^ 
irgend  zwei  Integrale  der  Differentialgleichung  (5),  50  liefert  der  Klammer- 
ausdruch  in  {cp^,  cp^)  immer  sogleich  ein  drittes  Integral  derselben  Diffe- 
rentialgleichung. Aus  diesem  dritten  Integrale  kann  man  dann  sofort 
mit  (p^  und  cp^  weitere  Integrale  herstellen  und  in  entsprechender 
Weise  fortfahren.  Indessen  müssen  wir  es  unentschieden  lassen,  ob 
man  in  jedem  Falle  von  zwei  Anfangsintegralen  aus  in  dieser  Weise 
aUe  (2n  —  1)  unabhängigen  Integrale  gewinnen  kann  oder  nicht. 

*)  Siehe  Jacobi's  Abhandlung  „Nova  methodus  aequationes  differentiales 
partiales  primi  ordinis  inter  numerum  variabilium  quemcunque  propositas  inte- 
grandi",  Journ.  f.  Math.  Bd.  60  oder  Jacobi's  Werke  Bd.  3. 
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§  18.    Differentialgleichungen  der  Djmamik. 

Jacobi  hat  in  seinen  berühmten  „Vorlesungen  über  Dynamik" 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  im  unmittelbaren 
Zusammenhange  mit  den  (namentlich  von  Lagrange  und  Hamilton 
entwickelten)  Grundlagen  der  Dynamik  zur  Darstellung  gebracht.  In 
der  That  lassen  sich  die  im  Laufe  des  vorliegenden  Kapitels  gewonnenen 
Theoreme  in  ausgedehntester  Weise  bei  der  Integration  der  Grund- 
gleichungen der  allgemeinen  Dynamik  verwenden.  Einige  darauf  be- 
zügliche Andeutungen  sollen  hier  zum  Schlüsse  gebracht  werden. 

Es  seien  n  materielle  Punkte  der  Massen  m^,  m^,  •  •  ■,  m„  im 
Räume  durch  ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  (x^^,  y-^,  z^,  {x^,  ]f^,  z^, 
■  •  •,  {Xn,  yn,  ^n)  gegeben.  Diese  Punkte  seien  die  Angriffspunkte  von 
n  gegebenen  Kräften  P^^  P^,  •  •  •,  P„,  deren  nach  den  Axen  genommene 
Componenten  (X^,  Y^,  Z^,  {X^,  Y^,  Z^,  ■  ■  -,  (X„,  Yn,  Zn)  seien. 
Wir  nehmen  an,  dass  die  Xk,  Y^,  Zk  Functionen  der  3n  Coordinaten 
x^,  •  •  •,  Zn  allein  sind;  diese  Functionen  gelten  weiterhin  als  bekannt. 
Die  n  materiellen  Punkte  seien  durch  ft  <  3w  Bedingungen  an  einander 
gebunden,  denen  wir  die  Gestalt  geben: 

1-^1  (^i;  Vi,  ^u  •••;  Vn,  ^«)  =  0, 
(1) 


•Ff^ix^^y^,  z„  ■■-,  yn,  Zn)  =  ^ 


Die  ft  hier  links  stehenden  Ausdrücke  seien  gleichfalls  Functionen  der 
3w  Coordinaten  x^,  y^,  •  •  •,  Zn  allein. 

Die  Grundfrage  ist  nun,  wie  sich  unter  den  gekennzeichneten  Be- 
dingungen die  materiellen  Punkte  m^,  m^,  •  •  •,  m„  bewegen  werden, 
d.  h.  wie  sich  die  3w  Coordinaten  x^,  •  •  •,  ^;„  als  Functionen  der  Zeit  t 
darstellen.  Aus  den  der  Mechanik  zu  Grunde  liegenden  Axiomen  leitet 
man  nach  Lagrange  zunächst  das  System  der  3n  Grundgleichungen: 


(2) 


^^  -Tt^-  =  ^*  +  '^1  ä^"  +  ^2  -g^'  +  •  •  •  +  ^M  J^^  ; 
^^Vk  dF  dF  ^F 

*^* ^  =  ^*  +  ^1 1^  +  ^2  gj^  +  •  •  •  +  ^..  -^7^, 

d^Z/^  ^Y  dF  ^^fi 

*^*  d«^  =  ^*  +  ^1  a4  ~^^''d'f,~^ ^  ^^  ^ 


ab,  wo  Je  der  Reihe  nach  gleich  1,  2,  ••  •,  n  zu  nehmen  ist,  und  wo 
A^,  A2,  •  •  •,  A^  die  von  Lagrange  eingeführten  unbestimmten  Multipli- 
catoren  sind. 


508      VII.   Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  mehreren  Variabelen. 


Die  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Bewegung  des  Punkt- 
systems würde  nun  zunächst  so  zu  vollziehen  sein.  Wir  berechnen 
uns  die  fi  Gleichungen; 


0, 


df 


=  0, 


d^F. 


dt 


^  =  0 


explicite,  so  dass  die  linke  Seite  der  einzelnen  dieser  Gleichungen  als 
eine  bekannte  Function  der  3n  Coordinaten  x^,  y^,  ■  ■  ■,  ^„  und  ihrer 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  anzusehen 
ist.  Tragen  wir  für  die  zweiten  Differentialquotienten  ihre  aus  (2) 
entspringenden  Ausdrücke  ein,  so  entspringen  [i  Gleichungen,  aus  denen 
wir  Ai,  Ag,  ••  •,  l/u  als  Functionen  der  x-^^,  y^,  •  •  •,  Zn  und  ihrer  ersten 
Ableitungen  nach  der  Zeit  berechnen  können.  Diese  Ausdrücke  trage 
man    in    die    Gleichungen    (2)    ein,    wodurch    die    rechten    Seiten    der 

dx^  dz^ 

letzteren  zu  bekannten  Functionen  der  x-^,  ■  ■  •,  ^„,  -jj,  •■',  -jj  werden. 

Für  die  ersten  Ableitungen  der  Coordinaten  nach  der  Zeit,  d.  i. 
für  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  unserer  n  materiellen 
Punkte  schreiben  wir  die  Abkürzungen: 


(3) 


dt  ~^*' 


dt 


dz. 


Vk 


=  ^k, 


(*  =  1,  2,  •  ■•,n). 


Die  Gleichungen  (2)  können  wir  dann  in  die  Gestalten  setzen: 


(4) 


nik- 


^k 


dx^ 
dt 

dt 


.,»). 


Mk-JT  =  hk{x^y   '  ■  ■,  Zn,    %',    •  •  •,    Zn)  . 


Unsere  Aufgabe  ist  solchergestalt  reduciert  auf  die  vollständige  Inte- 
gration eines  Systems  von  6n  simultanen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (3),  (4)  mit  den  Qn  abhängigen  Variabelen  x^,  •  •  •,  Zn  und  der 
unabhängigen  Veränderlichen  t.  Nach  pg.  443  wird  das  vollständige 
Integralsystem  6w  willkürliche  Constante  enthalten,  welche  wir  etwa 
aus  den  für  die  Zeit  ^  =  0  anzugebenden  Werten  der  Coordinaten  und 
Geschwindigkeitscomponenten  bestimmen  können. 

Dieser  unmittelbar  sich  darbietende  Ansatz  zur  Lösung  unseres 
dynamischen  Problems  wird  schon  bei  nicht  ganz  einfachen  Fällen 
sehr  umständlich.  Es  hat  denn  auch  bereits  Lagrange  die  Grund- 
gleichungen (2)  in  eine  neue  Gestalt  weiter  entwickelt;  und  auf  diese 
neue  Gestalt,   welche  sich  den  beim  einzelnen  Probleme  vorliegenden 
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Verhältnissen  besser  anpassen  lässt,  bezieht  sich  die  Mehrzahl  der 
Theoreme  von  Hamilton,  Jacobi  u.  a. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  kann  man  ft  unter  den  Coordinaten 
durch  die  v  =  3n  —  ^  übrigen  ausdrücken.  Wir  können  auch,  um  dem 
Ansätze  eine  noch  grössere  Allgemeinheit  zu  geben,  v  =  3w  —  fi 
zweckmässig  gewäUte  unabhängige  Variabele  q^,  q^,  •■•,  qv  eingeführt 
denken,  in  denen  die  x^,  •  ■  -,  Zn  solche  als  bekannt  geltende  Functionen 
sind,   dass   die  fi  Gleichungen  (1)  in  q^,  q^,  •  •  •,  qy  identisch  bestehen. 

Aus  dem  letzteren  Umstände  ziehen  wir  sogleich  die  Folgerung, 
dass  auch  die  partiellen  Ableitungen  der  i^^,  •  •  •,  F^  nach  der  einzelnen 
Variabelen  q,  identisch  verschwinden  müssen,  was  uns  folgende  ftv 
Gleichungen  liefert: 


(5) 


(«=1,2,  •  ■■,r). 


^\dx,dq,~^   dy.dq,'^    dz,   dqJ 


J^  \dx,,  dq. 


Diese  Gleichungen  verwerten  wir,  um  aus  den  3w  Gleichungen  (2) 
die  unbestimmten  Multiplicatoren  A^,  •  •  •,  A^  zu  eliminieren.  Offenbar 
folgt,  falls  wir  die  Abkürzungen  (3)  im  Gebrauche  behalten,  durch 
Combination  der  Gleichungen  (2)  unter  Rücksicht  auf  (5): 

k  =  l 

wobei   Q,  eine  abkürzende  Bezeichnung  für  folgende  Summe  ist: 

(7) 


^-^(^^^^+^^^+■^^6) 


Diese   Ausdrücke    Q^^,  Q^,  ■  ••,  Qv    sind    als    bekannte   Functionen    der 

Q.i>  5*2 ?  '  '  '}  3»"  o.'^z^sehen. 

Zur  Weiterentwicklung    der   v  Gleichungen   (6)   führen  wir  nun- 
mehr die  „lebendige  Kraff: 

n 

(8)  ^-y2  *^^  (^*"  +  y^"  +  ^*") 

A:=l 

unseres  bewegten  Punktsystems  ein.     Um  T  auf  die  neuen  Variabelen 
2i?  U2>  ■  •  ■'  2"  ^^  transformieren,  knüpfen  wir  an: 


510     VII.   Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  mehreren  Variabelen. 


x'  =  —  =.  V?^^ 
*  dt         jiLi  dq,    dt 


Unter  Gebrauch  der  Abkürzungen: 
(9)  ^  =  a'      ^~n' 

schreibt  sich  die  vorstehende  Gleichung: 


''      dt  ~^* 


(10) 


Xk  = 


dt 


/  + 


und  es  reihen  sich  zwei  entsprechende  Gleichungen  für  y^,  Zk  an.  Die 
Xk,  Vk,  Zk  sind  lineare  homogene  Functionen  der  q^',  q^\  .  .  .^  qj  mit 
Coefficienten,  die  bekannte  Functionen  der  q„  q^,  ■•■,  q^  sind;  und  zwar 
folgt  aus  (10): 

ni)  ^_^__ox,      dy;       dy^      dz;        dz, 

3«/ 


^%'     ^2/        '(>%''     dqj        8q, 


A  =  l,2,  ■  ■■,n\ 
\«  =  1,  2,    -.,  vj- 


Hieraus  ergiebt  sich  sofort  weiter:  T  ist  eine  homogene  ganze  Function 
zweiten  Grades  der  q,' ,  q,' ,  •  • .,  q;  mit  Coefficienten,  die  bekannte  Func- 
tionen der  q^,  q^,  •  .  .,  q^  sind. 

Um  zu  den  Gleichungen  (6)  zurückzugelangen,   differenziere  man: 


BT 


nach  t  und  findet  unter  Benutzung  der  Relationen  (11): 


Um  die  zweite  rechter  Hand  stehende  Summe  weiter  zu  entwickeln, 

^     ^     ^ 

dq/     da'     dq. 


benutzen    wir,    dass    die  Ableitungen   ^^    ^^ ,    ^   Functionen   von 


Q'i;  •  •  •>  ^v  allein  sind;  es  folgt: 

dt\dqj         dq,dq^^^   "^  ^^^  ^2   +• 

Aus  Formel  (10)  aber  ergiebt  sich: 


+ 


dx' 


d'x 


dq^  cq^dq 


k         ,     ,       ^'^i 
?l    + 


^2,^2« 


2'  + 


d'x. 


~r  fl„  a^  ö^* 
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Der  Vergleich  mit  der  voraufgehenden  Gleichung  lässt  uns  somit  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Relationen  erkennen: 

dt\dqj~~dq'       dt\dqj  da'       dt\dqj  dq/ 


Die  zweite  Summe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (12)  ist 
demnach,  wie  aus  Formel  (8)  hervorgeht,  gleich  der  partiellen  Ableitung 
von  T  nach  q,.  Aus  (6)  und  (12)  entspringen  somit  die  Gleichungen: 
/-.oN  d  /dT\         ^     ,    dT 

Diese  im  Verein  mit  den  Gleichungen  (9)  stellen  ein  System  von  2v 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  den  2v  abhängigen  Variahelen 
9'i5  '  '  'f  Q.V}  0.1  y  •  •  ■>  Q.V  wm^  der  unabhängigen  Variabelen  t  dar.  Wir 
haben  hiermit  die  oben  in  Aussicht  genommene  neue  Gestalt  der 
Grundgleichungen  der  Dynamik  gewonnen. 

Eine  mit  (9)  und  (13)  nahe  verwandte,  aber  noch  etwas  brauch- 
barere Gestalt  der  Grundgleichungen  erzielen  wir  durch  Einführung 
gewisser  neuer  Variabelen  i?i,  i>2>  '  "  '>  P»-  an  Stelle  der  g*/,  q^',  •  •  -,  q^  . 
Wir  wollen  nämlich  setzen: 

.-,  .X  dT  _  dT  _  dT  _ 

l^^;  dq,'—^^>      dq,'~^^'"''      dq:~^" 

Da  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  q^,  •  •  •,  q^  ist,  so 
gelten  v  Gleichungen: 

(15)  p,  =  asiqi  -\- as^q%  -\r  ■  •  • -\- a^vqv  ,  («=1,2, •••,v). 
Die  Auflösung  nach  den  ^/  liefere: 

(16)  qs    =  ßslPl  +   ßs^Pi  -\ h  ßsvPvy  (^=1.  2,  •  •  •,  *), 

WO  die  Coefficienten  a  und  also  auch  die  ß  Functionen  der  Variabelen 
Qif  Qi)  '  '  ')  9.V  sind.  Die  lebendige  Kraft  T  wird  sich  auch  in  den 
Pi)  P2}  '  ' ')  Pv  cds  eine  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  dar- 
stellen, deren  Coefficienten  bekannte  Functionen  der  q^,  q^,  •  •  •,  q^  sind. 
Für  diesen  neuen  Ausdruck  von  T  benutzen  wir  die  Bezeichnung: 

(1'?)  ^=  TOi,  i?2;  •  •  •;  Pv,   Ui>  &,  ■  •  •,  qv). 

Zur  Transformation  der  Gleichungen  (9)  und  (13)  knüpfen  wir  an 
das  totale  Differential  von  T,  welches  gleichzeitigen  und  beliebigen 
Abänderungen  dp^^,  •  •  •,  dp^,,  dq^,  •  •  •,  dqy  der  Argumente  p^,  •  •  •,  jo^, 
üi}    '  ')  Qy  entspricht: 

V  ■  V 

(18)  ^r=;2i^dp.+;^l^di.. 


512     VII.   Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  mehreren  Variabelen. 


Dies  Differential  können  wir  nun  noch  auf  anderem  Wege  berechnen. 
Da  T  in  der  ursprünglichen  Gestalt  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  der  q^,  q^,  •  ■  -,  q^  ist,  so  gilt  nach  Euler's  Satz  von  den  homo- 
genen Functionen: 


2T 


r  dT     , 


,  dT 


^  H \-ay 


,  dT 


eine  Gleichung,  die  wir  auch  so  schreiben  können: 


(19) 


Um  aus  dieser  Gleichung  das  in  (18)  dargestellte  Differential  dT  zu  be- 
rechnen, müssen  wir  aus  (16)  die  den  dps,  dq,  entsprechenden  Diffe- 
rentiale dqs   bestimmen.     Gleichung  (19)  liefert  dann: 

dT=2q:d(ß^\  +2-^  dq:  -^||  dq.  "^^  ^^^'^ 

»  =  1  \     ^s  /  4  =  1        ^s  «  =  1        ^*  4  =  1        ^« 

Hier  sind  die  in  der  ersten  Summe  rechter  Hand  stehenden  totalen 
Differentiale  zufolge  (14)  einfach  die  dp^,  •  •  •,  dp^,-^  man  hat  somit  als 
neue  Darstellung  des  Differentials  dT: 

dT  =^  q/dp,  —^jrdqs. 

Der  Vergleich   dieser  Darstellung  von  dT  mit  der  unter  (18)  ge- 
gebenen liefert  uns  die  2v  Relationen: 

/om  '_^T       dT  __dl_ 

^"^^^  «*   -dps'      dq,-         dq/ 

vermöge  deren  wir  die  beabsichtigte  Transformation  der  Gleichungen 
(9)  und  (13)  jetzt  unmittelbar  durchführen  können.  In  der  That 
werden  wir  zu  folgender  neuen  Gestalt  der  2v  Grundgleichungen  geführt: 

'dq^_  ar  d%      dJ 

dt  —  dpi ' 


(21) 


dt        ^1 


'      dt  —dp/ 

dT 

dq,' 

'      dt  —^' 

dl 

wo  T  eine  bekannte  Function  der  p-^,  ■  ■  • ,  p^,  q^,  -  •  ■,  qv  ist,  die  in  den 
Pij  ")Pv  homogen  und  ganz  vom  zweiten  Grade  ist,  wahrend  die  Q^,  •  •  •,  Qy 
bekannte  Functionen  der  q^,  •  •  •,  qy  allein  sind.  — 
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In  dieser  Gestalt  sind  die  Grundgleichungen  weiteren  Folgerungen 
besonders  leicht  zugänglich.  Um  dies  noch  etwas  weiter  auszuführen, 
so  wollen  wir  z.  B.  die  pg.  454  ff.  entworfene  Multiplicatorentheorie  zur 
Anwendung  bringen.  Ein  Multiplicator  M  des  Systems  der  simultanen 
Gleichungen  (21)  ist  jede  Function  der  (2v  -\-  1)  Variabelen  t,  p^,  q^, 
welche  die  partielle  Differentialgleichung: 


St     '  ^^[di.V^c:p,J    '    gp.L^K'^-       dq. 


«^  +  VLL^,|IU 


0 


befriedigt  (cf.  pg.  459  ff.).  Es  folgt :  Das  System  der  simultanen  Diffe- 
rentialgleichungen (21)  hat  in  jedem  Falle  den  Multiplicator  Jf  =  1. 
Setzt  man  nämlich  in  der  vorstehenden  Differentialgleichung  M  mit  1 
identisch,  so  ist  dieselbe  erfüllt,  da  Qg  von  p^  unabhängig  ist. 

Das  Princip  des  letzten  Multiplicators  (cf.  pg.  466)  liefert  damit 
unmittelbar  folgendes  berühmte  Theorem:  Kennt  man  bereits  {2v  —  1) 
unabhängige  Integrale  der  simultanen  Gleichungen  (21),  so  kann  das 
letzte  zur  vollständigen  Integration  noch  erforderliche  Integral  durch 
Quadraturen  gewonnen  werden.  — 

Um  eine  weitere  Ausführung  anzuschliessen,  so  betrachten  wir 
den  Fall,  dass  die  vorliegenden  Kräfte  ein  Potential  V{xy,  yi,  •  •  •,  Zn) 
besitzen.     Es  gelten  dann  die  Gleichungen: 

^^  —  dx,'         i  —  a^/i'    ■■■'         ''~dz„ 

für    die    nach    den    ursprünglichen    rechtwinkligen  Axen   genommenen 

Componenten  der  Kräfte.    Die  Definitionsgleichungen  (7)  der  Qs  liefern 

jetzt: 

^99^  ^  _  XV^  ^.    ,    ^  ^.    ,    ^  ^\  _  aF 

WO  wir  rechter  Hand  V  als  Function  der  q^,  q^,  •  ■  •,  q^  ausgedrückt 
denken.  Die  Differenz  T  —  V  pflegt  man  durch  H  zu  bezeichnen  und 
als  „Hamilton' sehe  Function^'  zu  benennen: 

H{Pi,  ••■,  ?r)  =  T  (2?!;  •  •  •,  qr)  —  F(gi,  •  •  •,  ^,); 

dieselbe  ist  wie  T  und   V  als  bekannt  anzusehen. 

Da   V  von  den  p  frei  ist,  so  findet  man  mit  Benutzung  von  (22): 

dl_^dH       ^         gT  _       dH 

^Ps~dPs'  d%~         d%' 

Es  entspringt  der  Satz:  Im  Falle  der  Existenz  eines  Potentials  nehmen 
die  Grundgleichungen  die  Gestalt  an: 

Fricko,  analyt.-functionenth.  Vorlesungen.  __      33 
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(23) 


dt  •"  dpi ' 


dt 


dt 

dPi 

dt 


=  + 


dH 

dp,' 

dH 

dq,' 


d% 
dt 

dp^ 
dt 


=  + 


an 

dp,' 

dH 


Aus  (23)  ziehen  wir  noch  die  fortlaufende  Gleichung: 
^S'i  dq^  dq^  —dpi  —dp 


\^P^) 


(djs\  ,dm  ~  (dH\  ~  -wm 

\dpj  [dpj         [dqj  [dVj 


Dieselbe  subsumiert  sich  genau  dem  Ansätze  (2)  pg.  504.  Für  die 
Gewinnung  solcher  Integrale,  welche  die  Zeit  t  explicite  nicht  ent- 
halten, können  wir  somit  im  Falle  der  Existenz  eines  Potentials  das 
„Theorem  von  Poisson"  (cf.  pg.  506)  zur  Verwendung  bringen. 
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Ergänzungen  und  Berichtigungen. 


Zu  Seite  74.  Die  Tafel  der  Cylinderfunctionen  J^{&)  und  J^{d')  ist  von  Hansen 
berechnet.  Die  erwähnte  Abhandlung  von  Bo  urget  hat  den  Titel  „Memoire 
sur  le  mouvement  vihratoire  des  memhranes  circulaires" ;  die  Angaben  der 
Tafel  III  sind  in  dieser  Abhandlung  zerstreut  enthalten. 

Zu  Seite  117.     In  Figur  31  muss  statt  Z  und  Z^  gesetzt  werden  z  und  z^. 

Zu  Seite  128  u.  f.  Die  Definition  der  Zahl  g  und  die  Convergenzbetrachtung  ist 
so  zu  gestalten:  Entweder  ist  lim.  sup.  &„  =  oo ,  oder  es  giebt  eine  endliche 

Zahl   ^  =  lim.  sup.  &     von   folgender   Beschaffenheit:     Ist    s    eine   beliebig 

w  =  oo 

kleine  von  0  verschiedene,  positive  Zahl,  so  wird  {g -^  b)  höchstens  von 
endlich  vielen  h^  übertroffen,  {g  —  s)  aber  stets  von  unendlich  vielen.  Im 
Falle  ^  =  0  kann  beim  letzten  Teile  dieser  Aussage  an  Stelle  von  (g  —  s) 
offenbar  g  selbst  treten.  Es  sei  nun  g  endlich  und  von  0  verschieden.  Um 
wenigstens  in  diesem  Falle  zu  zeigen,  dass  B  =  g~^  der  Convergenzradius 
ist,  wählen  wir  einen  beliebigen  Wert  z  in  Übereinstimmung  mit  |  2  —  «^  |<  -R- 
Zwischen  den  beiden  Beträgen  \z  —  z^\  und  B  wähle  man  die  Zahl  r: 

\z-z,\<r<B. 

Dann  gilt  auch  r~~^  >  ^f;  und  es  lässt  sich  eine  Zahl  s  obiger  Art  so  aus- 
wählen, dass  auch  noch  r~  ^  >  flr  +  e  zutrifft.    Schreibt  man  somit  r  {g-\-s)  =  q, 

so  folgt: 

q^r(g  -]r  £)<!■ 

Nun  gilt,    von  endlich  vielen  und  deshalb  nicht  in  Betracht  kommenden 

n   

Reihengliedern  abgesehen,  beständig  j/|  a„  |  <  ^r  +  f.     Daraus  aber  folgt: 

V\%\  •  1  2  -  ^0  l<  »•(5'  +  «)  =  3  <  1. 
\ct„{z-Z,r\<q\ 

womit  die  Convergenz  für  den  gewählten  Wert  z  bewiesen  ist.  Hat  man 
andererseits  irgend  einen  Wert  z  mit  \z  —  Zq\^  B,  so  wähle  man  eine 
Zahl  s  gemäss: 

|«-^ol>s>-B,       9>s-K 

Nun  lässt  sich  wieder  ein  s  in  Übereinstimmung  mit  g  —  f  >  s~^  wählen. 
Setzen  wir  also  s(g  —  s)  =  p,  so  folgt:  ' 
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Ergänzungen  und  Berichtigungen. 


Jetzt  giebt  es   unendlich  viele  Reihenglieder,   für  welche  }/j  a   |  >  ^  —  s 
zutrifft.     Für  diese  ist:  "^ 

n 

Vr%\  ■\^  —  ^o\>sig  —  s)=p:>i, 

so  dass  sich  Reihenglieder  angeben  lassen,  die  absolut  genommen  einen  be- 
liebig gross  gewählten  Betrag  übersteigen.  Es  liegt  also  für  das  jetzt  ge- 
meinte z  Divergenz  der  Reihe  vor. 
Zu  Seite  215.  Zu  der  Überlegung  des  mit  den  Worten  „Im  Innern  des  von  den 
beiden  beschriebenen  Geraden  .  .  ."  beginnenden  Abschnitts  ziehe  man  auch 
die  Betrachtungen  von  pg.  409  heran,  welche  die  Abbildung  einer  Halb- 
ebene auf  die  Fläche  eines  Kreisbogendreiecks  betreffen. 
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